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5 Aufgabe

In einem Hilbertraum mit dem Skalarprudukt (¢, x) = fol ¥y gilt fiir H = —j—;:

1
0

(¢, Hx) = (Hy, x) + Wx - ﬁx’}

Falls der Randterm auf der rechten Seite fiir alle ¥, y verschwindet, muss auch

—/ /

¥ (0)3(0) = 9 (0)¢'(0) = ¥ (1)eb(1) — (1)'(1), (2)

d.h.
Jp(0) = Jy(1). (3)

Es muss noch gezeigt werden, dass aus j;(0) = j,(1) die Bedingung

WX - EX'} =0 (4)

1
0
fiir beliebige 1, x (d.h. nicht nur im Fall ¢) = y) folgt. Wir definieren

!/

Wo (¥, x) = ¢ (2)x(z) — ¥ (2)x(z) (5)
und beobachten, dass diese Abbildung linear im ersten und anti-linear im zweiten Argument ist,
insbesondere

Wa(,ix) = iWa (1, x) (6)
Per Annahme
Wolp, @) = Wile, ¢). (8)

Nun diese Bedingung, entwickelt fiir ¢ = 1 4+ x und @ = 9 + iy fithrt unmittelbar auf

WO(¢7X) = Wl(w7X)7 (9)

was zu (4) dquivalent ist.



6 Aufgabe

Wegen des Produktes V(x)y(z) in der Schrodinger-Gleichung muss die Stetigkeit von (z) vor-

ausgesetzt werden. Nach der Integration von x = —e zu x = € erhalten wir im Limit € — 0
h2
li e [ 0)p =0 10
i {50 = 90(0)} =0, (10)

d.h. die gesuchte Bedingung am = = 0.
Bindungszustinde: in den Bereichen z > 0 und x < 0 gilt die freie Schrodinger-Gleichung:
h2

5" = kY,  E=-k*<0 (11)
m

die die folgende allgemeine Losung besitzt:

Y = Ae™ 4 Be™ ", a =+ 5 (12)
Fiir z < 0 ist e~ nicht normierbar (d.h. fi)oo |exp(—ax)|? dr = 00), wihrend fiir x > 0 passiert
das Gleiche fiir e**. Eine Losung der Schrodinger-Gleichung zur Energie F < 0 ist also normierbar,
wenn sie fiir x < 0 gleich A’e®® und fiir z > 0 gleich B’e~** ist. Wegen der notwendigen Stetigkeit

am z = 0 muss B’ = A’ sein. Wir haben damit

Y = Ne ol (13)
Aus der Bedingung (10) folgt jetzt:
_gm o mg®

Zu beachten ist, dass die Parameter m und g legen die Energie fest, d.h. es existiert nur ein nega-
tiver Wert der Energie, der einem Bindungszustand entspricht, bei dem die Schrédinger-Gleichung

eine normierbare Losung besitzt. Die Normierungskonstante wird aus

1=N? / dx e~ 202! (15)

o0

bestimmt:
N = /a. (16)

Streuzustinde: Wir nehmen an: £ = k?, sodass die allgemeine Lésung der Schrédinger-Gleichung,
in den Bereichen wo V' (z) = 0 die Gestalt

2mk?
72

Y = Ae'®® 4+ Be 0T, « (17)



hat, und hat die Interpretation einer Superposition der Bewegung in der positiven Richtung (A)
und der Bewegung in der negativen Richtung (B). Wir nehmen an, dass A = 1, d.h. dass der
aus z = —oo einlaufende Teilchenstrom die Amplitude 1 besitzt!. Um die Lésung eindeutig zu
spezifizieren muss noch entweder: der Wert von B gegeben werden, oder die Annahme, dass es
keinen aus der # = 400 herkommenden Teilchenstrom gibt gemacht werden. Wir wihlen die
zweite Bedingung, obwohl die erste vielleicht mathematisch einfacher erscheint, den sie uns eine

einfache physikalische Interpretation zulédsst. Unsere Losung hat daher die Form

el 4 Re~iaw, fir x < 0,
Y(z) = (18)

Te . fiir z > 0.

wobei R und T komplexe Zahlen sind, und die Interpretation des Reflexions- und Transmission-

Koeffizienten besitzen. Aus der Stetigkeitsbedingung,

1+R=T, (19)
und aus der Bedingung (10), die zu
. 2mg
io(l — R) —iaT = 72 T (20)
aquivalent ist, folgt jetzt
A R (21)
11—’ 1=’
wobei
myg
= —. 22
b oh? (22)

Zu beachten ist, dass |R|* + |T|* = 1 wie es sein soll, den die Teilchen diirfen nicht verschwinden.

!Diesem Strom enstspricht die Wahrscheinlichkeitsstrom j = ah/m.



