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Musterlésungen

2 Aufgabe
Aus der Definition eines kanonisch-koniugierten Impulses,
oL
P = = 1
Pi= 5 (1)
finden wir
pe =2f%,  py=29/f, (2)

wobei wegen der z-Unabhéngigkeit der Lagrangefunktion wird p, wiahrend der Bewegung erhal-
ten. Die Gestalt der Energie wird am einfachsten gefunden in dem die Hamiltonfunktion durch

Koordinaten und Geschwindigkeiten ausgedriickt wird:

y?

E:H:j:pm—i—g'/py—L:fx'Q—?:L. (3)
Die Hamiltonfunktion, anderseits, héngt nur von den Koordinaten und Impulse ab:
2 2
_Pr _ &‘ (4)
4f 4

Wir beobachten nun, dass die Energie eine homogene Funktion der Grad —2 der Zeit ist, d.h.
sie skaliert als £ — A72E bei t — At. Es folgt, dass entweder kann E auf 41 durch Reskalierung
der Zeit gebracht werden, oder ist sie gleich Null. In allen Félle es existieren geniigend viele (zwei)

Erhaltungsgréfien um die Bewegungsgleichungen geschlossen zu integrieren. Sei

pr = 2K = const. (5)
Wir finden
Ef = K? — ¢ (6)
Im Fall £ = 0 finden wir!
y==*K, (7)

! Allgemeine Losung befindet sich, z.B. im Buch von S. Chandrasekhar “The Mathematical Theory of Black
Holes”, S. 98 (§19a).



also

Y=1Y + Ktv
und P
dr = —1
0]
d.h.

r=ux0+ Kt+tIn(yo — 1+ Kt).
Wir bemerken, dass aus (?77) folgt auch eine einfache Gleichung fiir z(y):

dy

de = +
Ty

mit der Losung
r=uz9x[y+In(y—1)].

3 Aufgabe

Fiir die angegebene Lagrangefunktion ergeben sich aus

oL d L
o¢t  dt 94t

die folgenden Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen):
mi = —\y

my = A\x.
Aus der Definition eines kanonisch-koniugierten Impulses,

oL
Pi= 5

finden wir

szmx’%—)\y, py:my—/\x.
Die Energie ist

E:H:xpx+ypy—L:§(x2+y2).

Die Erhaltung des Drehimpulses und seine Form folgt am einfachsten in Polarkoordinaten,

T =Tcosp, Y=7rsiney,

(10)

(11)

(12)

(14)

(15)



so, dass die Lagrangefunktion in (r, ¢) Koordinaten

L= (2 +1%%) = X2, (20)

explizit ¢—unabhéngig ist. Der (erhaltene) Drehimpuls ist nun der zu ¢ konjugierte Impuls:

oL
J:pwz%:mr%b—)\r?

Die Hamiltonfunktion wird gefunden wenn die Geschwindigkeiten in der Energie durch Impulse
ersetzt werden: .
H = 5= [(p: = )" + (py + A2)°] (21)
m
Letztlich kénnen die Hamilton-Gleichungen gestellt werden; allgemein:

- O0H o0H
it = .i — T A 22
und im unseren Fall:
Pr — AY . Py + A
T = 9 Pz = _>\ .
m m
Dy + Ax De — AT




