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Solutions

24. Wir wiederholen die wichtigsten Formel der Storungstheorie (h = 1):
vr(t) = e™(t),  Vi= eV (e
Wi(t) = Vi)r(t),  r(t) = Ut to)v(to),
Ult,ty) ~1— i/t dsVi(s) + (—i)? /t dsVi(s) /S drVi(t)+ ...

to to to

Im ersten Ordnung ist die Zeitentwicklung des Zustands (im Schrodengerbild) gegeben durch

t
¢(t) — |:6—iH0(t—to) . Z'e—iHot/ eiH()Sv(S)e—’iHos dS eiHot():| w(t[))

to

In unserer Aufgabe ist

Eo
HOZT?’a Vi = f(t)o,

mit f(t) = af/(1 + %t?). Die Energieceigenzustinde erfiillen
E E
Hol0) = —<[0),  Holl) = S [1).
2 2
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir
t 2
Wors = (D = | [ ds £(5)|| = o fnctan(3t) — aretan(0),
to
d.h, im Limit ¢t — oo, t) — —o0o gilt
W0_>1 = 7T2Oz .

Exakte Losung

Parametrisieren Wir 1;(t) durch

bi(t) = a(t)]0) + b(1)[1),



25.

so ergeben sich die Gleichungen

ia=fb
ib=fa,
woraus folgt
44
fedt f(t)dt

Setzt man f(t)dt = dz, d.h.
r = aarctan(ft) + c,

so folgt

"
a’ = —a,

d.h. a(z) = cos(x — xp). Nun gehdrt x zu einem kompakten Intervall: fiir t — Foo gilt

r — £97. Die “Anfangsbedingung” v7(t)|;—oc = |0) mit
cos(—am/2 —xg) =1,
gleichbedeutend ist. Das fiihrt auf o = —am /2, also
a(t) = cos(aarctan St + am/2).

Fiir t — oo finden wir

a2 = cost(am),
b(t)|* — sin®(a).

Damit ist die exakte iibergangswahrscheinlichkeit gleich

WO—>1 = sin2(7ra).

Die storungstheoretische Ubergangswahrscheinlichkeit ist gegeben durch

2

T : 4N ET
Wo_(T) = [(1|U(T, 0)|0)|* = {a/ ds )\eZES} = % sin? (7) :
0

wobei |0) und |1) jeweils den Grund- und den angeregten Zustand bezeichnen. Diese Wahr-

scheinlichkeit offenbar oszilliert mit der Frequenz %; fiir kleine F - T gilt
Wo1(T) = N2T?.
Anderseits lisst sich die Ubergangswahrscheinlichkeit auch einfach bestimmen, in dem man

W (T) = |(1]e ™ T)0)|? = [{1| coswT + ion’ sin wT|0)|* = sin*(wT)|(1|on"|0)[?,



ausnutzt (der Hamiltonoperator ist zeit-unabhéngig). Hier sind: w = /(E£/2)? + A? und
i = (AMw,0,F/2w) (sodass fi> = 1). Wir finden die folgende exakte Form der Ubergangs-

wahrscheinlichkeit: 2
Wi (T) = sin®(WT) - —

w2’
Nun oszilliert W§_,,(T) in der Zeit mit der Frequenz w, die nur fiir A — 0 sich der stérungs-
theoretischen Frequenz ndhert. Fiir kleine w7 findet man wieder

We_(T) ~ \2T2.

Daher stimmen beide Ergebnisse fiir

E2
(7 +)\2> T? < 1

iiberein (d.h. fiir Zeiten T" kurz im vergleich zu 1/\ und 1/FE).
Ho6here Ordnungen der Storungstheorie

Man kann die Ubergangsamplitude auch systematisch in héheren Ordnungen berechnen. Die

Amplitude im ersten Ordnung ist
1 A
(11U*]0) = —QZE sin(ET/2).

Im zweiten Ordnung verschwindet der Beitrag; im dritten findet man

—ix\?® iET x y
(1|U?|0) = <—) e_ZET/Z/ dxez/ dye_y/ dze*
B 0 0 0

d.h. insgesamt
L s A AN
(U 4+ U”|0) = —2ZE sin(ET/2) +i 5 [4sin(ET/2) — 2ET cos(ET/2)].

Zu beachten ist, dass die Korrekturen dritter Ordnung nicht nur periodisch sondern auch

wachsend in der Zeit 7" sind. Sie stimmen besser mit dem exakten Ergebniss
. A
(1| Uegart|0) = —isin(wT)—,
w

fiir kleine T, aber divergieren fiir 7" — oo! (Die Situation wird noch schlimmer im fiinften
Ordnung.) Wir weisen auch darauf hin, dass die Nullstellen der Amplitude dritter Ordnung

auch viel besser mit den Nullstellen der exakten Amplitude iibereinstimmen.
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Abbildung 1: Exakte und stérungstheoretische (aus U' und aus U! + U?) Ubergangswahr-

scheinlichkeiten. Hier sind £ =2, A = 1/2.

26. Wir 16sen das Problem nur in der ersten Ordnung der Stérungstheorie. Fiir die Ubergangs-



wahrscheinlichkeit finden wir

2

T
Wpm.s = / e (—eEy) (Ypm z1g) cosws| = |dm|2(eE0)2f(T),
0
wobel )
1 ei(wo—l—w)T -1 ei(wo—w)T -1
f =1 | + &
4| i(wo+w) i(wy — w)

Nur wenn d,,, = (¥pm, 2 ¥s) # 0 wird die Wp,, s nichtverschwindende Werte annehmen. Nun

fiir m # 0 verschwindet d,, (bei der Integration iiber ¢). Fiir m = 0 finden wir

1 [ =
dy = %/r dr Ry(r)Ry(r)

was im Allgemein ungleich Null ist. Eine Analyse von f(7') zeigt ein Resonanzverhalten bei
w—wp = 0 (Fermi Golden Rule). Wir schliessen daraus, dass fiir linear-polarisierten elektro-
magnetischen Wellen wird es nur Ubergéinge zwischen S und P,m = 0 Niveaus geben (die
Erwartungswert des Bahndrehimpulses im Endzustand verschwindet). Die Anregungswahr-

scheinlichkeit wird gross nur fiir resonante Wellen, w — wy = 0.



