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Solutions

22. Die normierten Versionen der Versuchsfunktionen sind

V() = (afm)M /e,

Xa(@) = (2a°/m)"/?

a? + x2 ’
Mit deren Hilfe konnen wir die Erwartungswert der kinetischen Energie, 7' = —%8% sofort
berechnen:
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Fiir das harmonischen Potential, und die x Funktion findet man die Gesamtenergie:
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p="2y =Y
2 2a2? 2m

die ein Minimum bei a® = i/v/2mw hat. Am Minimum ist
Epin = hw(1/2v/2 4 1/4) = hw - 0.6

was natiirlich eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie Ey = hAw - 0.5 liefert. Fiir
die ¢ Funktion ist die Abschitzung offensichtlich besser, da die Versuchsfunktion gerade die

Form der Grundzustandswellenfunktion hat. Wir finden

Nun fiir das Deltapotential ist keine von den Versuchsfunktionen in der Form des Grundzu-
standswellenfunktion. Fiir die ¢ Funktion ergibt sich
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Im Fall der y Funktion finden wir
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23. Zunéchst formen wir das Problem so um, dass nur dimensionslosen Goflen auftreten. Aus

h2 "
Ey = — 4 + mgz)
2m
folgt
gw = _’l/// + xw7

wenn x = bz, mit b3 = 2m?g/h*. Es gilt auch

h2b?
E—E itq=——.
/a, mit @ = ——

Das Problem soll offensichtlich fiir z > 0 betrachtet werden. Wir wéhlen die (normierten)

Versuchsfunktionen
Yo = 20% *xe™.

Als Mittelwert der kinetischen Energie erhalten wir

(-07) =a
und fiir die Gesamtenergie
3
Ey,=—+ad°
v =5, +a
d.h.
Amin = (3/4)1/3
und

Ein =247 ...

Man beachte noch das Folgende: die dimensionslose Gleichung kann als

= (r =€)



betrachtet werden. Nun fiir y = z — £ ist das gerade die Airy-Gleichung:
2 =yih

Die Airy-Gleichung besitzt zwei unabhéngige Losungen, Ai(z) und Bi(x); Bi(x) wéchst
schnell fiir y — oo, was natiirlich diese Losung auschliet. Nun die Ai(x) hat die erste Null-
stelle bei y = —2.3381, d.h. ¢(z) = Ai(y + &) verschwindet bei x = 0 (erfiillt die Randbe-
dingung) erst wenn £ = 2.3381. Auf diese Weise haben wir die exakte Grundzustandsenergie

ermittelt. Die Variationsmethode bietet offensichtlich eine gute Abschitzung dieser Energie.



