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20. Wir fithren die Bezeichnung
(J-)"[45) = eals, g — )

ein, und finden rekursiv, wegen J_|jm) = \/ji(j + 1) — m(m — 1)|j,m — 1),

(27)In!

Es gilt auch

Cni1 = o/ (n 4 1)(25 — n).
Der Fall j =+ 1/2. Trivialerweise gilt
77) = 1) © [+),

wobei |) ist ein Eigenzustand von L zum Eigenwert [, und |+) ist der Eigenzustand von S

zum Eigenwert +1/2. Nun wenden wir J_ sukzessiv auf |jj) und erhalten
wobei d,, ist der Analog von ¢, fiir den Bahndrehimpuls. Einfache Schritte fithren letzt endlich

20+1—n n
i—n) =4 T — — |- @ |=).
4,3 —n) =4/ ST l=n)®|+) + 2l+1|l n+1)®|-)

Diese Zustiande sind normiert wie man leicht zieht.

auf

Der Fall j/ = — 1/2. Es muss gelten
75y = all = 1) @ [+) + B|l) ® |-),

wobei wir Annehmen, dass « reell und positiv ist. J, vernichtet |j’j’) und es folgt

1

1 o, _ _

wobei d; = v/2{. Nun man sieht leicht, dass durch die sukkzessive Anwendung von J_ eine



kompakte Formel hergeleitet werden kann:

alf'f =) = — == o ) + | —Z | =) & |-)
mdod /2020 + 1) V2IQ2I+1) ]| ’
und damit
g n+1 2l —n
—n) = —n—1 - - —).
7, =) = 43l = = D@ ) =y [ o =) )

Speziallfall [ = 1. Die Anwendung der obiegen Formel im Speziallfall [ = 1 fithrt zu

5.3) = 1) @ +),

5.0 =20 ® 1) + /3D @ 1),
g =yl /2 e ),
- =1-1 &),

mit j =14 1/2, und

7=l e ) - 2 e -,
i =5 =2 =D el -/l e |-,
fiir j' =1 —1/2.

21. Spin-Bahn Kopplung und Wechselwirkung mit einem Magnetfeld
Wegen 2L -S = J? — L? — S? kénnen die Matrixelemente des Hg in der Gesamtdrehimpuls-
Basis sofort abgelesen werden: in dem Unterraum zu j = % ist 2L - S = 1, und in dem zu
j = % gilt 2L - S = —2. Nun die Matrixelemente des M = L, + 25, sind leicht zu berechnen
aus

Mj.3) =2 ® |+),
Mj.3) = /20 @ 1+),
Mlj,~3) = /20 @ |-),
Mlj,—~3) =2 - @ |-),

M7, ) = /oy ® |+,
M, —5) = /40y ® |-,

Die Vektoren |1) ® |[+) und | — 1) ® |—) bereits Eigenvektoren von H sind; um das Problem zu

l6sen mussen noch die weitere vier Eigenvektoren bestimmt werden. Wir schréinken uns also



zu dem von diesen Vektoren gespannten Raum (d.h. zu dem Hilbertraum ohne den schon

gefundenen Eigenvektoren von H).

Wenn wir die Basisvektoren dieses Raumes durch

e = [0) ® |+)
e2 =0) ®[—)
e3=[1)®|[-)
es=[—1)®|+)

bezeichnen, dann fiir M = L, + 25, gilt

Me, = e
Mey = —ey
Mes =0
Mey =0,

d.h. die Basisvektoren bereits Eigenvektoren von H,; sind. Ferner, wegen 2L - S = 2L.S, +
L+S_ + L_S+ gllt

Der volle Hamiltonoperator ist damit gleich

J&; 0 V2a 0

0 -6 0 +V2a
V2a 0 —Q 0

0 V2a 0 —

HLS:Oé

Das Spectrum von H besteht aus der Eigenwerten dieser Matrix. Gliicklicherweise ist die

Eigenwertgleichung bi-quadratisch:

(A= B) (A +a) —22°] [A+ B)(A+a) —2a%)] =0



und damit erhalten wir vier, in Allgemein verschiedene, Figenwerte:

)\1:%<—6—a—\/9oz2—2a6+62>
)\2:%<—ﬁ—a+\/9a2—2aﬁ+ﬁ2>
>\3:%(ﬁ—a—\/9a2+2046+52>
)\4:%<ﬁ—a+\/9042+2aﬂ+52>.
A
.l a=1

Abbildung 1: Das Spektrum von H fiir « = 1 als Funktion von § (von der Magnetfeld-Stérke).
Zu beachten ist, dass die Eigenwerte fiir § = 0 zweimal entartet sind, und dass die Entartung
wird durch das Magnetfeld aufgehoben (Zeeman-Effekt). Fiir § — oo ist nur der asymtotische
Eigenwert \y/3 = —a zweimal entartet. Nicht gezeigt sind die beiden trivialen Zusténde: [1) ® |+)
und | — 1) ® |—) mit Energien +(a + 203).

Denensprechende unnormierten Eigenvektoren sind:

0 a—fB—+/9a% — 2083 + (2
’ 2a\/§

0 a— B+ /9% —2a + 32
’ 204\/5

a+ B — /92 + 2a3 + 32

w3 = ,0,1,0
’ 2a\/§

. — a+ B+ /92 + 2a3 + 32 0.1.0
4 2a\/§ s Uy by .

;0,1

;0,1




Im Grenzfall § — oo (Paschen-Back-Effekt) gilt:

wy — e mit Ay — —f
Wy — €4 Mit Ay — —«
w3 — ez mit A3 — —«

w4 — €1 mit Ay — (.

Obwohl die Grenzwerte fiir A\; und A4 kénnten wir erwarten (Hpg ist eine infinitesimale Kor-
rektur zu Hyy), fiir Ay und A3 gibt es von 5 unabhéngige Grénzwerten weil die ensprechende

Vektoren Eigenvektoren von H); zu dem Eigenwert Null sind.

Im Grenzfall § — 0 (Zeeman-Effekt) ist es sinnvoll zu der Gesamtdrehimpuls-Basiz zu
iibergehen. Fiir # = 0 hat der Hamiltonoperator nur zwei Eigenwerte: +a und —2a; die erste
ist viermal und die zweite zweimal entartet. Der Eigenraum zu +a stimmt mit dem Raum
zu j = 1+ 1/2 iiberein. Wie wir schon am Anfang der Musterlosung dieser Aufgabe gesehen
haben, ist der Operator H); (betrachtet jetzt als Storung), wenn eingeschrénkt zu diesem
Raum bereits diagonal, H), = (-diag(2, %, —%, —2), d.h. die Werte auf der Diagonale liefern
die Korrekturen zu den Energien der Zustinde; die Entartung wird vollig aufgehoben. Das

Gleiche passiert in dem Raum zu j' = 1—1/2, wo Hy; = 3-diag(s, —3). In anderen Worten:

EU,%) =a+23

Biy=a+if
By-ny=a- 3
By gy =a-20



