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Solutions

Zunéchst lohnt es sich dimensionslose Koordinaten einzufithren. Mit w. = jn—li (Zyklotronfre-

quenz) und ap = /2% (magnetische Lénge)' sind die Koordinaten
7 =1"/ay

dimensionslos (wir schreiben weiter z* anstelle von ). Nun kann H in Einheiten von fw, ausge-
driickt werden: fiir A = (0, B - ,0) finden wir

162 1, . )
H=—5gmz t3-0—2)

{(—zax + %)2 + (i, - g)z} :

und
H =

N | —

fiir A = B(—y,z,0).

18. Landau Problem; A = (0,B - x,0)

In unseren Koordinaten ist der Ansatz:
v =e™f(z),
was zu .
Hf =—f"/2+ 5(:z:o — )’ f = Ef

fithrt mit o = k. Offensichtlich ist also unseres System (in der z-Richtung) equivalent zu

einem um x( verchobenen harmonischen Oszillator. Wir finden
n=n+1/2
und

(a")"

Jo()

mit a* = (z — 9,)/v/2 wobei

fo(z) = VA= (@=20)*/2,

'Fiir B =1T= 3-10*£% ist ap ~ 1.4 - 10~5cm; fiir Elektronen in GaAs (m* = 0.07m,) bei B =1T finden wir
we = T7-10Hz.



Das Teilchen ist also lokalisiert um z = zy und homogen in der y-Richtung. Der elektrische

Strom in dieser Richtung

D

jy = _[E(_iay - x)i/J - <_iay - x)iﬂw] = 6(1’0 - Z')lfn(m')|2

[\]

ist positiv fiir x < xo und negativ fiir x > zy. (In der z-Richtung der Strom verschwindet.)
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Abb. 1. Quantenmechanische Strome im homogenen magnetischen Feld.

. Landau Problem fiir A = B(—y,z,0)
Mit einer zusitzlichen Skalierung  — 2z, y — /2y ergibt sich

1
H = [(~i, + y)® + (—id, — x)°].
Nun fithren wir z = = 4 iy, und
1 4

0= 3 (0p — 10y)

- 1
sodass die Operatoren

a=—0—2/2 b=0+7%/2
ot =932 b= —B+2/2.

die Vertauschungsrelationen [a,a*| = 1, [b,b*] = 1, [a,b] = 0 = [a, b*] erfiillen, d.h. a,b und



*

a*,b* verhalten sich wie unabhéngige Vernichtunsg-/Erzeugungs-Operatoren. Auflerdem gilt

K = —id, =20 —z0 = (b"b — a*a),
H=da%a+ 1.

Zu beachten ist, dass die Energie der Zustédnde von b unabhéngig ist. Die Eigenzusténde von
H sind natiirlich auch Eigenzustianden von N = a*a. Sei a*ay) = cy; dann a*a ay) = (c—1)a),
d.h. der Zustand at) ist auch ein Eigenzustand von a*a jedoch zum Eigenwert ¢ — 1. Nun der
Operator a*a ist offensichtlich positiv, woraus folgt unmittelbar, dass es einen Zustand |0)
geben muss, der durch a vernichtet sein soll, a|0) = 0. Die Wellenfunktion dieses Zustands
erfiillt

O+ z/2¢ = 0.

(Wir betrachten z und z als unabhéngige Variablen.) Wir finden also

v = g(z)e” 2,

wobei ¢(z) fiir eine beliebige analytische Funktion von z steht. Das ist die Entartung des
Zustands |0). Wegen [H,b] = 0 folgt, dass die Zustdnde (b*)™|k) die gleiche Energie wie
|k) = (a*)"|0) besitzen. Man sieht sofort, dass die Anwendung von b* auf |0) gleichbedeutend

mit einer Multiplikation mit z ist. Sei g™ die n-te Ableitung von g(z) am z = 0, dann gilt
R LAY
g(z)e => T (b*)"e ;
n=0

d.h. g(z)e **/2 (die entartete Form von |0)) kann als eine Uberlagerung von Zusténden

(b*)"e~1#*/2 verstanden werden. Wegen
—i0, = 20 — 20 = (b*b — a*a)

folgt, dass das Spektrum von b*b diskret sein muss (die Wellenfunktionen mussen periodisch
bzgl. ¢ sein). Wie im Fall von a*a ist b*b ein positiver Operator und b erniedrigt der Wert
dieses Operators um 1, also muss es einen von Zustand geben, der von b vernichtet wird. Wir
definieren also 1

00) = ——e—l217/2

00) = =
und

vn!lm! ’

Der Zustand |00) wird von a sowie von b vernichtet. Die Zusténde |mn) sind Eigenzustéinde

|mn) = m >0, n>0.

von K zum Eigenwert m — n und haben Energien E,,,, = n + 1/2.

Die Strome diskutiert man am besten in dem man die radiale und azimutale Komponenten
berechnet; wegen
O0p = —YO0y + 20y, Or = 20, + 20,



und
T

0= —id,+3, I, =~id,— 3

5 )
findet man
—ie

2
: — — r
Jo = T[waapw - agoww} - 65’77“2
wobei 72 = 22 + y?. Fiir ¢ = |mn) ergibt sich
=m0 = | o

Die radiale Komponente des Stroms verschwindet. Die Abbildunen 2 zeigt die Stréme fiir

|10) und |70).
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Abb. 2. Quantenmechanische Stréme von |m0) Zustdnde im homogenen magnetischen Feld
(vorsicht: verschiedene Skala).

Man beachte, dass es Regionen gibt, wo die Strome in der nicht-klassichen (positiven) Rich-

tung flieen. Fiir die Erwartungswerte des Drehimpulses in der z-Richtung gilt

<Jz>mn = <xHy - yHm>mn = /dxdij /6 =m-n-— §<mn|(b - Cl)(b— a )‘mn> = 9 :

Das nicht-klassiche Verhalten tritt also meistens fiir hohe m’s.

Klassische Losung Aus der Lagrange-Funktion

1 .
L= §m(v§ +02) + ZAiv’

folgen die Bewegungsgleicungen:

%[U:c + wcy] =0,
d

a[yz —wez] =0.



Die Loésungen hdngen von vier Parameter: xg, yo, to, 2,

xr = x9 + Rcos|w.(t — to)]
r = yo — Rsinjw.(t — to)]

und beschreiben eine zirkulation von Teilchen in der negativen Richtung.



