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26. Kugelflichenfunktionen als Polynome von z,y, 2
Tatséchlich lassen sich die Kugelflachenfunktionen als, sogar homogene,
Polynome von

wo = z/r = cos(h),

wy = (z £ iy)/V2 = sin(h) exp(£ip)/ V2

ausdriicken:
3
Yi=4/—
0 47 o
3
Y =Fy/—
1= 47 b
fiir £ =1 und
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Yy = S (wy)?
/15
VP = in W4 Wo
Y? = 2 (Wi — wyw_)
0 g \Wo
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Y2 = — 1 o
15
V2 =/ o= (w-)?



27.

28.

fiir £ = 1. Man beachte, dass verschiedene Konventionen fiir die Wahl
der Phasen der Kugelflichenfunktionen in Benutzung bleiben (weil, so-
gar wenn alle Funktionen mit verschiedenen Phasen exp[—icy,] mul-
tipliziert sind, bleibt das System orthonormal). Unsere Konvention
stimmt mit der deutschen Wikipedia iiberein. Die Wahl der Konvention
beeinflufit offensichtlich die Matrixelemente verschiedener Operatoren.

Bei einer Paritétstransformation, P, &ndern die Variablen wq, w4 ihre
Vorzeichen. Es ist damit leicht zu sehen, dass die Kugelflachefunktionen
zu ¢ = 1 ungerade sind (PY,! = —YV1) und die zu ¢ = 2 gerade sind,
(PY? =Y?2). Als eine Verallgemeinerung man kann zeigen, dass

PY! = (=1)Y}.

Summationsformel

Die Formel ist leicht zu beweisen, im Fall £ = 1, 2, durch nachrechnen.
(Fiir ¢ = 2 lohnt es sich, z.B., alle Funktionen durch sin®# auszu-
driicken.) Allgemein, es ist klar, dass wenn die Summe

vom # unabhéngig ist, muss sie gleich 22—;1 sein (es reicht die Summe

iiber die Sphere zu integrieren, und die Normierung des Y;! auszunut-
zen).

Drehung einer Kugelflaichenfunktion

In dieser Aufgabe lohnt es sich, die Ergebnisse der Aufgabe 24 zu benut-
zen. Der komplexen Hilbertraum der von Y,}, m = —1,0, 1 aufgespannt
wird, darf mit dem C? Raum identifiziert werden: wir identifizieren
die Eigenvektoren von Ls, d.h. die Kugelfliichenfunktionen Y, Y7, V!
mit den entsprechenden Eigenvektoren des J; (Matrix-)Operators in



C3, d.h. mit v_, vy und v, wobeil

1 0 -1
v_=| i | /V2 vo=1| 0 v = i | /V2
0 1 0

Die Aufgabe vereinfacht sich damit, und es muss nur die Drehung des
Vektors vy um die z-Achse betrachtet werden. Die gedrehten Vektoren
gewinnt man aus der Formel v = R(«a) v mit

1 0 0
R(a)=1| 0 cosa —sina |,
0 sina cosw

wobei R(a) kann auch als /=@ verstanden werden. Nun die Funktion

Y] = % cos # enspricht dem Vektor vy. Die Drehung fithrt auf

0 .
R(a)vg = | —sina | =cosavy — L(m +o_).

COS & \/5

Der letzte Vektor wird mit
)

V2

identifiziert. Wegen Y}, = £,/ % sin fe**% erhalten wir endlich

3 3
R(a)y/ —cos = |/ — [cosacos ) — sinasinfsin ] .
dm 4dr

!Dieser Wahl der Phasenkonvention respektiert die Rekursionsformeln:

cosa¥y — —= (¥ + Y1)

LY =11+1) —m(m+ 1YL,
LY.L =1(l+1)—m(m—-1)Y}

m—1

die auch fiir J+ und vg, v+ gelten sollen.



