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Solutions
Aufgabe 17
Die Beziehungen
la,a*] =1
1
H = hw, (a*a + 5)
la, H] = hwa

ergeben sich durch schieres Vorwértsrechnen unter Ausnutzung des Zusam-
menhanges
[p, x| = —ih

Damit erhalten wir
H(ayg) = hw.(a*a + 1/2)(atg) = hw.(aa*a — a + a - %)WE) =
= alw(a*a+ 5 — 1)(¥p) = a(E — hw)yp = (E — hw)(atp) (1)

Ebenso zeigt man
H(a™p) = (E + hwe)(a"Yp)
Weiterhin gilt fiir selbstadjungierte A
(v, A%)) = (Ap, AY) = [|Ap]]* > 0

Da ja H seinerseits aufgefasst werden kann als Summe der Quadrate zweier
selbstadjungierter und folglich positiver Operatoren - namlich des Ortes und



des Impulses -, ist H ebenfalls positiv. Fiir Eigenfunktionen 5 gilt insbeson-
dere (Y, HYg) = E. Andererseits wissen wir das n-malige Anwendung von
a Eigenfuktionen zum Eigenwert E—nhw,. > 0 ergibt, was nur dann fiir alle n
gelten kann, wenn sich ab einem bestimmten n identisch Null ergibt. Folglich
muss eine Eigenfunktion existieren, die durch a annihiliert wird. Die explizite
Ortsdarstellung dieser Funktion erhalten wir, wenn wir die eindeutig losbare
Differentialgleichung

1 mw 1
E {1/7X+—_mth}w—aw—0

ansetzen, deren Losung

¥ = C'exp [—%xﬂ

lautet.
Aufgabe 18

Zur Berechnung von [a, (a*)"] benutzt man die vollstdndige Induktion:
die Behauptung ist
[a, (a*)"] = n(a”)" ",

was leicht fiir n = 1 verifizierbar ist.
Der Induktionsschritt sieht wie folgt aus:

[a, (@)"] = [a, (a”)"a"+(a")"a,a’] = (n=1)(a")" " +(a”)""" = n(a")""
wobei im vorletzten Schritt die Induktionsannahme,
[a, (@)" '] = (n = 1)(a")""

benutzt wurde.

Zur Normierung von 1, nehmen wir an, dass 1,_; schon normiert ist und
dass ¥, = ca*ih,,_1 (wobei ¢ die gesuchte Konstante bezeichnet).

Dann gilt:

1= e (@ ¥n1,a" 1) = |e]*(Yn1, 00" V1) = |c* (-1, (1 + a’a)thp1) = |c[*n,

wegen

a*awn—l = (n - 1)wn—17



was aus der Aufgabe 17 bekannt ist, oder aus [a*a, (a*)"] = n(a*)™ unmittel-
bar folgt. Damit finden wir: ¢ = 1/y/n, und insgesamt

1 *\1N
wn - \/7 (a ) ¢0~
Die Formeln (10),(11) (in der Aufgabenstellung) sind Spezialfélle der obigen
Formel.
Die Berechnung von Erwartungswerten ist besonders leicht, wenn man x
und p durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriickt, und
beachtet, dass ai,, a*1,, a*1, und (a*)%*y, orthogonal zu ), sind.

a—+a*

\/5 )

_a—a
p 32 )
wobei p = —i% den dimensionslosen Impuls bezeichnet. Man sieht sofort:

(wnvan) - 07

xr=

Ferner, wegen

,  a®+aad* +a‘a+ (a*)?

r = )
2
, a’—aa* —a*a+ (a*)?
p = 9 )

und wegen aa™ = a*a + 1, folgt unmittelbar
(¥n, 2%n) = (¥n, PPn) = 1+ 1/2,
und damit ist die Unschérferelation fiir alle v, erfiillt:
AzAp=(n+1/2) > 1/2.
Aufgabe 19

Allgemein gilt fiir den Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators:

Hzlh L 92 + kme
2 m vV km h




Bei der Skalierung k = o*k skalieren z und p wie folgt:
T=ax p=p/a.

(hiermit sind die dimensionslosen Gréfien gemeint). Somit erhalten wir die
zu beweisende Formel fiir @ und aulerdem die Beziehung:

| 1+, 1-a?
a = —s(F/a+ipe) = ;@Qa+ 2;‘ " = Aa + Ba". (2)

Die alte Grundzustandswellenfunktion v ist

g = /4 exp(—2”/2),

withrend die neue Grundzustandswellenfunktion v, gegeben ist durch

Jo = 7V exp(—a%r?/2),

(beide Funktionen sind auf 1 normiert). Es mufl nun gelten

o0

ahy =0 = (Aa+ Ba") Y cuthn.

n=0

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der 1, miissen alle Koeffizienten auf der
rechten Seite verschwinden. Somit erhdlt man ein (unendliches) Gleichungs-
system bzw. eine Rekursionsformel:

B m

Cm+1 = — Cm—1
AV m+1 ’

und zusétzlich ¢; = 0 (Koeffizient vor @Zl) Folglich verschwinden alle unge-
raden ¢,,’s. Fiir die geraden Koeffizienten finden wir z.B:

[ B\ [5-3-1
“=\"2a 6-4.2

und allgemein



(alle ¢, hdngen noch von ¢y ab.) ¢y kann entweder bestimmt werden, indem

man den Ausdruck i
> B\" (2k)!
2
-3 (55)

k=0

gleich 1 setzt, oder aus dem Skalarprodukt:

o) =2 [ o exp(-a/2 - a%a22),

200
1+a2
Auf diese Weise 148t sich also die (iiberraschende) Formel beweisen:

> [iie] (i = e

k=0

Es ergibt sich

Co =




