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11. Symmetrische Potentiale

Die eindimensionale Schrodinger-Gleichung lautet

2
() + V(@) = Bu(a).
Wir betrachten zunéchst die Dirichlet-Randbegingungen auf dem In-

tervall [0, 1]:

$(0) =0 =9(1).
Sei 11 (x) eine normierte Losung der Schrodinger-Gleichung auf diesem
Intervall,
][ =1,

welche diese Randbegingungen erfiillt, und sei

¥1(0) = a1, ar #0

(fiir a; = 0 wiirde folgen 11 = 0, diese Losung wére nicht normierbar).
Sei nun 15 (z) eine weitere normierte Losung der Schrodinger-Gleichung
auf diesem Intervall und sei

¥5(0) = as.

Wir zeigen nun, daf beide Losungen sich nur um einen konstanten Pha-
senfaktor unterscheiden konnen, also denselben Zustand beschreiben:
Wegen der Linearitéit der Schrédinger-Gleichung ist auch

() = j—ij)



eine Losung der Schrodinger-Gleichung, und es gelten sowohl

2(0) = ¢(0) = 0 als auch  ¢(0) = ¢%5(0) = as.

Wegen der Eindeutigkeit des Anfangswertproblems folgt hieraus
~ a
Vo) = ha(x), also o(z) = a—2¢1($)'
1

Aus der Normierung beider Wellenfunktionen folgt weiterhin

Bl e oo,
a1

ai

also gilt
Va(x) = exp(ig)¢r(z) .

Wir haben somit gezeigt, daf§ der Eigenwert E des eindimensionalen
Hamiltonoperators
h? d?
=———+V(x
2m dt? (%)
nicht entartet ist.

Da wir lediglich die Homogenitdt der Randbedingung verwendet ha-
ben (daB némlich mit ¢ (z) auch 24;(z) die Randbedingung erfiillt),
folgt die Nichtentartung der diskreten Energieeigenwerte allgemeiner
fiir beliebige homogene Randbegindungen

ag(0) + by (0) = 0,
alw(1)+b1w'(1) = 0, ao,al,bo,bleC.

Als néchstes betrachten wir ein Potential V' (x), welches aulerhalb des
Intervalls [a, b] verschwindet:

V(z)=0 firzx<aundz >b.

Normierbare Losungen ¢ (x) der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung
existieren nur fiir
E <0,



und dann folgt
| Nexp(kzx) xz<a
l(z) = { Nexp(—kz) x>b

2mE
k =4/ Tl

Die zweite linear unabhéngige Losung ist nicht normierbar, da

wobel

exp(—kz) nicht normierbar ist auf (—oo, a)

und exp(kx) nicht normierbar ist auf (b, 00) .

Ganz allgemein gilt das Hermann-Weyl-Theorem (1910), welches be-
sagt, daf3 schon die Selbstadjungiertheit des Halmilton-Operators
h? d?
H=———+V(x)

2m dt?

dquivalent ist zu der Bedingung, dafl das Potential V' (z) fiir z — Fo0
sich im sogenannten limit-point-Fall befindet, das heifit, da} nur eine
der beiden linear unabhéingigen Losungen der Schrodinger-Gleichung

Hy(z) = Ey(z)

fiir x — +o00 normierbar im Sinne von L?-Funktionen ist.

Nun betrachten wir die eindimensionale Schrédinger-Gleichung

Iy a) + V(@)0la) = Bo(a).

mit einem symmetrischen Potential V' (z). Wenn ¢ (x) eine Losung ist,
dann ist auch ¥(—xz) eine Losung, ebenso wie

vs = () +v(-2),
Ya = ()~ v(-a).

Es gilt aber (¢g,14) = 0, und aus der oben bewiesenen Eindeutigkeit
der Losung der Schrédinger-Gleichung folgt somit

PYs =0 oder 9, =0,
das heifit
=14 oder ¢ =1g.



12. Existenz der gebundenen Zustinde

Wir verwenden die Vollstdndigkeit der Energie-Eigenfunktionen und
schreiben

@) =Y cutn(e) + [ dkc(hyino)

n

wobei mit v, (x) die Bindungszustédnde, mit ¢ (z) die Streuzustidnde
bezeichnet werden. Die Normiertheit von f bedeutet

(f )= el + /dk le(k)]? =1
Offensichtlich gilt nun
Hf(x) =Y cnEntn(x) + / dk c(k)E(k)g(z)

und damit

(,HF) = Boleol* + 3" Ealeal® + / ak B(k)|e(h)?
n#0

Wegen Ey < E,, < E(k) gilt somit

(f,Hf) > Ey (\COP +) el + /dk |c(k)|2> = E,

Nun sei V(z) <0 Vz € R. Wir betrachten die Funktion

2

fa(x) = Nexp (— -

@) ’ N = g 12 -1/4

Fiir die zweite Ableitung dieser Funktion erhélt man

1) = (-5 +5) 4w

a?



Fir H = —0%/9z* + V ergibt sich somit

(fa, Hfa) = % - %(fa,ﬁfa) + (fas Vo)
und wegen
2
(fa,xzfa) = Nz/dl'l'Q exp(—xz/(ﬁ) =
auch

(fm Hfa) = QLG,Q -+ % / V(at) exp(—tQ)dt

wobei im letzten Integral ¢ = x/a substituiert wurde.

Zur Abschitzung dieses Integrals konnen T, L geeignet gewéhlt werden
sodaf

. =T firze|0,L
V(z) < Vo(z) mit Vo(z) = { 0 51:1;1; 0, L}

Das Integral kann somit wie folgt abgeschétzt werden:

S L/a
1 T
ﬁ/‘/(at) exp(—t?) dt < —= / Yexp(—t?) dt < _ﬁ exp(—L?/a?)-

Insgesamt gilt also

2 |

TL
(fas H fa) < % - ﬁexp(—ﬁ/cﬂ) : 2

Fiir hinreichend grofles a erhélt man also auch

(far Hfa) <0

woraus folgt, dafl spec(H) nicht positiv sein kann.



13. Modell eines Molekiils
Da das Potential

V(z) = —gé(x+ R) — g6(z — R)

iiberall < 0 ist, existieren normierbare Eigenfuktionen der eindimen-
sionalen Schrodinger-Gleichung
2

g a) + V(@)(e) = B()

nur fiir £ < 0. Da das Potential aulerdem symmetrisch ist, konnen die
geraden und ungeraden Losungen separat betrachtet werden:

a) Gerade Losungen, F < 0

Fiir z # 0 ergibt sich die Schrodinger-Gleichung zu

2mkE
V() =~ () = R(a).
Die normierbare, gerade Losung ist somit gegeben durch
Aexp(kx), r<—R
Y(x) =< Bcosh(kx), —-R<x<R

Aexp(—kz), x>R.

weven (ZL‘ ) -




Aus der Schrodingergleichung bei z = R,

2mE
72

P(z) = — P(x) — go(x — R)p(x),

ergibt sich durch Integration ,,von R~ bis RT“ eine Sprungstelle endli-
cher Hohe fiir die Ableitung ¢'(z) bei x = R:

V(RY) — ¢/ (RY) = 220 (R) = a(R)

Hieraus folgt wiederum durch Integration die Stetigkeit von ¢ (x) bei
x = R. Es ergeben sich die beiden Bedingungen

Bksinh(kR) + Akexp(—kR) = aAexp(—kR)
Bcosh(kR) = Aexp(—kR).

Setzt man A exp(—kR) aus der zweiten Gleichung in die erste Gleichung
ein, so erhélt man die Bedingung an k

2k
—= 1+ exp(—2kR),

welche fiir o« =1 und R = 2 bzw. R = 0.5 grafisch dargestellt ist:

2 | |
2k ——
1 + exp(—4k) ——
1+ exp(—k
1L
0 | | |
0 0.5 1 1.5 2

Man sieht, dafl ein Schnittpunkt (d.h. eine Losung k) stets existiert,



und daf} fiir groffer werdenden Abstand R dieser Wert fiir k£ immer
kleiner wird. Mit der Beziehung

h%k?

2m

E=-—

ergibt sich das qualitative Resultat: Mit grofler werdendem Abstand R
wéchst die Energie £ (d.h. sie wird immer weniger negativ).

b) Gerade Losungen, F < 0

Fiir z # 0 ergab sich die Schrodinger-Gleichung zu
2mkE
W) =~ L) = K(a).
Die normierbare, ungerade Losung ist somit gegeben durch
—Aexp(kz), z<-R
(x) =< Bsinh(kz), —-R<z <R
Aexp(—kzx), x>R.

Yodd (90 ) E—

\ \
-R R

Die Stetigkeitsbedingungen bei x = R fiihren diesmal auf die Gleichun-
gen
Bk cosh(kR) + Akexp(—kR) = «aAexp(—kR)
Bsinh(kR) = Aexp(—kR).



Setzt man wieder Aexp(—kR) aus der zweiten Gleichung in die erste
Gleichung ein, so erhélt man die Bedingung an k

2
2k _ 1 —exp(—2kR),
a

welche fiir & = 1 und R = 2 bzw. R = 0.5 wieder grafisch dargestellt ist:
2 \ \

2k ——
1 —exp(—4k) ——
1 —exp(—k
1L
0 | | |
0 0.5 1 1.5 2

Man sieht, dafl ein Schnittpunkt (d. h. eine Losung k) nur existiert, falls

d (2
dk \ «

< dillf (1 —exp(—2kR))

k=0 k=0

also fir
1

R>—.
Q@
Fiir grofler werdenden Abstand R wird dieser Wert fiir k£ immer grofer,
damit wird die Energie immer kleiner (d.h. sie wird immer negativer).

Aus dem Vergleich der beiden Abbildungen ergibt sich auflerdem, daf3
die Energie der symmetrischen Losung stets kleiner als die der antisym-
metrischen Losung ist, und daBl fiir R — oo beide Energien sich dem
Wert k = «/2 nihern.



