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Algebra der Pauli-Matrizen

Die erste Identitét ergibt sich durch eine einfache Matrixmultiplikati-
on. Zur Berechnung von exp(iarnid) beachte man, dass ¢? = 1, und
zusitzlich, dass die Exponentialfunktion im Sinne der Taylor-Reihe zu

verstehen ist: - .
exp(ianid) = Z <WZ'U)

k=0

Fiir gerade k’s sind die Summanden Vielfache der Einheitsmatrix, wahrend
sich fiir ungerade k’s der Faktor iarid ausklammern ldsst (und das
Ubrige ist wieder Vielfaches der Einheitsmatrix), so dass die Behaup-
tung unmittelbar folgt.

Heisenberg-Bild
Bei der Berechnung von

A(t) = exp(iHt) Ag exp(—i1Ht) = exp(ioat) o3 exp(—ioat)

lohnt es sich die in der Aufgabe 30 bewiesene Formeln zu verwenden.
Man findet sofort

A(t) = cos(2t)os — sin(2t)o;. (1)
Anderseits kann mit dem Ansatz

A(t) = a(t)oy + b(t)os + c(t)os
der Kommutator [H, A(t)] fiir alle ¢ berechnet werden:

[H, A(t)] = —2ia(t)os + 2ic(t)oy
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Wegen der Heisenberg-Gleichung muss der Kommutator gleich
—ia(t)oy — ib(t)oy — i¢(t)os

sein. Beide Seiten der Heisenberg-Gleichung lassen sich also als Linear-
kombinationen der Pauli-Matrizen ausdriicken (und die Pauli-Matrizen
sind linear unabhéngig im linearen Raum der 2x2 Matrizen). Es folgt:

a=—2c, (2)
b=0, (3)
¢ =2a, (4)

mit der Anfangsbedingung a(0) = 0 = b(0), ¢(0) = 1. Die eindeutige
Losung der Heisenberg-Gleichung lautet

a = —sin(2t), (5)
b=0, (6)
¢ = cos(2t), (7)

und stimmt mit (1) iiberein.

Anregungen des Zweiniveau-Systems
Sei 19 = ¥(0). Durch einfaches Vorwértsrechnen findet man

Vi(t) = exp(iHot) V(t) exp(—iHot) = D oy

wobei zu bemerken ist, dass V; gliicklicherweise zeit-unabhéngig ist.
Damit ist die Wechselwirkungsbild-Schrédingergleichung trivial 16sbar:

wl(t) — 6—iD01t¢0
und wegen 4
h(t) = e % (t)
gilt . .
@Z)(t) — 6—1H0t6—2D01t¢0
Die Wahrscheinlichkeit dafiir das System zur Zeit ¢t wieder im Zustand
g zu finden ist

| (o, (1)) P = |(vo, exp(—io1 Dt)y)|* = cos (D).

Die Anregungswahrscheinlichkeit oszilliert damit in der Zeit mit ei-
ner von D abhingigen Frequenz. Diese Oszillationen sind als Rabi-
Oszillationen bekannt.



