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5. Kartenwechsel, Tangentenvektoren (i)

Betrachte die eingebettete Sphäre S2 ⊂ R
3 als 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R

3

mit den Karten

U1 = {S2\(0, 0, 1)}, φ1 : R
3 ⊃ U1 → R

2, (x, y, z) 7→

(

x

1 − z
,

y

1 − z

)

U2 = {S2\(0, 0,−1)}, φ2 : R
3 ⊃ U2 → R

2, (x, y, z) 7→

(

x

1 + z
,

y

1 + z

)

a) Berechne die Kartenwechselfunktion χ12 := φ2 ◦ φ−1
1 auf S2\{0, 0,±1}.

b) Berechne den Tangentialvektor γ̇
∣

∣

p
∈ R

3 am Punkt p = (1, 0, 0) ∈ S2 ⊂ R
3, wobei

φ1(γ(s)) =
(

1 − s5,
√

1 − (1 − s5)2
)

(−1/4 < s < 1/4) .

6. Tangentenvektoren (ii)

Betrachte die in den R
3 eingebettete 2-dim. Mannigfaltigkeit “Kegel ohne Spitze”,

M = {(y1, y2, y3) ∈ R
3 : (y1)2 + (y2)2 − (y3)2 = 0 , y3 > 0} .

Als Koordinatenkarte wird eingeführt:

φ(y1, y2, y3) = (y3, arcsin(y2/y3)) .

(a) Bestimmen Sie den maximalen Kartenbereich M∆ und den zugehörigen Bildbereich ∆
unter der Bedingung, dass

φ(y, 0, y) = (y, 0)

für y > 0 gelten soll.

(b) Bestimmen Sie für q = (y, 0, y) und mit φ = (xµ)µ=1,2 = (x1, x2) die Basisvektoren
∂x1, ∂x2 in TqM.
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7. Koordinatenabhängigkeit der partiellen Ableitung

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,

M∆
φ

−→ ∆ , φ = (xµ) und

M∆̄
φ̄

−→ ∆̄ , φ̄ = (x̄µ)

seien Koordinatenkarten und vµ und v̄ν seien die Koordinaten-Komponentenfunktionen eines
Vektorfeldes auf M.

Es werden partielle Ableitungen der Koordinatenfunktion bzgl. der Karten definiert:

Y µ
λ(q) =

∂

∂xλ
vµ(φ−1(x))

∣

∣

x=φ(q)
,

Ȳ ν
ρ(q) =

∂

∂x̄ρ
v̄µ(φ̄−1(x̄))

∣

∣

x̄=φ̄(q)
,

wobei q im Schnitt der Kartenbereiche liege.

Stehen Y µ
λ und Ȳ ν

ρ in derselben Relation zueinander wie die Koordinaten-Komponentenfunktionen
eines (11)-Tensorfelds bezüglich der Koordinaten (xµ) und (x̄µ) ?
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