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31 Aufgabe

Unter Verwendung der Ergebnissen der Aufgabe 29 finden wir sofort:

?F 0i =
1

2
ε0ijk︸︷︷︸
εijk

Fjk = Bi,

und
?F ij =

1

2
εijcdFcd = εijkEk,

wegen εijk0 = −ε0ijk, und Fk0 = −Ek. Hier laufen die Indices a, b, c, d von 0 bis 3, und die i, j, k

vom 1 bis 3.

(Zu (b,⇒)): Kontrahieren wir die Gleichung(en)

∂aFbc + ∂bFca + ∂cFab = 0

mit εabcd so ergibt sich die gesuchte Gleichung

εabcd(∂aFbc + ∂bFca + ∂cFab) = 3εabcd∂cFab = 6 ∂c(
?F cd) = 0.

(Es gilt: εabcd = εcdab.) Es sei nun tabc ein in allen Indices antisymmetrischer Tensor. Es gilt

εαβγdε
dabctabc = −6tαβγ.

Wir schließen daraus, dass aus

εabcd∂cFab = 0

(wegen εabcd lässt sich ∂cFab antisymmetrisieren) die Gleichung

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0

folgt.



32 Aufgabe

Es sei ϕ(x) eine Lösung der Bewegungsgleichung, und

(τλϕ)(x) = ϕ(x + τa),

x, a ∈ R4, λ ∈ R. Es sei zusätzlich u = x + λa. Es gilt

δϕ =
dτλϕ

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ
ϕ(u)

∣∣∣∣
λ=0

=
∂ϕ

∂xa
· aa,

und

δL =
dτλL
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

[
L(ϕ(u), ∂vp(u)

∂u
)
]∣∣∣∣

λ=0

=
∂L
∂ua

dua

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
∂L
∂xa

aa.

Wir wissen aber, dass für die Losungen der Bewegungsgleichung (Euler-Lagrange-Gleichung) gilt

δL =
∂

∂xa

[
∂L
∂ϕ,a

δϕ

]
,

mit der Bezeichnung ϕ,a = ∂ϕ
∂xa . Mit den oben berechneten Variationen finden wir schließlich

∂

∂xa

[
∂L
∂ϕ,a

∂bϕab − L aa

]
= 0,

für alle a ∈ R4, d.h.
∂T a

b

∂xa
= 0, für T a

b =
∂L
∂ϕ,a

∂bϕ− L δa
b .
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Es sei

L = −1
2
∂aϕ∂aϕ− V (x)ϕ2.

Aus der Euler-Lagrange-Gleichung
∂L
∂ϕ

− ∂

∂xb

∂L
∂ϕ,b

= 0

mit ∂L
∂ϕa

= −∂aϕ folgt die Bewegungsgleichung

∂a∂
aϕ− 2V (x)ϕ = 0

unmittelbar. Für den T ab finden wir

T ab = −∂aϕ∂bϕ + ηab[1
2
∂cϕ∂cϕ + V (x)ϕ2].



Dieser Tensor ist offensichtlich symmetrisch, und nicht spurfrei,

ηabT
ab = ∂aϕ∂aϕ + 4V (x)ϕ2

denn in D = 4 Dimensionen gilt ηabη
ab = 4. Der Energie-Impuls-Tensor ist nicht divergenzfrei:

∂aT
ab = (−∂a∂

aϕ)∂bϕ− (∂aϕ)(∂a∂
bϕ) + (∂cϕ)(∂b∂cϕ) + 2V (x)ϕ∂bϕ + ϕ2∂bV = ϕ2∂bV,

wobei die Bewegungsgleichung ausgenutzt wurde. Dieses Ergebnis war auch zu erwarten, denn für

V 6= const ist die Largange-Dichte L nicht Translationskovariant.


