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20 Aufgabe

Zu i): Die Eigenschaften von p: Spurp = 1, detp = 0, p' = p sind evident®.
p p p pr=p

(Zu ii): Ganz allgemein eine 2 x 2 Matrix A mit SpurA =1, AT = A hat die Form

A:l 1+83 z :
2 zZ ]_—83

aus det A = 0 folgt zusitzlich 1 = s2 + |Z]?, was mit z = s; + isy die notwendige Form von p liefert.

(Zu iii, zirk., =): Die Freiheit der Wahl von « erlaubt uns ohne Begrenzung der Allgemeinheit

" 1 (0
“()(n)

Tatsdchlich fiir e’ = (7 + im)e'™, mit || = || gilt

anzunehmen, dass

fe'™ = (fi cos v — 1 sin @) + (17 cos o + 7 sin ).

Die reelle Teil dieses Vektors liegt auf einer vom 7 und m augespannten Ellipse, und damit lédsst
sich eine beliebige Richtung von (Re7) wéhlen (wegen |77| = |m| stehen die reelle und imaginére
Teile von 7 senkrecht aufeinander — was nur im diesen Fall fiir alle o moglich ist). Die aus (x)

gefundene Matrix p hat offensichtlich o9 = +1.
(Zu iii, zirk., <=): Aus sy = 1 folgt zunéichst s; = 0 = s9, und weiter

— 1 —
’gl|2 = 5 = |92’27

zusammen mit ‘
_ 1

9192 = 5-

22

» =

"'Wir verwenden den “Dagger”, 1, fiir die Hermitsche Konjugation von Matrizen, und “Bar”, z, fiir die komplexe

Konjugation der Zahl z.



Wir schlieflen, dass
eia eia+i7r/2

gl — \/57 92 == \/§ b

5100

was offensichtlich einer zirkular polarisierten Welle entspricht.

(Zu iii, lin., =): Aus 7, = 0 (oder allgemeiner 77 = €', w € R?) folgt, dass die Matrix p nur reelle
Eintrdge hat, und damit s, = 0.

(Zu iii, lin., <=): Aus s, = 0 folgt, dass g1 g, reell sein muss. Dies kann nur passieren, wenn g; = ae’®,

g2 = be'™ mit reellen Konstanten a, b, . Diesen g; enspricht der Vektor

b

der eine linear polarisierte Welle darstellt.

¢igenschaft (iv) kann durch Vorwéartsrechnen verifiziert werden. Somit stellt P eine Projekti-

onsmatrix dar. Solche Matrizen haben nur 0 orer 1 als Eigenwerte, denn:
MG = Pii = P*ii = P(PwW) = \Pw = A\
Es sei w der Eigenvektor zum Eigenwert 1. Es folgt:
P = cw, ceC,

d.h. dem Vektor 77 = P1j espricht eine linear-polarisierte Welle.

Mit Hilfe der Einsteinschen Summenkonvention finden wir:

. Spur(pP) = P*pq,

wobei 07 = 0%n,7,. Es gilt?

= 5ab = 5ab 2 : Pd— Pcd C—
77? _ 9 "y a77_ b'ld _ Nella Pcdpcd = Spur(Pp).

[rel - — —
m nn nn nn
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Fiir den Punktdipol aus der Kontinuitéitsgleichung ergibt sich

ji=d's(), p=—dd(T).

2Die Intensitit muss quadratisch in Feldamplituden sein, denn es handelt sich um einem Energiefluss.



—

Wenn die Quellen via J(t, Z) = e~™!j(#) von der Zeit abhingen, dann tun es auch die retardierten
Felder, z.B. A%(t,7) = e"“!'A*(Z). Es gilt zusitzlich
1

Ei(#) = (V x B@))'".

w

wobei das Magnetfeld aus B*(Z) = (V x A(Z))" mit

zu berechnen ist. Jm unseren Fall gilt

J = —wsin(wt) €6(7),

g €1 (zur Vereinfachung haben wir die Konstante d = 1 gesetzt). Es gilt

J=Im [we ™" &5(7)] .
Wir betrachten zunschst den komplexen Strom j = we™™* & (#) und finden sofort

keikzr

AN(F) = . e,

wobei k = w/c den Wellenvektor bezeichnet. Nun

k ikr 1
aJAk - ¢ |:Zk — —:| njek,
T r
k, ikr 1 2 1 1 o
Om0;j Ay = - { [@k’ - —} MMy + —5 M5 + [zk - —} mj = M} } €.
r r r T T
Fiir die elektromagnetische Felder ergibt sich
Bi = EijkajAk7 <1>
E = % (57 5mk _ §ik§mI) 9,0, Ay, @)

Im Fernfeldndherung spielen auschlieflich die als 1/r abfallende Terme eine Rolle. Wir finden
) eik’r -
B}f = ikQTGU n;ek,

eikr

E}f = ik*— (6 — n'n?)e;.

r

Um das Problem mit reellen Quellen (d.h. mit J = Imj) zu 10sen mussen die ImB;} s und ImE} f

berechnet werden; wir bezeichnen die auf diese Weise gefundenen Felder wieder mit den gleichen



Buchstaben:

) t—k y
B}f = ]@Qws(wr—”ewknjek’

) t—k . o
B = k2—COS(w r) (0" —n'n’)e;.

r

Der Poynting-Vektor ist jetzt einfach zu bestimmen:

k* cos?(wt — kr)

r2

ar i . i
— 8= (B x Byy)' = et = (@2 n'

(Natiirlich wurde dieser Vektor quadratisch von der Amplitude des Dipols, d, abhingen.) Wie

erwartet, ist der Poynting-Vektor entlang des 71 = Z/|Z| gerichtet.

Wegen

1 t+T 1
T/ cos? (wt + ) = 5 Vt, a,
t

und
ck* cos?(wt — kr)

472

S’n,- =

[1— (&)

unter Berucksichtugung von

/sinGdegp 1— (@A) = 8?”
finden wir
y
3

fiir die mittlere abgestrahlte Leistung. Fiir die Winkel-abhéngige Dichte des Energieflusses,

- 1 t1+T . Ck4
Bii) = r2it - T/tl Sty de = S [1 - (- @)

Wenn 6 = 0 als die Richtung der z-Achse definiert ist, und ¢ = 0 als die Richtung der x-Achse,

dann (77 - €)% = sin? @ cos? .
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§ur
J(t, &) = 6(21)6(22)0(£% — 22) cos(wt)e,  mit €L &,

aus der Kontinuititsgleichung, d;p = —0;j*, finden wir

sin(wt) '

t
Wir betrachten zunéchst wieder den komplexen Strom

J(t, 7) = 8(21)8(22)0(0 — a3) e '€,



und das von diesem Strom erzeugte Potential

ikr i

. (& (& €
Ai(7) = / dys expl—ik i - 7,

cr iy

o 20 eikrei
A =2 )
mit ) y
f(u)zsmu, u = :U?’:Mng:k‘ﬁcosﬁ.
U r

Wir finden

20 eikr ‘ . .

8jAk = ? , {(Zk — ;)nj f(U) + f (u)ﬁju} €L
20 etkr , 1 , (8 — M)
O0m0; Ay, = ~ { {(zk - %)Qnmnj + = nmnj + (ik — %)%} f(u)

+ (W) (ik = 1) (O5u) i + [ () (Owe) () + f'(U)(f?m@ju)}ek-
Nun wegen u = (k¢)ns und

1
Ojns = . (05 — mjns),

1
OmOjns = —3 (Mm0js + Mj0sm + Ny — 3Nmnyns),

sind die ersten Terme in den Ausdriicken fiir die Ableitungen von Ay, (ik bzw. (ik)?) dominant fiir

r — oo. Es folgt, dass in der Fernfeldndherung

2ikl e*r
@-A}sf = njex f(u),
2 2 ikr
3m3jA£f = — Mle nmn;er f(u).

2us (1) konnen die Felder bestimmt werden:

) 2 —iwt+ikr ] 2 : _
B, = Re { zcké e : (7 x 52 flu)| = % sm(wtr kr)

(7 x €)' f (),

2k( sin(wt — kr)

B, = T [0 —n'nl]e; f(u).

r

sodass sich

k202 sin?(wt — kr) f2(u)

mer?

== [Q—M e f(u)} &' (80—, |n'el —nicl] = e —(&)?n’



fiir den Poynting-Vektor ergibt. Die zur Zeit ¢t durch die Sphére r = R transportierte Leistung ist
gegeben durch

, 2k20? sin®(wt — k i in?(k( cos 0
P(t) = /Slni r? sin(6)dfdy = o éw k) /0 sin 0df[1 — cos® 0] W
Jst die Wellenléinge A = 2° viel géBer als ¢ so kann man f(u) = 1 setzen (Dipol-N&herung) und
bekommt
P(t) 8k20? sin®(wt — kR)
3c
und fiir die mittlere transportierte Leistung
22
y 4kl '
3c

§ir sehr kurze (Hochfrequenz-) Wellen ist die Leistung in der zu & senkrechten Ebene (d.h. in der

e — ey Ebene) fokusiert.



