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13 Aufgabe
(a) Der Ausgangspunkt fiir diese Aufgabe sind die Maxwell-Gleichungen
a oAb b pa Am -b
0,0 A" — Aty = T . (1)

wobei j° = ¢p, zusammen mit
E'=0"A"— 0" A°, B'=(V x A)".

Unter Annahme der temporalen (Weyl-) Eichung, A° = ¢ = 0, gelten die folgenden vier Differential-
gleichungen
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aus den die drei Funktionen A’(¢, ¥) bestimmt werden sollen. Es sei
A'=0'g+ (V x v)
die Helmholtz-Zerlegung von A’. Die erste Differentialgleichung lisst sich immer integrieren
' t
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0
wobei die Integrationskonstante, die Funktion w(Z), beliebig sein darf. Die Differentialgleichung

fiir A hat jetzt die Form einer Wellengleichung

A7) = 7 5 (1,7) — wolt,7) + (7)),

wobei die auf der rechten Seite auftretende Quellen bis auf den Term 9w (%) schon bestimmt sind.
Die temporale (Weyl-) Eichbedingung liegt also das Vierer-Potential nicht eindeutig fest (man

sagt: die Eichbedingung ist unvollstdndig); bei einer Umeichung

=

A(t,7) — A(t, %) + V()



bleiben die Elektromagnetische Felder E ) B und auch die Eichbedingung ¢ = 0 unverdndert. Man
sieht auch, dass
o A4m il
O rot A'(¢,Z) = — rot j'(t, @),
c

sodass nur das Vektorfeld v in der Helmholtz-Zerlegung von fT(t, ¥) eindeutig ist.

(b-i) €s gilt allgemein
AAa - Aa + 8aA (2)

Das Potential A, wird die Coulomb-Eichbedingung, V-Ay=0 geniigen, wenn
V2A(t, 7)) = =V - A(t, 7).

Diese Gleichung erlaubt uns die Eichfunktion A(t,Z) bis auf eine Losung der Laplace-Gleichung
eindeutig zu bestimmen. Aus der Gleichung (2) mit dem frither gewonnenen A(t, Z) kann schliefilich
das neue Potential, A, ermittelt werden.
(b-i7) Die Weyl-Bedingung

or =0

wird dann erfiillt, wenn
L0,A(t, %) = —o(t, @).

Wie im Teil (a) kann diese Gleichung immer integriert werden, und die Losung, A(t,Z) ist bis
auf eine zeitunabhéngige Funktion w(Z) eindeutig. Das neue Potential, A, kann wieder aus (2)
berechnet werden.

(b-izi) ®ie in der Teil (b) ermittelten Bedingungen fiir A(t,#) haben die Form der Differential-
gleichungen (Gewohnliche DGI. im Fall der Weyl-Eichung und die Poisson-Gleichung im Fall der
Coulomb-Eichung). Wenn diese Gleichungen gelost werden kénnen, dann ist eine Umeichung im-
mer moglich, zumindest im Sinne von Distributionen: die Differentiation in der Gl. (2) kann fiir
Distributionen immer durchgefiihrt werden. Die Theorie der (gewohnlichen und partiellen) Diffe-
rentialgleichungen beschéftigt sich u.a. mit den Problemen der Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen mit singuléren Quellen. Im Allgemein muss prézis definiert werden zu welcher Funktio-
nenfamilie soll die gesuchte Losung A(t, &) gehoren.

Sormal die hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von den Losungen liefern Bedingungen
fiir die Divergenz des Lorentz-Vektorpotentials V - A, und fiir das skalare Lorentz-Potential oL
Es ist (uns) unklar ob diese Bedingungen durch Bedingungen auf (p,j) ersetzt werden konnen.
Die folgende Tatsache muss beriicksichtigt werden: die Lorentz-Eichung ist ebenso wie die Weyl-

Eichung unvollsténdig: geniigt ein Potential A die Lorentz-Bedingung,

so tut es auch das Potential A} = A® 4+ 0*A, wenn die Eichfunktion A die Wellengleichung

OA=0



erfiillt. Es existieren singulédre und auch im Unendlichen nicht-verschwindende Losungen der homo-
genen Wellengleichung OA = 0, und damit — sogar wenn keine Strome/Ladungsdichten vorhanden
sind existieren singulére oder im Unendlich nicht-verschindende Lorentz-Potentiale Ay . Solche Po-
tentiale konnen vermutlich beliebige fiir die Existenz der Losungen in (b) notwendige Bedingungen
verletzen, und damit ist es unklar, ob die Existenz einer Lorentz— Coulomb Umeichung nur von

den Stome/Ladungsdichten abhéngt.

14 Aufgabe

Wir bestimmen zunéchst die retardierten/avancierten Fundamentallosungen der d’Alembert-Gleichung:

OG*(z,y) = 6(x* — y*).

ikx 4 a ay _ 1 ik(z—y 4
Gi(x):/ek f(RYd'k,  6(x" —y?) = (2ﬁ)4/ek( Vf(k)d*k

wobei kz = k,2% = koz® — k- x, folgt
e—ik’y
B)= ——
f( ) (271')4]{:2

—

(hier k2 = (ko)? — k - k). Um G* zu berechnen muss die Struktur der Singularitéiten von f(k)

spezifiziert werden:
zko (z2—y°)

= e
— |k| F i€) (kO — |k| F ie)

G*(z dky

(die Distribution ist definiert als € — 0).

A Im(k)

Abbildung 1: Die k¢-Integrationskontur und die Polstellen von f(ko, ) fiir G~

§iir G~ wird die Kontur unter der reellen Achse (im negativen Richtung) abgeschlossen, und



wir erhalten aus dem Residuensatz:

i P ei“;‘(m()*yo) efi‘]a(xofyo)
G () = /d3k e~ k(@=Y) _ + _ 0(2° — yo _

In den Kugelkoordinaten (bzg. l;) sind die ¢ und #-Integrationen trivial. Wir erhalten:

G (1) = ——[6(r — d) — 6(r + d)]6(d),

 Aqr
wobei d = 2° — 4°, und r = |Z — y]. Es folgt

1
G () =—90(r—d).
() = £ dr — d)
(d ist automatisch positiv.)
Fir G muss die Kontur iiber der reellen Achse (im positiven Richtung) abgeschlossen werden,

sodass schliefSlich . 0 .0
7~ gl &+ (@ —y)]
AT — 9 '

G*(x,y) = ol

Es ist nun automatisch, dass die Distributionen

S| — 4| — et — ] f(t, 5
ui:/d‘lyGi(:c,y)f(yo,g]):i/ H y’ |f(i g|t)]f<t7y> d3y(cdt’)

Losungen der inhomogenen Gleichung

darstellen (hier 2° = ct, y° = ct’, und 6(cz) = 16(x)).

15 Aufgabe

(a) YAus der Gleichung (1) mit §;A* =0 (i = 1,2, 3) folgen unmittelbar

—VQQ)O(t,f) = 47Tp<t7f)v (3)
iy = dm oo 1o -

(b) Jm allgemeinen Fall sind die Losungen dieser Gleichungen mit Hilfe der Greenschen Funktionen

(p(t,f) — /dSy p(t>g)

|7 — 9]

zu bestimmen. Zunéachst

(die Gleichung fiir ¢(t, ) ist vom Poisson-Typ). Mit dem gefundenen (¢, ¥) kann auch die Wellen-



gleichung fiir A%(¢, #) mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion gelést werden:

it/ e
Az(t,f>z/d3 gi:;))

wobei t' =t — |Z — ] /¢, und

(c,d) Yom konzeptionellen Standpunkt gibt es in der Berechnung des Strahlungsfeldes zwischen
den Coulomb- und Lorentz-Eichungen kein Unterschied (zur Bestimmung von elektromagnetischen
Feldern miissen Wellengleichungen gelost werden). Wir betrachten also das Problem in Lorentz-
Eichung. Zur Vereinfachung betrachten wir das Feld einer oszillierenden Punktladung'. Im solchen

Fall sind die félgenden Wellengleichungen zu 16sen:

4
DA%t 7) = — jo(t, 7),
C

-,

wobei A% = (p, A), und
g
() = ol — )

die vierer-Ladungsdichte einer Punktladung beschreibt. Die Weltlinie des Teilchens ist durch

€o(t) = (ct, &(1)) gegeben.
Mit Hilfe der Retardierten Losungen der Wellengleichung finden wir

. . 5(tl —t+ ‘.’f*jlﬂ) w .
A%(t, T) :/dt’d?’y =7 — 't ),

Integriert man zuniichst iiber d®y, und danach {iber ¢’ so erhielt man

wobel

und ¢ = d€¢/dt’, vy = c.
Wir bemerken, dass die Relation (Definition der retardierten Zeit, die durch den ¢-Term her-

vorgerufen ist)

'Das Feld einer oszillierenden Kugel ist formal durch Superposition der Punktladungsfelder gegeben; wir halten
es fiir wahrscheinlich, dass fiir Beobachtungsstellen die weit vom System entfernt sind wird das hier gefundene
Strahlungsfeld dem tatséchlichen Feld einer oszillierenden Kugel sich ndhern.



die retardieren Zeit t' implizit (aber eindeutig!) definiert. Genauer gesagt: zu jedem Raumzeit-

(Beobachtungs)-Punkt (¢, %) existiert genau eine ' sodass die obere Gleichung erfillt ist.

At

t ( (t,x) - Beobachtungsstelle

\ ,~*"Strahlung

t -

/L _r

>

X
Weltlinie

d. Punkladung

Abbildung 2: Die retardierte Zeit ist eine eindeutige (jedoch implizite) Funktion von (¢, Z).

In unserer Situation, und auch im Allgemeinen, kann diese Gleichung nicht explizit gelost
werden. Die Losungen (fiir ¢/, aber auch fiir A%(¢,¥) und E'(¢,Z), B'(t,¥)) werden immer implizit
(in den gefundenen Feldern wird ¢ auftreten). Unter bestimmten Annahmen wird es mdoglich
approximative Losungen explizit, z.B. weit vom Quellen, zu bestimmen.

$Im die Felder zu Bestimmen miissen die Potentiale bzgl. ¢ und 7 differenziert werden, denn

04, 0A,

Fa(t, %) = oxe  Oxb”

Um in unserer impliziten Situation diese partiellen Ableitungen berechnen zu kénnen bestimmen
wir zunéchst 9;(t'), und 0;(t'), denn, als wir schon bemerkt hatten, ist ¢’ eine eindeutige Funktion

von t und Z. Aus der bzgl. t oder 2! abgeleiteten Definition der retardierten Zeit ¢’ finden wir

ot cR B 1
ot cR+ Rl 1—q-7/c
ot’ cR; n;

C =

dr'  cR+ Rjvi - 1—1n-7/c

mit 77 = R/R, oder auch
o' R,
oz Ry’

wobei v* = (c,v'). Wir bemerken, dass im Limit ¥ — 7 - ¢ der Nenner in diesen Ableitungen

verschwindet, d.h. allgemein wenn die Quellen sich mit Geschwindigkeit v ~ ¢ bewegen, dann wird

das abgestrahlte Feld besonders in der Bewegungsrichtung verstéarkt.

Mt
oRrR* 5o (0
ozt " Ru’
wobei Rv = R,v* finden wir schlielich
Rlagbl  Rlag,b]

Fab(ta f) = R’U)} .

TP oy 1



Hier wurde die Notation T}, = T, —Tj, fiir den antisymmetrischen Anteil eines Tensors verwendet,

und v? = v,0?%, RO = Ra%.
Wir bemerken, dass (wie schon angesagt wurde) alle hier auftretende Symbole sind Funktionen
der retardierten Ziet ¢, d.h. z.B. v = y(t'), R = R(t') usw.; alle sind als implizite Funktionen von

(t,Z) zu verstehen.

16 Aufgabe

Zur Vereinfachung nehmen wir x = 1. Da das vorgegebene Vektorfeld “radial” ist, mit

schliefen wir, dass es sich hier um ein Coulomb-Feld (Gradientenfeld)
Ri(T) = —0i(1/r),

r = |Z| handelt. Wir wissen, dass

~V3(1/r) = 47d(%),

und damit verschwindet die Divergenz von Rim U.

Die Frage ist nun: gibt es vielleicht auch einen Vektorfeld A, sodass
VxA=R

im U? Hitte man R als das Magnetfeld B angesehen, so ist unsere Frage dquivalent zur Suche nach
einem Vektorpotential des Magnetfeldes eines magnetischen Dipols. Das Argument dafiir dass es
keinen solchen (reguldren) Vektorpotential gibt lauft wie folgt: wir nehmen an, dass ein regulires
Potential A existiert, und betrachten Kreise, C(0), definiert durch: § < ©, auf der Oberfliche der
Sphére |Z] = 1. Es gilt

e
/ Aydr' = /Rmi ds = 27T/ sin(f) df = 27(1 — cos O).
ac c 0

Der Umfang von C(©) ist 27 sin ©; wiire 4; iiberall auf der Sphére regular, so musste | ac Aidrt — 0
fir © — 0 und fir © — 7. Wir schen aber, dass das nicht méglich ist, denn [, ac A;dx' — 2 fiir
© — m. Es folgt, dass das Potential eines magnetischen Monopols muss zumindest entlang einer
sich vom Ursprung bis oo erstreckenden Halblinie singulér sein.

Solche Potentiale gibt es auch tatséchlich, z.B.:

A, =1—cost, A, =0=24



(singulér entlang 6 = 7), oder

im U (sogar im R3) ohne der singuliiren Linien.



