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Musterlosungen

4 Aufgabe

Unseres Vektorfeld ist

Mit Hilfe der Identitat

wobei n; = x;/r, finden wir

(Vxo)"=20"0(R—r)—R6(R—1r)Q, (8™ —n™n").
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Aus der verschwindenden Divergenz schlieflen wir, dass es méglich wird das Vektorfeld w® durch
v = (V x A)

auszudriicken. Das Vektorfeld A’ soll divergenzfrei sein, und die Poisson-Gleichung
—V?A" = 470t

erfiillen. Wir bestimmen A, separat fiir w§ und wi, mit Hilfe der Greenschen Funktionen:

if= WZ(?])
“"”):‘/dgyw 7

A7) = _& /d3y O(R — |7]) o % = - dusserhalb der Kugel,
2 |7 — 4] <R2 — > innerhalb der Kugel.



Anderseits wird die Quelle von A} durch ein zu der Sphére || = R tangentiales Vektorfeld gegeben,
das zusétzlich sein Trager nur auf der Oberfliche der Kugel hat. Es gilt

3Q ab __ a0
Aoz = Bl / sin(8)do dp O =)
A Jig=r |7 — 7]

YUnsere Aufgabe ist jetzt den Tensor

(5ab o nanb>

VR?+ |72 — 2R|Z| cos 0

ab _ a,,b
T (7) = / sin(8)do dp O =) / sin(6)do dy
71=R |7 — 4]

durch Integration zu bestimmen. Es gilt: 7 = (sin € cos ¢, sin @ sin ¢, cos §). Die ¢-Integration ist
immer einfach, und liefert den Resultat, dass alle nicht-diagonale Elemente von 7% verschwinden.
Mit Hilfe der Substitution

u = R*+ |Z)? — 2R|¥]| cos b,

ist die f-Integration auch elementar. Der einfachste, §%°-Term, ergibt

, b Ar .
/Sln(@)d(g ng m = ﬁé b,

dusserhalb der Kugel, und 47/R innerhalb der Kugel. Weiterhin gilt

nn? 4r .,  4r R?

in(0)dody —— = =07 + — —= diag(2, -1, -1
/sm( )df dy F—7 37 + 15 [P iag(2,—1,-1),

innerhalb der Kugel (und |Z| «<» R innerhalb der Kugel.)

Die Ergebnisse werden am einfachsten mit Hilfe des (spurlosen) Tenors W,
diag(2, —1, —1) = W*(F/|7]) = 3n"n" — §°,

der nur von der Richtung 7 abhéngt, dargestellt. Wir finden

1) — 4nl1 - H T - T e,
dusserhalb der Kugel, und
728@) = an(1 — 0 ATz
innerhalb der Kugel.
Das Gesamtpotential A ist damit durch
R3

A= AL+ o
0+47T b (.’,U)



gegeben, was sich dusserhalb der Kugel zu

R5

Al =
157

(5” — ninj) Q;

vereinfacht (wir bemerken, dass die Anteile, die als |Z|~! von dem Abstand abhingen haben sich

gerade wegkompensiert).

5 Aufgabe

Bei der Berechnung des Flusses eines Vektorfeldes durch eine Fléache spielt nur die normale Kom-
ponente des Feldes eine Rolle. Im unseren Fall gilt
*E, %0, 2cos

naEa: = — —= —87,90: 3
r T r

Der Fluss des elektrischen Feldes durch die Halbsphére ist durch

w/2 2m ) o
/0 smede/o do n°E, :—/ sin(20)d :—Ecos(w)“/ =

gegeben. Wiahre die obere Grenze der Integration bei 8 = 7 gelegt, so wiirde dass Integral ver-

schwinden.

6 Aufgabe

Es gilt
n'0y(x + 1) = 9,(rsinf cos p +1b) = sinf cos p + 9,1p = 0

auf r = |Z| = R. Nun besitzt 1, als im Unendlichen verschwindende Losung der Laplace-Gleichung
in R3/{0}, die Zerlegung
7/) Z CE m}/Z m 0 (;0)7

2
sinf cos p = 4/ g (Y11 —Yi1).

Aus der letzten Gleichung erkennen wir, dass nur die £ = 1 Kugelfunktionen nétig werden. Wegen

2 2
VF =28 e, 5 = 2R e,
T R3
Y S ) VAR VAN Bkl
(G \/;[ 1,-1 1.1] 2

und es gilt auch

der Randbedingung muss

gelten. Wir finden damit



d.h.

R3
r+1Y=rsinfcosp |1+ —|.
2r3

Es ist jetzt einfach zu verifizieren, dass 0,(z + 1) = 0 auf der Oberfliche der Sphére r = R.



