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1 Einfiihrung

Die Randwertprobleme fiir die Laplace Gleichung,

spielen in der Theoretischen Physik eine wichtige Rolle, u.a. :

e In der Elektrostatik wird das elektrische Feld aus

Ei=-0V

gewonnen, wobei in typischen Problemen das Potential V(x) an der Oberfliche eines Gebietes

vorgegeben ist.

e In der Magnetostatik gilt
B; = -0,V

wobei in typischen Problemen der Gradient von V (also die magnetische Induktion B;) tangential
zur Oberfliche eines Gebietes sein soll, d.h. n!9;V = 0 mit einem zu der Oberfliche senkrechten

Normalvektor nt.

In der Hydrodynamik wird das Geschwindigkeitsfeld einer stationéren Stromung eines inkompre-
ssiblen, wirbelfreien Fluids auch durch

V; = —8ZV

gegeben, wobei, wie in der Magnetostatik, muss 0;V tangential zu der Oberfldche eines Gebietes

sein.

2 Losungsmethoden

Die Laplace-Gleichung ist linear, d.h. fiir zwei gegebene Losungen dieser Gleichung, Vi und V5, die Lin-

earkombination aVj 4+ 8V5, mit konstanten «, 8 € C auch eine Losung der Laplace-Gleichung darstellt.



In diesem Kapitel werden wir versuchen hinreichend reiche Familien der Losungen (zu jedem Randwert-
problem eine), {V;;}, zu konstruieren. Fiir ein gegebenes Randwertproblem wird die gefundene Familie
als “hinreichend reich” angesehen wenn jede Losung der Laplace-Gleichung durch die Linearkombination

der zu dieser Familie gehorigen Losungen,

ausgedriickbar wird. Die Familien werden mit Hilfe von Separationsansétzen konstruiert.

2.1 Kartesische Koordinaten

In kartesischen Koordinaten lautet die Laplace-Gleichung folgendermaflen:
RV + 02V + 07V =0.

Mit dem Separationsansansatz

wird die Laplace-Gleichung auf
RX Y 27
X Y z

0

umgeformt. Nun ist aus dieser Form klar, dass die Summanden konstant, d.h. vom Punkt unahbéangig,

sein mussen. Wir erhalten

027 = —k*Z, (2)
o2y = —p*y, (3)
92X = +(k + p) X, (4)

mit k2,p? im allgemeinen Fall aus C. Fiir reelle p? k? sind die Funktionen Y (y) und Z(z) in deren
Definitionsbereich (auf ganzem R) beschrénkt. Anderseits muss X (z) in diesem Fall exponentiell mit x
oder —z wachsen. Da wir aber keine unendlich grofle Elektrische/Magnetische Felder zulassen wollen,
musste eine solche Losung auscheschlossen werden, sollte x zu R gehéren. Ware die Variationsbereich von

x zumindest von einer Seite beschrankt, z.B. x > 0, so existiert eine Familie von akzeptablen Losungen:

X(x) = exp(—x - /p* + k?),

d.h.
Viep(2,y,2) = exp(—a - /p? + k?) sin(py + a) sin(kz + B)



mit k,p, o, 3 € R. Allgemeine Losungen sind dann als Linearkombinationen von V;, ,, ausdriickbar:

Vallgemein(x) Y, Z) = /dk dp f(kap) Vk,p($a Y, Z)7

mit einer beliebigen Funktion f(k,p). Schranken wir diese allgemeine Losung auf x = 0 so ist eine Form
der Fouriertransformation in R? erkennbar, und es lidsst sich schlieBen dass jede Randwertverteilung
Valigemein(0,y, z) tatsichlich durch eine Linearkombination der Funktionen unserer Familie darstellbar
ist!.

Es ist klar dass die hier gefundene Familie, obwohl reich genug, nicht allgemein genug ist (wir kénnen
nur die Randwertprobleme auf einer flachen Ebene x = 0 16sen). Um einen grofleren Anzahl von Proble-

men 16sen zu kénnen werden wir die Laplace-Gleichung zu anderen Koordinaten transformieren.

2.2 Laplace-Gleichung in beliebigen Koordinaten

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten Resultate der Differentialgeometrie wiederholen. Es sei?

T = 6;; iti/

die kinetische Energie eines punktformigen Teilchens in kartesichen Koordinaten ¢;; = diag(1,1). In

anderen Koordinaten, &;, gilt zunéchst

Y
i j
Tt = (%,jf
sodass
T = g;; §'¢.

Die symmetrische Matrix g;; ist als metrischer Tensor bekannt. Mit Hilfe von g;; lasst sich die ganze
Differentialgeometrie entwicklen/konstruieren. Es sei g = det(g;;) die Determinante der Matrix g;; und
g% die zu g;j inverse Matrix,

gikgkj = 52
Es gelten die folgenden Regel/Ergebnisse:

e Die kovarianten Vektoren w; werden aus kontravarianten Vektoren w’ mit Hilfe von gij bestimmt:
Wy = gijwj .

e Der Skalarprodukt wird durch (v, w) = vigijwj definiert. Die Langen der Vektoren und die Winkel

!Genauer gesagt es werden vier Funktionen fo g(k,p) fiir « = 0,7/2 und 8 = 0,7/2, benotigt.
2In diesem Dokument wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.



werden wie iiblich mit Hilfe des Skalarproduktes definiert, d.h. |v|> = (v,v), und

(U7w) = |U||w| COS{yw} -

e Der Gradient einer skalaren Funktion V ist durch die partielle Ableitung definiert,

oV
(VV); = g

und beschreibt einen kovarianten Vektor.

e Die Divergenz eines Vektorfeldes f? ist durch
. . 1 .
Vif' =Vi(g“f;) =—=0i (Vg f;
( ]) \/g (\/_ .7)

gegeben?®.

e Der Laplace-Operator wird ist durch
V2V = V,VV = L 9 (v/99"79;V)
V9

definiert.

e Die Rotation eines Vektorfeldes ist durch
i L ik
(rotf)" = ﬁe 0; fx
definiert.

Beispiel 1 (Separation in Zylinderkoordinaten). Es sei

x = rcos(p),

y = rsin(p).
Wir finden gy =1, gpp = r2, V=1, g¥¢ = ;lg und

1 1
VIV = —0,[rd, V] + 50V = 0.

T
T

*Der Symbol V; bezeichnet die kovariante Ableitung, und die hier gegebene Formel wird im jeden Lehrbuch der Differ-

entialgeometrie bewiesen.



Diese Gleichung kann mit Hilfe des Separationsansatzes:

V= R(r)F(e),

mit einer periodischen Funktion F(y), gelost werden. Wir erhalten

2F = —°F,
/ 2
R”+£—@ = 0.
r r

Aus der Periodizitdtbedingung folgt, dass ¢ € 7 und, dass nur

filp) = %Sin(&ﬁ),
ge(o) = %COS(&P),
1
g0 = \/—2_77

mit ¢ € N erlaubt und “unahbdngig” sind. Wir bemerken, dass jede Funktion G(y) ldsst sich durch

eine Linearkombination von fo, ge, g0,

G(p) =D leefe() + dege(0)] + cogo
;
mit

o= /dcpfz(cp)G(cp), dy = /dsoge(cp)G(cp)

darstellen (die Familie { f, gs, go} ist “vollstandig” auf dem Kreis). Auflerdem gilt

/ do fo(2)ge() = 0, / 0 F1(2) fn(0) = Bpm = / 4 96(2)gm ()

(die Funktionen sind “orthonormal”).

Die gewdéhnliche Differentialgleichung fiir R(r) ldsst sich ebenfalls problemlos léssen: wir versuchen
R(r) = r® und finden

(@® — )2 =0

woraus folgen die Lésungen

Ry = T_Z, Ry = rt

im Fall ¢ > 0 und

Ry = const, f?o =lInr

fur £ =0.



Die gefundene Familie kann folgendermajflen zusammengefasst werden: wir haben die Familie von

separierten Losungen in der Form

V = crsin(lyp), V = dyr " cos(Ly),
V = &rtsin(ly), V =dgrtcos(ly), £>0
V= do, V= dNO Inr

konstruiert. Jede im Unendlichen verschwindende Losung der Laplace-Gleichung ldsst sich mit Hilfe

von ¢p und dy Losungen als Linearkombination darstellen.

Beispiel 2 (Vektorpotential eines im Unendlichen homogenen Magnetfeldes um einer perfekt leit-
enden Zylinder). Wir nehmen an, dass das Potential die Neumannsche Randbedingung, n'0;Vg, an

der Oberfiche des Zylinders erfillen muss und dass es die Zerlegung
Vo=V +V

wobei Voo = —rcos(¢ + «) das Potential eines homogenen Magnetfeldes (mit den Feldlinien unter
dem Winkel a) bezeichnet, und V im Unendlichen verschwindet. V muss also aus den c¢; und dy
Anteilen konstruiert werden gerade so, dass n'0;Vg aufr = R, d.h. auf der Oberfliche des Zylinders,

verschwindet. Wir erinnern an das Eulersche Theorem:
0 (r™) = 2'0;(r™) = mr™.
Fiir die Ableitung des Gesamtpotentials gilt:

'O Vg = 2'0; | —rcos(¢ 4+ o) + Z (e sin(lep) + dg cos(y)) | .
l

FEs ist jetzt klar, dass nur die £ = 1 Lisungen nétig werden, und dass fir*
c1 = R*\/msin(a), dy = —R%*\/m cos(a),

die Neumannsche Randbedingung aufr = R erfullt ist. Das dem gefundenen Potential entsprechende

Magnetfeld wurde in der Abb. 1 dargestellt.

Wir verwenden cos((p + o) = cos ¢ cos o — sin @ sin a.
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Abbildung 1: Magnetfeld im Aufenraum eines perfekt leitenden Zylinders.



