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Aufgabe 29

In den Koordinaten x = (xµ) = (x0 = ct, x1, x2, x3)T eines Lorentzsystems sei ξ(t) die
Bahnkurve eines elektrisch geladenen Teilchens mit elektrischer Ladung q und Ruhemasse
m0. ξ̃(τ) sei die nach der Eigenzeit parametrisierte Bahnkurve des Teilchens mit Vier-

ergeschwindigkeit ũ = dξ̃/dτ , und γ = γ(t) = 1/

√

1 − (|d~ξ(t)/dt|/c)2. Der elektromag-
netische Feldtensor in den Koordinaten des Lorentzsystems ist

(F
∼

µν)µ,ν=0,...,3 =









0 E1/c E2/c E3/c
−E1/c 0 B3 −B2

−E2/c −B3 0 B1

−E3/c B2 −B1 0









.

Das elektrodynamische Vierpotential ist A(x0, ~x). Überprüfen Sie die folgenden Aussagen.

(a) F
∼

µν = ∂
∂xµ A

∼
ν −

∂
∂xν A

∼
µ

(b) Mit der Lagrangefunktion

L(ξ̃, ũ) = −
m0

2
η(ũ, ũ) − qη(ũ,A)

sind die Euler-Lagrange-Gleichungen,

d

dτ

∂

∂ũµ
L(ξ̃, ũ) −

∂

∂ξ̃µ
L(ξ̃, ũ) = 0 ,

äquivalent zu den Gleichungen

m0ηµν

d

dτ
ũν = qF

∼
µν ũ

ν
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(c) Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind äquivalent zur relativistischen Lorentzkraftgleichung
für die Bahnkurve des Teilchens in einem elektromagnetischen Feld mit elektrischer Feldstärke
~E = ~E(x0, x) und Magnetfeld ~B = ~B(x0, x), gegeben durch

d

dt
(m0γ(t)d~ξ/dt) = q( ~E + [d~ξ/dt × ~B]) ,

d

dt
mc2γ(t) = q( ~E · d~ξ/dt) .

(d) Zeigen Sie mit Hilfe der Lorentzkraftgleichung, dass es nicht möglich ist, ein geladenes
massives Teilchen in einem elektromagnetischen Feld auf eine Geschwindigkeit zu beschleuni-
gen, die größer als die Lichtgeschwindigkeit ist.

[8 Punkte]

Aufgabe 30

Wenn F
∼

und F
∼

′ die Matrizen der Koordinatenkompomenten des elektromagnetischen Feldten-

sors bezüglich zweier Lorentzsysteme sind, dann gibt des eine Lorentzmatrix Λ so, dass

F
∼

′ = ηΛηF
∼

ηΛT η

im Sinne der Matrixmultiplikation gilt. Dabei ist η die Diagonalmatrix η = diag(1,−1,−1,−1).
Zeigen Sie, dass dies aus der Bewegungsgleichung aus Teil (b) der vorhergehenden Aufgabe

folgt. Zeigen Sie weiter: Unter den Bedingungen ~B · ~E 6= 0 und | ~B| 6= | ~E| ist es möglich,

eine Lorentztransformation Λ so zu wählen, dass ~E ′ und ~B′ parallel sind.

Hinweis: Der Ansatz ist Λ = Λ1(θ)ΛR. Bestimmen Sie erst eine räumliche Drehmatrix R so,

dass ~E und ~B nach Wirkung der Drehung in der x2-x3-Ebene liegen. Bestimmen Sie dann
die Rapidität θ bzw. v = ctanh(θ) so, dass das Gewünschte erreicht wird. Setzen Sie die
Lichtgeschindigkeit c = 1.

[7 Punkte]

Abgabe: Am Mittwoch, den 2.7.2008 in der Vorlesung.
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