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h
ds2 = −dt2 + a(t)2

(
dr2

1 − kr2
+ r2

(
dϑ2 + sin2 ϑ dϕ2

)
) (1)Wobei k ∈ {−1, 0, 1} für hyperbolis
he, �a
he, sphäris
he Raumgeometrie. Wir bere
hnen zunä
hst die Krümmungstermemit Tetradenkalkül (vgl. z.B. Wald se
. 3.4b oder Landau-Lifshitz Vol. 2 �98). Tetradenindizes tragen Groÿbu
hstaben,Tetradenindexbewegungen erfolgen mit ηAB. Wir führen folgende Di�erential-1-Formen auf der Mannigfaltigkeit ein:

eT = dt (2)
eR =

a(t)√
1 − kr2

dr (3)
eΘ = a(t)r dϑ (4)

eΦ = ar sin ϑ dϕ (5)(Wobei eA = eA
adxa). Somit gilt:

gab = ηABeA
aeB

b, gabeA
a eB

b = ηAB (6)
ηAB = diag(−1, +1, +1, +1)Wir führen die Zusammenhangsform ein, de�niert dur
h:

ωaBC = eB
b∇aeCb(eB

b sind die zu eA
a assozierten Vektorfelder mit eA

a ea
B = δA

B). Und damit:
ωB

C = ωa
B

C dxaDie Zusammenhangsform ist antisymmetris
h:
ωBC = −ωCBDur
h direktes Na
hre
hnen sieht man folgende Beziehungen (die Strukturglei
hungen):

deA = eF ∧ ωA
F (7)

RC
D =

1

2
eC

c ed
DRc

dab dxa ∧ dxb = dωC
D + ωC

F ∧ ωF
D (8)Diese werden nun im weiteren verwendet um die Krümmungstensortherme auszure
hnen:

deT = 0

deR =
ȧ√
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dt ∧ dr =
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eT ∧ eR
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ȧ

a
eT ∧ eΘ +

√
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ar
eR ∧ eΘ

deΦ =
ȧ

a
eT ∧ eΦ +

√
1 − kr2

ar
eR ∧ eΦ +

cotϑ

ar
eΘ ∧ eΦAus dem Verglei
h mit (7) lesen wir ab (ni
ht auftau
hende Komponenten sind null):1
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ȧ

a
eΘ, ωΦ

T =
ȧ

a
eΦ

ωΘ
R =

√
1 − kr2

ar
eΘ, ωΦ

R =

√
1 − kr2

ar
eΦ

ωΘ
R =

cotϑ

arNun verwenden wir (8) um die Krümmungstensortherme auszure
hnen. Die Re
hnung wird exemplaris
h am einem Termdur
hgeführt (Bea
hte die Antisymmetrie von ωCD + Indexbewegungen für Vorzei
hen z.B. ωT
R = η00ωTR = (−1)ωTR =

ωRT = ωR
T !!!):

RR
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T + ωR
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a
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eT ∧ eR +
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a2
eT ∧ eR

=
ä

a
eT ∧ eRMit ähnli
hen Re
hnungen �nden wir:
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eΦ ∧ eR RΦ
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eΦ ∧ eΘDaraus folgern wir die Tetraden Komponenten von Rc
dab, RC

DAB = eC
c eD

d eA
a eB

b Rc
dab:
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RΦ
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RΘR = RΦ
ΘΦΘ =

ȧ2

a2
+

k

a2Damit können wir jetzt die Ri

i-Tetraden Komponenten und den (Tetraden-)Einstein-Tensor bere
hnen:
RTT = RR

TRT + RΘ
TΘT + RΦ

TΦT = −3
ä

a

RRR = RΦΦ = RΘΘ =
ä

a
+ 2
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)Damit folgt für den Einsteintensor:
GAB = eA

a eB
b
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GRR = GΘΘ = GΦΦ = −2
ä

a
−

(
ȧ2 + k
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)Auf der re
hten Seite der (modi�zierten) Einsteinglei
hung haben wir den Energieimpulstensor einer idealen Flüssigkeit (inTetradenform):
TAB = eA

a eB
b((ρ + P )eT

a eT
b + Pgab) = (ρ + P )δT

AδT
B + PηAB2



Somit folgt:
GTT + ΛηTT = 3

(
ȧ2 + k

a2

)

− Λ = 8πρ = 8πTTT (9)
GRR + ΛηRR = −2

ä

a
−

(
ȧ2 + k

a2

)

+ Λ = 8πP = 8πTRR (10)Aufgabe 25 (Vorzei
henfehler in der Aufgabenstellung sind zu überlesen)a) ub ist das 0-te Basisfeld (ub = δ
β
0

∂
∂xβ ≡
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∂
∂t

)b)
∇aub = −Γ0

αβ(dxα ⊗ dxβ) = −1

2
g0δ(∂αgβδ + ∂βgδα − ∂δgαβ)(dxα ⊗ dxβ) =

1

2
∂0gαβ(dxα ⊗ dxβ) = −ȧaϕab (11)b) ka ist 0-Vektor, d.h. (k0)2 − a2ϕabk

akb = 0. Und ω = kbub = k0

dω
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= ka∇a(kbub) = (ka∇akb)

︸ ︷︷ ︸

=0
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a
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a
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⇒ d

dλ
(ln a + lnω) = 0 ⇔ ω2
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a(t2)
(14)
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