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Aufgabe 24
Die FRW-Metrik ist in allgemeiner Form gegeben durch
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Wobei k € {—1,0,1} fiir hyperbolische, flache, spharische Raumgeometrie. Wir berechnen zunichst die Kriimmungsterme

mit Tetradenkalkiil (vgl. z.B. Wald sec. 3.4b oder Landau-Lifshitz Vol. 2 §98). Tetradenindizes tragen GroRbuchstaben,
Tetradenindexbewegungen erfolgen mit 145. Wir fiihren folgende Differential-1-Formen auf der Mannigfaltigkeit ein:
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e® = a(t)rdv 4)
e® = arsind dy (5)

(Wobei e? = e4,dz?). Somit gilt:

gab = napeae’y,  g*eta ey = AP (6)

NAB = dlag(_17+17+17+1)

Wir fiihren die Zusammenhangsform ein, definiert durch:
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4, assozierten Vektorfelder mit eZe% = d4). Und damit:
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Die Zusammenhangsform ist antisymmetrisch:
WwBC = —WCB

Durch direktes Nachrechnen sieht man folgende Beziehungen (die Strukturgleichungen):
de?t = e Nwlp (7)
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Diese werden nun im weiteren verwendet um die Kriimmungstensortherme auszurechnen:
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Aus dem Vergleich mit (7) lesen wir ab (nicht auftauchende Komponenten sind null):
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Nun verwenden wir (8) um die Kriimmungstensortherme auszurechnen. Die Rechnung wird exemplarisch am einem Term
durchgefiihrt (Beachte die Antisymmetrie von wop + Indexbewegungen fiir Vorzeichen z.B. w’ g = n®wrp = (—1)wrr =

WRT :wRT!!!):
RRT = dwRT + wRq> N UJ(I)T + UJR@ 1A\ w@T

a a a
<Eﬁ>deR+E@R+O+O
a a a
:(———Q)eT/\eR—i——QeT/\eR
a a a
i
=—el'nell
a

Mit dhnlichen Rechnungen finden wir:
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Daraus folgern wir die Tetraden Komponenten von Ry, R€pan = eCcep®es®en® Ruup:
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Damit kdnnen wir jetzt die Ricci-Tetraden Komponenten und den (Tetraden-)Einstein-Tensor berechnen:
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Damit folgt fiir den Einsteintensor:
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Auf der rechten Seite der (modifizierten) Einsteingleichung haben wir den Energieimpulstensor einer idealen Fliissigkeit (in
Tetradenform):
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Somit folgt:
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Aufgabe 25 (Vorzeichenfehler in der Aufgabenstellung sind zu liberlesen)

a) u ist das O-te Basisfeld (u® = 6} 525 = (%)b)

1 1 .
Vaup = ffg‘ﬁ(dxo‘ ®dz’) = 75905(&!%5 + 08950 — O59ap)(dz® ® daP) = iﬁogafg(dza ® dz?) = —aapa

b) k% ist 0-Vektor, d.h. (k)2 — a%pupk®k® = 0. Und w = kPuj, = Kk
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