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4

gµν(x) = ηµν + H̃µν(x)Wobei H̃µν(x) in transversal-spurfrei Eihung gegeben ist, d.h. es ist
H̃µν(x) = Aµνeikσxσ(!!Indexbewegungen werden mit η durhgeführt!!; wenn die gesamte Metrik zu verwendet wird, so wird sie explizietgeshrieben).Und folgende Gleihungen sind erfüllt:

H̃µ
µ (x) = 0 (1)

H̃µν(x)kν = 0 (2)
H̃µν(x)uν = 0 (Für einen fest gewählten zeitartigen Vektor ua ist) (3)
kσkσ = 0 (4)Für die Christo�elsymbole gilt:

Γγ
αβ =

1

2
ηγδ(∂αH̃βδ + ∂βH̃δα − ∂δH̃αβ) (5)

Γγ
αβ =

i

2
ηγδ(kαH̃βδ + kβH̃δα − kδH̃αβ) (6)a) Die Geodätengleihung lautet:

ẍγ + Γγ
αβ ẋαẋβ = 0 (7)In unserem speziellen Beispiel mit(6) ergibt sih:

ẍγ +
i

2
ηγδ(kαH̃βδ + kβH̃δα − kδH̃αβ)ẋαẋβ = ẍγ + ikαẋαηγδH̃δβ ẋβ

−
i

2
kγH̃αβ ẋαẋβ = 0 (8)Wir multiplizieren (8) mit kγ , summieren und erhalten damit:

kγ ẍγ + ikαẋα

(2)
= 0

︷ ︸︸ ︷

kδH̃δβ ẋβ −
i

2
kγkγ
︸ ︷︷ ︸

(4)
=0

H̃αβ ẋαẋβ = kγ ẍγ = 0 (9)
⇒

d

dτ
(kγ ẋγ) = 0 ⇒ kγ ẋγ = const = CAls nähstes multiplizieren wir (6) mit ẋγ und summieren wieder:

ẍγ ẋγ +
i

2
kγ ẋγH̃αβ ẋαẋβ = 0 (10)Zum vereinfahen des zweiten Terms nutzen wir aus, das die Geodäte nah Bogenlänge parametrisiert ist.

1 = gµν ẋµẋν = ηµν ẋµẋν + H̃µν ẋµẋν ⇒ H̃µν ẋµẋν = 1 − ẋµẋµ1



Wir führen eine neue Variable v := ẋµẋµ ein. Damit formen wir (10) um
1

2
v̇ +

iC

2
(1 − v) = 0

v = Dei(Cτ+φ0) + 1 D, φ0 ∈ R, D ≥ 0 (11)Beide Kurven in der Aufgabenstellung haben als Anfangswert v(0) = 1 gegeben. Daraus folgt D = 0, v = const = 1. Fürden �Eihparameter� ua wählen wir ua = (1, 0, 0, 0)T . Wir multiplizieren (6) mit uγ und summieren erneut:
ẍ0 + iC uδH̃δβ

︸ ︷︷ ︸

(3)
=0

ẋβ −
i

2
k0(1 − v) = ẍ0 −

i

2
k0(1 − v) = 0 (12)Für unser AWP mit v = 1 und ẋ0(0) = 1 folgt:̈

x0 = 0 ⇒ ẋ0 = const = 1Aus v = 1 und ẋ0 = 1 folgt dann bereits.
ẋ(τ) = (1, 0, 0, 0)(Die gleihe Rehnung gilt für y)b) Die Jaobigleihung lautet:

D2

Dτ2
V µ = R

µ
νκλT νT κV λDabei ist T a = (1, 0, 0, 0) = ∂0 und V a = (0, δ, 0, 0) = δ · ∂1. In der Linearen Nährung ist

Rµ
νκλ = ∂κΓµ

νλ − ∂λΓµ
νκIn unserem Beispiel also:

D2

Dτ2
V µ = δRµ

001 = δ(∂0Γ
µ
01 − ∂1Γ

µ
00)

Γµ
01 =

1

2
ηµσ(∂0H̃1σ + ∂1H̃σ0 − ∂σH̃01)

(3)
=

1

2
ηµδ∂0H̃1δ (13)

Γµ
00 =

1

2
ηµσ(∂0H̃0σ + ∂0H̃σ0 − ∂σH̃00)

(3)
= 0 (14)Damit lesen wir ab:

D2

Dτ2
V µ = δ

1

2
ηµδ∂2

0H̃1δ =







− 1
2δ∂2

0H̃11 , für µ=1
− 1

2δ∂2
0H̃12 , für µ=2

0 , sonst (15)Aufgabe 23a)
u = x0 − x3 v = x0 + x3

ηuv = η00
∂x0

∂u

∂x0

∂v
+ η33

∂x3

∂u

∂x3

∂v
=

1

4
+

1

4
=

1

2

ηuu = η00
∂x0

∂u

∂x0

∂u
+ η33

∂x3

∂u

∂x3

∂u
=

1

4
−

1

4
= 0

ηvv = η00
∂x0

∂v

∂x0

∂v
+ η33

∂x3

∂v

∂x3

∂v
=

1

4
−

1

4
= 0(Alle anderen Komponenten bleiben unverändert) 2



b) (Wir nehmen an guv = 1
2 ) Wir führen den Lagrangian ein um die Christo�elsymbole zu berehnen:

L =
1

2
(u̇v̇ − f2(u)(ẋ1)2 − φ2(u)(ẋ2)2) (16)Daraus bestimmen wir die Euler-Lagrange-Gleihungen:

1

2
v̈ = −f ′(u)f(u)(ẋ1)2 − φ′(u)φ(u)(ẋ2)2

1

2
ü = 0

− 2f ′(u)f(u)u̇ẋ1 − f2(u)ẍ1 = 0

− 2φ′(u)φ(u)u̇ẋ2 − φ2(u)ẍ2 = 0Hieraus lesen wir die Christo�elsymbole ab.
Γv

11 = 2f(u)f ′(u)

Γv
22 = 2φ(u)φ′(u)

Γ1
u1 =

f ′(u)

f(u)

Γ2
u2 =

φ′(u)

φ(u)

Rαβ = ∂γΓγ
βα − ∂βΓγ

γα + Γǫ
βαΓγ

γǫ − Γǫ
γαΓγ

βǫDamit haben wir:
Ruu = −∂u

(
f ′(u)

f(u)
+

φ′(u)

φ(u)

)

−
f ′(u)2

f(u)2
−

φ′(u)2

φ(u)2
= −

f ′′

f
−

φ′′

φAlle anderen sind 0. Die Inverse Metrik hat die Einträge:
guv = 2 g11 =

−1

f(u)2
g22 =

−1

φ(u)2
0 sonst

⇒ R = gαβRαβ = 0Aus der Einsteinshe Feldgleihung:
Gαβ = Rαβ −

1

2
gαβR = 0folgt dann:

f ′′

f
+

φ′′

φ
= 0) Das gegebene f erfüllt die Bedingung, denn:

f ′′

f
+

φ′′

φ
=

−γ′′(u)

1 − γ(u)
+

γ′′(u)

1 + γ(u)
= −

2γ′′(u)γ

1 − γ2(u)
=

−2O(ǫ2)

1 −O(ǫ2)
≈ O(ǫ2)Für φ = 1 + ǫ sin(u) und f = 1 − ǫ sin(u) ergibt sih:

g =







1 0 0 0
0 −1 + 2ǫ sin(x0 − x3) 0 0
0 0 −1 − 2ǫ sin(x0 − x3) 0
0 0 0 −1







+ O(ǫ2)Beahtet man noh:
2ǫ sin(x0

− x3) = Re

(
2ǫ

i
ei(x0

−x3)

)ist die Äquivalenz zur geforderten Form o�ensihtlih. 3


