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Aufgabe 22
Gegeben ist die Metrik in der linearen Nihrung, auf der Raumzeit M = R*
9w (T) = Ny + Hw(z)
Wobei ﬁu,,(x) in transversal-spurfrei Eichung gegeben ist, d.h. es ist
IZI#V(:L') —_ ijeikoza

(MIndexbewegungen werden mit 1 durchgefiihrt!!; wenn die gesamte Metrik zu verwendet wird, so wird sie expliziet
geschrieben).
Und folgende Gleichungen sind erfiillt:

K@) =0 (1)
v (@)k” =0 (2)
H,, (z)u” = 0 (Fiir einen fest gewshlten zeitartigen Vektor u® ist) (3)
kok? =0 (4)
Fiir die Christoffelsymbole gilt:
1 _ _ -
Tos = 57775(%1{[36 + 0gHsa — OsHap) (5)
i _ _ -
Tos = 57775(%1{[36 + kgHsa — ksHap) (6)
a) Die Geoditengleichung lautet:
B+ T] a7 =0 (7)
In unserem speziellen Beispiel mit(6) ergibt sich:
i + 50" (ko Hps + ks Hsa — ks Hap)i®a? = &7 + ikad™n Hspi” = 2K Hapi®d” =0 8)
Wir multiplizieren (8) mit k., summieren und erhalten damit:
@,
—~ i -
key@ + ikod® K Hyp i? — = Kk Hopi®iP = k37 =0 (9)
2
@,
d o~y o~y
é%(k,yz )=20 = k&7 = const =C
Als nachstes multiplizieren wir (6) mit &, und summieren wieder:
By o+ %m&vﬁaﬁ:&%ﬂ =0 (10)

Zum vereinfachen des zweiten Terms nutzen wir aus, das die Geodate nach Bogenlange parametrisiert ist.

_ CN TN INTER% r TN CN TN CRN7)
1 =guitzs” =nuo"z” + H,i'z = H, "'’ =1—-2,1



Wir fiihren eine neue Variable v := &,4* ein. Damit formen wir (10) um

L
v=De"CTT%) 11 D ¢y eR,D >0 (11)

Beide Kurven in der Aufgabenstellung haben als Anfangswert v(0) = 1 gegeben. Daraus folgt D = 0, v = const = 1. Fiir
den "Eichparameter” u® wihlen wir u® = (1,0, 0,0)T. Wir multiplizieren (6) mit w. und summieren erneut:

#0 4 iC Ul Hyp P — %ko(l—v) =0 %k0(1 —v) =0 (12)

Fiir unser AWP mit v = 1 und 2°(0) = 1 folgt:

0

P0=0 = i®=const=1

Aus v =1 und #° = 1 folgt dann bereits.

(1) = (1,0,0,0)
(Die gleiche Rechnung gilt fiir y)
b) Die Jacobigleichung lautet:

D2
SV = RE .\ T'T "V
-

Dabei ist 7% = (1,0,0,0) = 9y und V* = (0,4,0,0) = § - 91. In der Linearen Nihrung ist

RMon = 0,0, — 0N,

In unserem Beispiel also:

D2
D2 VH = §RMoo1 = (0T, — Thy)
13 1 uo r7 F7 ~ (3) 1 16 ~
L'y 577 (OoH1s + O1Hyo — 0, Hp1) = 577 OoH1s (13)
1 o [ r7 ad 3
o = 577“ (GoHoo + 0oHo0 — 5 Hoo) N (14)

Damit lesen wir ab:

7%588[‘[11 , fiir ,LL=1

2
DD—TQV# = 5%77#5031?15 = —1603H, |, fiir p=2 (15)
0 , sonst
Aufgabe 23
a)
u=a"—2> v=2a"+23
0z Ox° oz3ox* 1 1 1
e =00 G e T ey Gy 41T 2
029 920 030z 1 1
T =Moo =5 -t s -2 =7—7=0
9z 92° oz3ox® 1 1
Mo = 10055 +7733%E =1 1" 0

(Alle anderen Komponenten bleiben unverdndert)



b) (Wir nehmen an g,,, = 3) Wir fiihren den Lagrangian ein um die Christoffelsymbole zu berechnen:

o= %(u = P u)(E1)? — 62 (u)(@2)?)

Daraus bestimmen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen:

Hieraus lesen wir die Christoffelsymbole ab.

IYy = 2f(u) f'(u)
ISy = 2p(u) ¢’ (u)
1 _ f'(u)
e = )
2 ¢’ (u)
b =)

Rag = 0,17, — 0T7, + 5,7, — TSI,

Damit haben wir:

* f?  ew? T F 6

flu) — o(u)

Alle anderen sind 0. Die Inverse Metrik hat die Eintrage:

Ruu = 04 (f'(“) ¢’(U)) O L

-1 -1
gv=2 g'l'=—= g¢g¥= 0 sonst

f(u)? ¢(u)?
= R=g"Rous =0

Aus der Einsteinsche Feldgleichung:

1
Gopg = Rap — igagR =0

folgt dann:
f/l ¢/I
L4 9
e
c) Das gegebene f erfiillt die Bedingung, denn:
1090 - ) | 2w 2wy 220()

e T T T 12w 1-o@) o)

Fiir = 14 esin(u) und f = 1 — esin(u) ergibt sich:

1 0 0 0
[0 =1+ 2esin(a® — 23) 0 0 2
9= 1o 0 1 2esin(@® —a%) o | TOE)
0 0 0 -1

Beachtet man noch:

%
2esin(2’ — 2°) = Re <—,€ez(wo_$3))
i

ist die Aquivalenz zur geforderten Form offensichtlich.



