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Aufgabe 16
Zu zeigen ist:

(T Taf) 007 @) = o (et s (o) )

wobei o(x) = +/|det((gu(x))]. Um dies zu zeigen rechnen wir zunéchst von beiden Seiten. Um Schreibarbeit zu sparen, da
wir im folgenden sowieso nur mit Koordinatenausdriicken rechnen, bezeichnen wir den Reprisentanten f o 4! in lokalen
Koordinaten falschlicherweise mit f (es sollte aus dem Kontext klar sein welches f wir meinen).

9uf = e
ViVaf = (% - F%%) da’ ® da®
VoS = gV f = g0 0L geory, O 0
Nun rechnen wir ersteinmal auf der linken Seite:
o (0 10)) = 2 () + g o oL ) @)

Wie wir sehen stimmt der zweite Term von (2) bereits mit dem ersten Term von (1) iiberein. Als nichstes miissen wir also
den Term mit den Christoffelsymbolen in (1) beschaftigen.

1
9" = 599" (agss + 0950 — Dsgap)

Wir wissen:

%955 = 0% = 0=0a(9""gss5) = 9% (0agps) + (0a9"")gss & 9°°(0agss) = —(0a9"")gss

« 1 «
97T = —059"" = 597° 9" Dsgap (3)

Setzen wir (3) in (1) ein sehen wir das wir auch den ersten Term von (2) erhalten haben. Es bleibt also als letztes nur noch
zu zeigen das:

Os(det g)
af _ 9 g 4
g &Sgaﬁ detg ( )

Hierzu fiihren wir zunichst den vollstindig Antisymmetrischen Tensor ein:

1 , fir (a..,,) gerade Permutation von 1,..,n
g¥tn = ¢ —1 , fiir (ag..,) ungerade Permutation von 1,..,n
0 , sonst
Damit haben wir:
detg =€ “"g10y * .. * Gna,,

Aulerdem wissen wir aus der Linearen Algebra:



aB — 1 €a1-..agflozo¢g+1..an

det g Gray - Y(B-ag 1 " I(F+)ags - Inan

Damit

(95(det g) = Z (359&16) Em..aﬁ—laeaﬁﬂanglm S (B=Dap_1 " 9(B+1)assr "+ Gna, = (det g)(aégﬁaﬁ)gaeﬁ
B

Wir sehen also das (4) tatsichlich gilt. Die geforderte Gleichung ist also letztendlich gezeigt.
Zusatzlich war noch gefragt was passiert, wenn alle Christoffelsymbole im Kartenbereich verschwinden. Aus Aufgabe 13
folgt dann, dass alle Metrikableitungen verschwinden. Dann haben wir:

0% f

a _ Ba
ViVaf =g 0xP Oz
wie aus Minkowski bekannt.

Aufgabe 17

Man soll zeigen, dass

in Koordinaten dquivalent ist zu:

B (0) 4 T, |, (03" (1) =0 (£ € (0. 0))
Tangentialvektorfeld entlang ~(t) ist in Koordinaten gegeben durch:

0

;ya|'y(t) =a%(t) Dz

7(t)
Wobei bekanntlich fiir die Basisfelder, beziiglich der Karte ¢ (p) = (20, 2!, 22, 23), fiir alle f € C°°(M) die Eigenschaft
gilt:
0 O(foy™l(x
5| (1= A
P =1 (p)

Haben wir allgemein ein Vektorfeld X € {(v(t), X (v(t)))|t € I, X (y(t)) € Ty M} C T M entlang der Kurve v : I — M.
Man schreibt meistens X ((t)) = X (t), gleiches gilt fiir Koordinaten. So sind auch die nachfolgenden Formeln zu verstehen.

. i (t) , o
Va'Yb = ( Oz + FE"Y‘m(t) x’y(t)) dz® ® 0p

e Oz (t) 0P (t i
Vo = ( at( ) azi) + ng\m(t) () (t)) s

Nach Kettenregel:

Damit haben wir:

Aufgabe 18
Die Kurve war gegeben als:

y(t) = <y0 cosh(t) + |y| sinh(t), (y” sinh(t) + |y| cosh(t)) ™ |)

Bei ndherer Betrachtung stellen wir fest, das dies ein Boost in der umgebenden Raumzeit mit Richtung y/|y| ist. Mit den
Kenntnissen aus Aufgabe 12, vermuten wir, dass es sich um Kurven entlang % beziiglich der Koordinatisierung (1) handelt.
Diese Koordinaten waren gegeben durch:



y" = sinh(t),

y' = cosh(t) sin(x) sin(0) cos(¢)
y* = cosh(t) sin(x) sin(#) sin(¢) ,
y® = cosh(t) sin(x) cos()

y* = cosh(t) cos(x)

Eine Kurve in %—Richtung ist dann entsprechend parametrisiert durch:

yO(t) = sinh(t + to),

y'(t) = cosh(t + to) sin(xo) sin(Ao) cos(¢o)
y%(t) = cosh(t + to) sin(xo) sin(6p) sin(¢o)
y3(t) = cosh(t + to) sin(xo) cos(fo)

y*(t) = cosh(t + tg) cos(xo)

Durch Expansion in e-Terme (oder wildes Rumtippen auf dem Taschenrechner) sieht man leicht:

sinh (¢ 4 to) = sinh ¢ cosh g + sinh g cosht
cosh(t + tg) = coshtcoshty + sinh ¢ sinh ¢y

und wir haben:

sinh g = 3°(0) coshtg = |y(0)|
Womit wir die Form einer Kurve in % Richtung haben:
¥(0)
ly(0)]
9

Was exakt die Form der in der Aufgabe angegebenen Kurve ist. Es handelt sich also um eine Kurve in 5; Richtung. Damit
kénnen wir nun die Christoffelsymbole aus Aufgabe 15 verwenden, und iiberpriifen ob die Kurve die Geodatengleichung
erfiillt. Dies ist der fall, denn

y(t) = (yo(()) sinh(¢) + [y(0)],°(0) sinh ¢ + y(0) cosh t)

Iy =0 firalle o

In der umgebenden Raumzeit ist die Kurve natiirlich keine Geodite, da sie keine Gerade ist (¢j(t) # 0)



