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,wobei ̺(x) =
√

|det((gµν(x))|. Um dies zu zeigen re
hnen wir zunä
hst von beiden Seiten. Um S
hreibarbeit zu sparen, dawir im folgenden sowieso nur mit Koordinatenausdrü
ken re
hnen, bezei
hnen wir den Repräsentanten f ◦ ψ−1 in lokalenKoordinaten fäls
hli
herweise mit f (es sollte aus dem Kontext klar sein wel
hes f wir meinen).
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(1)Nun re
hnen wir ersteinmal auf der linken Seite:
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(2)Wie wir sehen stimmt der zweite Term von (2) bereits mit dem ersten Term von (1) überein. Als nä
hstes müssen wir alsoden Term mit den Christo�elsymbolen in (1) bes
häftigen.

gαβΓγαβ =
1

2
gαβgγδ (∂αgβδ + ∂βgδα − ∂δgαβ)Wir wissen:

gαβgβδ = δαδ ⇒ 0 = ∂α(gαβgβδ) = gαβ(∂αgβδ) + (∂αg
αβ)gβδ ⇔ gαβ(∂αgβδ) = −(∂αg

αβ)gβδ

gαβΓγαβ = −∂βg
βγ −

1

2
gγδgαβ∂δgαβ (3)Setzen wir (3) in (1) ein sehen wir das wir au
h den ersten Term von (2) erhalten haben. Es bleibt also als letztes nur no
hzu zeigen das:

gαβ∂δgαβ =
∂δ(det g)

det g
(4)Hierzu führen wir zunä
hst den vollständig Antisymmetris
hen Tensor ein:
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1 , für (α1..αn) gerade Permutation von 1,..,n
−1 , für (α1..αn) ungerade Permutation von 1,..,n
0 , sonstDamit haben wir:

det g = εα1..αng1α1
· ... · gnαnAuÿerdem wissen wir aus der Linearen Algebra: 1
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= (det g)(∂δgβαβ
)gαββWir sehen also das (4) tatsä
hli
h gilt. Die geforderte Glei
hung ist also letztendli
h gezeigt.Zusätzli
h war no
h gefragt was passiert, wenn alle Christo�elsymbole im Kartenberei
h vers
hwinden. Aus Aufgabe 13folgt dann, dass alle Metrikableitungen vers
hwinden. Dann haben wir:

∇a∇af = gβα
∂2f

∂xβ∂xαwie aus Minkowski bekannt.Aufgabe 17Man soll zeigen, dass
γ̇a∇aγ̇

b = 0in Koordinaten äquivalent ist zu:
..
xσ(t) + Γσµν
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ẋµ(t)ẋν(t) = 0 (t ∈ (α, β))Tangentialvektorfeld entlang γ(t) ist in Koordinaten gegeben dur
h:
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∂

∂xα

∣

∣

∣

∣

γ(t)Wobei bekanntli
h für die Basisfelder, bezügli
h der Karte ψ(p) = (x0, x1, x2, x3), für alle f ∈ C∞(M) die Eigens
haftgilt:
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x=ψ(p)Haben wir allgemein ein Vektorfeld X ∈ {(γ(t), X(γ(t)))|t ∈ I,X(γ(t)) ∈ Tγ(t)M} ⊂ TM entlang der Kurve γ : I → M.Man s
hreibt meistens X(γ(t)) = X(t), glei
hes gilt für Koordinaten. So sind au
h die na
hfolgenden Formeln zu verstehen.
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∂ẋβ(t)

∂xα
+ Γβαγ

∣

∣

x(t)
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h Kettenregel:
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∂βAufgabe 18Die Kurve war gegeben als:
γ(t) =

(

y0 cosh(t) + |y| sinh(t),
(

y0 sinh(t) + |y| cosh(t)
) y
|y|)Bei näherer Betra
htung stellen wir fest, das dies ein Boost in der umgebenden Raumzeit mit Ri
htung y/|y| ist. Mit denKenntnissen aus Aufgabe 12, vermuten wir, dass es si
h um Kurven entlang ∂

∂t
bezügli
h der Koordinatisierung (1) handelt.Diese Koordinaten waren gegeben dur
h: 2



y0 = sinh(t) ,

y1 = cosh(t) sin(χ) sin(θ) cos(φ)

y2 = cosh(t) sin(χ) sin(θ) sin(φ) ,

y3 = cosh(t) sin(χ) cos(θ) ,

y4 = cosh(t) cos(χ)Eine Kurve in ∂
∂t
-Ri
htung ist dann entspre
hend parametrisiert dur
h:

y0(t) = sinh(t+ t0) ,

y1(t) = cosh(t+ t0) sin(χ0) sin(θ0) cos(φ0)

y2(t) = cosh(t+ t0) sin(χ0) sin(θ0) sin(φ0)

y3(t) = cosh(t+ t0) sin(χ0) cos(θ0)

y4(t) = cosh(t+ t0) cos(χ0)Dur
h Expansion in e-Terme (oder wildes Rumtippen auf dem Tas
henre
hner) sieht man lei
ht:
sinh (t+ t0) = sinh t cosh t0 + sinh t0 cosh t

cosh(t+ t0) = cosh t cosh t0 + sinh t sinh t0und wir haben:
sinh t0 = y0(0) cosh t0 = |y(0)|Womit wir die Form einer Kurve in ∂

∂t
Ri
htung haben:

y(t) =

(

y0(0) sinh(t) + |y(0)|, y0(0)
y(0)

|y(0)|
sinh t+ y(0) cosh t

)Was exakt die Form der in der Aufgabe angegebenen Kurve ist. Es handelt si
h also um eine Kurve in ∂
∂t

Ri
htung. Damitkönnen wir nun die Christo�elsymbole aus Aufgabe 15 verwenden, und überprüfen ob die Kurve die Geodätenglei
hungerfüllt. Dies ist der fall, denn
Γαtt = 0 für alle αIn der umgebenden Raumzeit ist die Kurve natürli
h keine Geodäte, da sie keine Gerade ist (ÿ(t) 6= 0)
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