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h Vertaus
hen der Indi
es obiger Glei
hung erhält man:
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htigung der Torsionsfreiheit Γk
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kigljMultiplikation von re
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h sofort ∂
∂xk gij = 0 ⇒ Γk

ij = 0.Aufgabe 14Gegeben ist eine Mannigfaltigkeit M = {y = (y1, y2, y3) ∈ R
3 : (y2)2 + (y3)2 = 1} ≃ R × S1, ein stehender Zylinder.Koordinatisiert wird dieser dur
h y(x0, x1) =
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 , x0 ∈ R, x1 ∈ (0, 2π). Die zugehörige Metrik soll sein
g = dx0 ⊗ dx0 + dx1 ⊗ dx1 ∈ T 0

2 . Der Tangentialraum Ty0
M wird aufgespannt dur
h ∂y

∂x0 |y−1(y0) und ∂y
∂x1 |y−1(y0). Seinun x(t) : [a, b] → R × (0, 2π) eine C2-Parameterkurve. γ(t) = y ◦ x(t) ist die im weiteren zu betra
htende Kurve auf derMannigfaltigkeit M . Dann ist:

γ̇(t) = (Dy ◦ x(t))ẋ(t) = ẋ0∂x0y + ẋ1∂x1yFür die Länge einer Kurve gilt
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mit g(γ̇(t), γ̇(t)) = (ẋ0)2 + (ẋ1)2. Die Länge soll extremal werden (die Enden sind �xiert). D.h. die gesu
hte Kurve löst dieEuler-Lagrange Glei
hungen. ddt ∂F
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)T . Diese erfüllt die Geodätenglei
hung1 ẍi + Γi

jkẋj ẋk = 0, da Γi
jk ≡ 0.Sei nun g = dx0 ⊗ dx0 − dx1 ⊗ dx1 und γ(t) = y ◦ x(t) zeitartig, d.h. g(γ̇(t), γ̇(t)) = (ẋ0)2 − (ẋ1)2 > 0, ∀t ∈ [a, b].O.B.d.A. sei ẋ0 > 0 (Wahl einer Zeitri
htung). Euler-Lagrange Glei
hungen sehen wie folgt aus
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> 1.Aufgabe 15Die Metriken waren:

ds2 = dt2 − cosh2 t(dξ2 + sin2 ξ(dθ2 + sin2 θ dφ2)) (4)
ds̃2 = (dx0)2 − e2x0

((dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2) (5)Wir verwenden den Lagrangeformalismus um die Geodäten auszure
hnen.
L =

1

2
(ṫ2 − cosh2 t(ξ̇2 + sin2 ξ(θ̇2 + sin2 θ φ̇2))Nun stellen wir die Euler-Lagrangeglei
hungen auf:
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ẗ = − cosh t sinh t(ξ̇2 + sin2 ξ(θ̇2 + sin2 θ φ̇2)

− 2 sinh t cosh t ṫξ̇ − cosh2 t ξ̈ = − cosh2 t sin ξ cos ξ(θ̇2 + sin2 θ φ̇2)

− 2 sinh t cosh t sin2 ξ ṫθ̇ − 2 cosh2 t sin ξ cos ξ ξ̇θ̇ − sin2 ξ cosh2 t θ̈ = − cosh2 t sin2 ξ sin θ cos θ φ̇2

− 2 cosh t sinh t sin2 ξ sin2 θ ṫφ̇ − 2 cosh2 t sin ξ cos ξ sin2 θ ξ̇φ̇ − 2 cosh2 t sin2 ξ sin θ cos θ θ̇φ̇ − cosh2 t sin2 ξ sin2 θ φ̈ = 0Aus einem Koe�zientenverglei
h mit der Geodätenglei
hung lesen wir ab:
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φφ = cosh t sinh t sin2 ξ sin2 θ
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φφ = − sin ξ cos ξ sin2 θ
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ξθ = coth ξ Γθ
φφ = − sin θ cos θ

Γφ
tφ = tanh t Γφ

ξφ = cot ξ Γφ
θφ = cot θDie anderen sind 0. Für die zweite Metrik sieht man lei
ht: Γ0

ii = e2x0

, Γi
0i = 1 für i ∈ {1, 2, 3} und wieder 0 sonst.1Euler-Lagrange Glei
hung und Geodätenglei
hung sind äquivalent, daher ist au
h in komplizierteren Fällen, ni
hts anderes zu erwarten.2


