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Aufgabe 13
Die Produktregel der kovarianten Ableitung liefert:

g _ 0 (0 0
G = gk 3737
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Thigi + Thjgi

Hieraus folgt sofort I‘fj =0= %gij = 0. Durch Vertauschen der Indices obiger Gleichung erhilt man:

Ohgij = Thigiy +Thjgu (1)
Oigie = Thigw +Th0i (2)
digry = Tipgy +Tijgm (3)

Nun folgt aus (1) — (2) + (3) unter Beriicksichtigung der Torsionsfreiheit I'}; = T'*; :

Okgi; — 0jgir + Oigrj = 2T, qu;

Multiplikation von rechts mit dem Inversen von g;;:

(Okgi; — O;9ik + Oignj) ™ = 2T%iq1,6"™
!
— oy
59" (Orgij — 059ir + Oigr;) = T

Nun folgt auch sofort %gij =0= I‘fj =0.

Aufgabe 14
Gegeben ist eine Mannigfaltigkeit M = {y = (y',4%,9%) € R? : (y?)? + (y3)? = 1} =~ R x S!, ein stehender Zylinder.
0
T
Koordinatisiert wird dieser durch y(z°,z!) = | cos(z!) |, 2° € R, 2! € (0,27). Die zugehdrige Metrik soll sein
sin(z!)

g = da® ® d2® + da! ® dz! € 7. Der Tangentialraum T, M wird aufgespannt durch 2%, -1,y und 24|, -1(,,). Sei
nun z(t) : [a,b] — R x (0,27) eine C2-Parameterkurve. () = y o x(t) ist die im weiteren zu betrachtende Kurve auf der
Mannigfaltigkeit M. Dann ist:

Y(t) = (Dy o x(t))a(t) = "oy + &' D1y

Fiir die Lange einer Kurve gilt

b b
- / OO / F(a, 2t a0, i, 1)dt,



mit g(§(t),¥(t)) = (2°)% + (2')?. Die Lange soll extremal werden (die Enden sind fixiert). D.h. die gesuchte Kurve I&st die

Euler-Lagrange Gleichungen.
d OF O0F

dior 0w

In diesem Fall ergibt sich

d.h, |
&' = i/ (@)2 + (112, ¢ €R.

T
Somit ist 2 = 2—;951 +d, d € R, und die Parameterkurve hat eine Gestalt in Form von z(t) = (2—;1&+d, t) bzw.

T : S :
x(t) = (t 2(t— d)) . Diese erfiillt die Geoditengleichung® &% + I‘;kﬂ:’vk =0,dal7, =0.

’c

Sei nun g = d2® ® dz¥ — da! ® da! und v(t) = y o x(t) zeitartig, d.h. g(¥(t),~(t)) = (2°)? — (z})? > 0, Vt € [a,b)].
O.B.d.A. sei i° > 0 (Wahl einer Zeitrichtung). Euler-Lagrange Gleichungen sehen wie folgt aus

d.h.

mit der Bedingung ””—? =L > 1.

|&

Aufgabe 15
Die Metriken waren:

ds® = dt? — cosh® t(dg? + sin® £(df* + sin? 0 dp?)) (4)
ds? = (d2°)? — 2 ((dx")? + (d2?)? + (dz®)?) (5)

Wir verwenden den Lagrangeformalismus um die Geodaten auszurechnen.

1,. . . .
L= 5(152 — cosh® t(£2 + sin? £(0% + sin? 0 ¢?))
Nun stellen wir die Euler-Lagrangegleichungen auf:

dde _dc
dr dz®  dx®
= — coshtsinh t(£2 + sin® £(0% + sin® 0 ¢?)
— 2sinhtcosht € — cosh? t € = — cosh? ¢ sin € cos 5(92 + sin” 0 ¢2)
— 2sinh ¢ cosh ¢ sin? £ £6 — 2 cosh? ¢ sin € cos € €0 — sin® € cosh? £ 0 = — cosh? ¢ sin? € sin 6 cos 0 ¢
— 2 coshtsinhtsin® € sin? @ é¢ — 2 cosh? t sin € cos € sin® 0 £ — 2 cosh? tsin® Esin B cos O ¢ — cosh? tsin® Esin® 0 ¢ = 0

Aus einem Koeffizientenvergleich mit der Geodatengleichung lesen wir ab:

I'te = coshtsinht '}, = coshtsinh¢sin? ¢ I, = coshtsinht sin” ¢ sin? @
I';e = tanht Fge = —sin€cosé 1"5¢ = —siné cos £ sin? 6

F?Q = tanht Fge = coth & Loy =— sin 6 cos 0

I‘fd) = tanht F?¢ = cot & 1"&5 = cot 6

Die anderen sind 0. Fiir die zweite Metrik sieht man leicht: ¥, = ¢2*° T, =1 fiir i € {1,2,3} und wieder 0 sonst.

IBuler-Lagrange Gleichung und Geoditengleichung sind fquivalent, daher ist auch in komplizierteren Fillen, nichts anderes zu erwarten.



