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hes s
hauen wir uns zunä
hst die Ja
obimatrix der Koordinatenabbildung an, wobei wireinen zusätzli
hen Parameter r einführen, d.h. (x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ):
Dφ−1 =





sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ cosφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0



Die Abbildung ist als Abbildung von R
3 −→ R

3 lokal invertierbar gdw. die Jakobimatrix invertierbar ist. Sie ist dann au
hauf der Untermenge r = const. lokal invertierbar. Dies ist der Fall für θ 6= 0, π. Um einen maximalen Kartenberei
h zuerhalten müssen wir nun no
h die lokale Invertierbarkeit maximal ausdehnen, und dabei die Periodizität von Sinus undCosinus bea
hten.
φ(V ) = (0, π) × (0, 2π) V = {(x, y, z) ∈ R

3|x2 + y2 + z2 = 1}/{(x, y, z)|y = 0 und x ≥ 0}Nun waren no
h die Kartenwe
hselabbildungen zu bestimmen (Wir bezei
hnen die Koordinaten der Stereographis
henProjektion als (x1, x2)):
(x1, x2) = ψN ◦ φ−1(θ, φ) =

(

sin θ cosφ

1 − cos θ
,
sin θ sinφ

1 − cos θ

)Zuletzt bere
hnen wir no
h die dazu Inverse.
tanφ =

x2

x1
⇒ φ = arctan

(

x2

x1

)

(x1)2 + (x2)2 =
sin2 θ

(1 − cos θ)2

√

(x1)2 + (x2)2 =
sin θ

1 − cos θ
=

2 sin θ
2 cos θ

2

1 − cos2 θ
2 + sin2 θ

2

=
cos θ

2

sin θ
2

= cotan
θ

2Daraus folgt nun:
(θ, φ) = φ ◦ ψ−1

N (x1, x2) =

(

2 arctan

(

1
√

(x1)2 + (x2)2

)

, arctan

(

x2

x1

)

)Aufgabe 11Zu zeigen ist: Es existiert ein Vektorraum Isomorphismus zwis
hen f : T(p,q)M×N −→ TpM⊕TqN das heiÿt f ist bijektivelineare Abbildung. M × N ist in natürli
her weise Mannigfaltigkeit: als Topologie ist die Produkttopologie zu verwenden,und als Karten (U = U1 ×U2,Ψ): Ψ : M ×N ⊃ U1 ×U2 ∋ (p, q) 7→ (ψ1(p), ψ2(q)) ∈ R
m ×R

n, wobei (U1,Ψ1), (U2,Ψ2)jeweils Karten auf M bzw N . So ausgestattet können wir uns nun an die Lösung der Aufgabe ma
hen. Dabei sind natürli
haufgrund der zwei mögli
hen De�nitionen des Tangentialraumes (als Äquivalenzklassen von Kurven bzw. als Derivationen)vers
hiedene Lösungen mögli
h. Wir s
hauen uns zuerst die Kurvenklassende�nition an:Sei γ(t) parametrisierte Kurve aufM×N . Dur
h die Produktstruktur lässt si
h γ(t) eindeutig geben als γ(t) = (γ1(t), γ2(t))wobei nun γ1(t) parametrisierte Kurve auf M und γ2(t) parametrisierte Kurve auf N . Nun ist nur no
h zu zeigen dasdie Äquivalenzklassen übereinstimmen. Sei (U,Ψ) Karte auf M × N wie oben. Dann ist γ ∼ γ̃ ⇔ d
dt

(Ψ ◦ γ(t))|t=0 =
d
dt

(Ψ ◦ γ̃(t))|t=0. Nun ist die Di�erentiation im R
m×n glei
h komponentenweiser Di�erentiation:

(

d

dt
(ψ1 ◦ γ1(t))|t=0 ,

d

dt
(ψ2 ◦ γ2(t))|t=0

)

=
d

dt
(Ψ ◦ γ(t))|t=0 =

d

dt
(Ψ ◦ γ̃(t))|t=0 =

=

(

d

dt
(ψ1 ◦ γ̃1(t))|t=0 ,

d

dt
(ψ2 ◦ γ̃2(t))|t=0

)1



Haben also:
γ ∼ γ̃ ⇔ γ1 ∼ γ̃1 und γ2 ∼ γ̃2und somit:

Tp,qM ×N ∋ [γ] 7→ ([γ1], [γ2]) ∈ TpM × TqNde�niert auf den Repräsentanten dur
h:
γ(t) 7→ (γ1(t), γ2(t))Die De�nition des TpM dur
h Derivationen war gegeben dur
h:Sei D : F(M) → R Abbildung mit folgenden Eigens
haften:1. D(αf + βg) = αD(f) + βD(g)2. D(f · g) = f(p)D(g) + g(p)D(f)3. D(f) = D(f̃), wenn ∃ eine Umgebung U von p, sodass f = f̃ auf UD heiÿt dann Tangentialvektor in p. TpM ist der lineare Raum aller Tangentialvektoren in p.Um nun ein ähnli
hes Verfahren, wie im Fall der Kurvende�nition anzuwenden muss man si
h zunä
hst klar ma
hen, warumder so de�nierte Raum endli
hdimensional ist. Wir s
hauen uns f ∈ F(M) in lokalen Koordinaten an, d.h. wir betra
htenbezügli
h einer Karte (U,ψ) mit p ∈ U den Repräsentanten f ◦ψ. Dieser ist eine C∞ -Funktion auf R

n. Wir nehmen o.B.d.A.an dass f bes
hränkt auf U . Wir wissen, dass die Polynome p(x) di
ht in diesem Raum sind. Auf den Polynomen sehenwir aber, dass aufgrund von (1) und (2) D dur
h Angabe auf den Funktionen (f ◦ ψ)n(x) = xn, d.h. auf den KoordinatenFunktionen bestimmt ist (bea
hte hierzu dass für f = const. ⇒ D(f) = 0, denn aus (1) D(f2) = D(cf) = cD(f) aberaus (2) D(f2) = 2cD(f)).Na
h diesen Feststellungen ist es einfa
h die gewüns
hte Isomorphie zu Konstruieren, dur
h:
T(p0,q0)M ×N ∋ D 7→ (D1, D2) ∈ Tp0

M × Tq0
Nwobei

D(f) = D1(fp) +D2(fq) wobei fp(p) = f(p, q0) fq(q) = f(p0, q)Diese Abbildung ist aufgrund der vorherigen Ausführungen bijektiv, da D s
hon dur
h Angabe von D1 bzw. D2 auf denjeweiligen Koordinatenfunktionen bestimmt ist und sie ist o�ensi
htli
h linear.Aufgabe 12Wie angegeben ist die Metrik im umgebenden Raum gegeben dur
h:
ds2 = (dy0)2 − (dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2 − (dy4)2 (1)Wir bere
hnen zunä
hst die auf der Hyper�ä
he dur
h die Koordinaten (1) induzierten Metrik.

dy0 = cosh t dt

dy1 = sinh t sinχ sin θ cosφdt+ cosh t cosχ sin θ cosφdχ+ cosh t sinχ cos θ cosφdθ − cosh t sinχ sin θ sinφdφ

dy2 = sinh t sinχ sin θ sinφdt+ cosh t cosχ sin θ sinφdχ+ cosh t sinχ cos θ sinφdθ + cosh t sinχ sin θ cosφdφ

dy3 = sinh t sinχ cos θ dt+ cosh t cosχ cos θ dχ− cosh t sinχ sin θ dθ

dy4 = sinh t cosχdt− cosh t sinχdχDur
h Einsetzen in ds2 erhalten wir die auf der Hyper�ä
he induzierte Metrik.
ds2 = dt2 − cosh2 t(dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θ dφ)) (2)Bei den zweiten gegebenen Koordinaten müssen wir zunä
hst no
h etwas arbeiten, um die Inverse auszure
hnen:
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t̂ = ln(y0 + y4) ⇔ y0 + y4 = et̂

yj = x̂j et̂, (y0)2 − (y1)2 − (y2)2 − (y3)2 − (y4)2 = −1

⇒ (y0)2 − (y4)2 −
∑

j

(x̂j)2e2t̂ = −1

⇔ −2et̂y4 + e2t̂ = −1 +
∑

j

(x̂j)2e2t̂

⇒ y4 = cosh t̂−
1

2

∑

j

(x̂j)2et̂

y0 = sinh t̂+
1

2

∑

j

(x̂j)2et̂So ausgestatte können wir nun auf die glei
he Weise vorgehen, wie bei den ersten Koordinaten:
dy0 =



cosh t̂+
1

2

∑

j

(x̂j)2et̂



 dt̂+
∑

j

(x̂j)et̂ dx̂j

dyj = x̂jet̂ dt̂+ et̂ dx̂j j ∈ {1, 2, 3}

dy4 =



sinh t̂−
1

2

∑

j

(x̂j)2et̂



 dt̂−
∑

j

(x̂j)et̂ dx̂jDer Rest ist nur no
h Vereinfa
hen, und wir erhalten:
ds2 = dt̂2 − e2t̂((dx̂1)2 + (dx̂2)2 + (dx̂3)2)Kommen wir nun zu der Frage na
h dem Gültigkeitberei
h der Koordinaten.(1) Bei der Bere
hnung der Metrikeinträge haben wir ni
hts anderes gema
ht als Tangentialvektoren an der Hyper�ä
heund deren Skalarprodukt (bzgl. der Lorentzmetrik) ausgere
hnet. An den Koe�zienten der Metrik sehen wir, dass diese alleLorentzortogonal sind, wobei ∂

∂t
zeitartig ist und die anderen drei Tangentialvektoren raumartig sind (vor allem sind dieVektoren niemals li
htartig). Daraus folgt das alle linear unabhängig sind. Die Funktionalmatrix der Transformation bestehtalso aus 4 linear unabhängigen Vektoren und hat somit vollen Rang, es sei denn einer der Vektoren degeneriert zu 0. Dasist der Fall für:

sin2 χ = 0 und sin2 θ = 0 ⇔ χ, θ ∈ {0, π}Die Abbildung ist also für jeden Punkt in auÿer für χ, θ ∈ {0, π} in einer Umgebung um den Punkt invertierbar. Will mandies zu einer globalen Inversen auf dem ganzen Hyperboloiden ausdehnen, muss man die Periodizität der Winkelfunktionenberü
ksi
htigen. Es ist ans
hauli
h klar, dass damit:
t ∈ R, χ ∈ (0, π), θ ∈ (0, π), φ ∈ (0, 2π)Diese Koordinaten de
ken den ganzen Hyperboloiden ab.(2) Die anderen Koordinaten sind nur de�niert für y0 + y4 > 0, also für alles oberhalb der Ebene y0 + y4 = 0. IhrKoordinatenberei
h erstre
kt si
h über den ganzen R

4.
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Koordinatenlinien im Koordinatensystem (1)

Koordinatenlinien im Koordinatensystem (2)
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