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UNIVERSITAT LEIPZIGWintersemester 2008/09Musterlösungen zu Übungen zur Allgemeinen RelativitätstheorieAufgabenblatt 2(a) Rehnen wir aus was Lösung der angegebene Di�erentialgleihung ist:
x0(t) = u0t + y0 xi(t) =

ai

2
t2 + uit + yi wobei ua, ya ∈ R

4 (1)Eine solhe Kurve ist niht immer zeitartig, auh wenn ihr Anfangsgeshwindigkeitsvektor zeitartig war:
ηµν ẋµẋν = uµuµ + 2aµuµt + aµaµt2 wobei aµ = (0, a) (2)(b) Wir benutzen die Notation aus Musterlösung 1, Aufgabe 2.

Λ(θ, n) =

(

cosh θ −nT sinh θ

−n sinh θ Id
(3×3) + (cosh θ − 1)P (n) ) (3)

⇒ ∂θθΛ(θ, n) =

(

cosh θ −nT sinh θ

−n sinh θ cosh θP (n) ) = Λ(θ, n)P̃ (n) (4)Wobei P̃ (n) =

(

1 0T0 P (n) )Aus der Allgemeinen Formel für Lorentztransformationen können wir nun für Boosts folgern ((') bezeihnet Ableitung nah
θ):

ΛT ηΛ = η (5)
⇒ Λ′T ηΛ + ΛT ηΛ′ = 0 (6)

⇒ Λ′′T ηΛ + 2Λ′T ηΛ′ + ΛT ηΛ′′ = 0 (7)
(2)
⇔ Λ′T ηΛ′ = −

1
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P̃ (n)η + ηP̃ (n)) = −P̃ (n)T ηP̃ (n) (8)Damit können wir leiht die Eigenzeit ausrehnen:
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(9)Obiges zeigt, dass es sih nur um eine zeitartige Kurve (eines massiven Teilhens) handelt, wenn y raumartig ist. Dieumparametrisierte Kurve ergibt sih dann als:
x̃(τ) = x(t(τ)) = Λ1

(
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y (10)Wir zeigen nun noh das es sih um eine Kurve konstanter Beshleunigung handelt:
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y1 < 0 y1 > 0

() Berehnen wir zunähst die Vierergeshwindigkeit sowie Viererbeshleunigung der Kurve:
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 (12)Wir sehen, dass das �Teilhen� in einem System mit Rapidität θ = cτ
y1 und n = e1 momentan in Ruhe ist, denn:
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dũ(τ)

dτ
=

c2

y1

(

0
1

) (13)d.h. im jeweils momentanen Ruhesystem erfährt das Teilhen eine konstante Beshleunigung in e′1-Rihtung(d) Die angegebenen Punkte auf der Kurve entsprehen τ -Werten mit:
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c
arcosh(4) ∆τ = τ+ − τ− = 2 arcosh(4)
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cIm zugrunde liegendem System vergeht:
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cAufgabe 5(a) Die in der Vorlesung angegebene Kraftgleihungen lauten:
dp̃α(τ)

dτ
= F̃α F̃ = γFN (14)Wobei wir FN mit der Newtonshen Kraft identi�zieren und
dt

dτ
= γ(t) (15)Wir haben im Elektromagnetishem Feld die Lorentzkraftgleihung gegeben:Fel
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× B)) (16)Setzen wir nun in (12) ein, erhalten wir für die räumlihen Komponenten:
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⇔
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× B)) (18)Es bleibt nun nur noh die 0-Komponente der Kraftgleihung zu bestimmen. Diese erhält man aus der Forderung, dass
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⇒
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(22)(b)Shreiben wir nun die Gleihungen (16) und (20) wieder auf τ um erhalten wir:
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(24)Als letzes ist noh zu verwenden dass
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× B)) (26)mit der angegebenen Formel folgt:
Ei = Fi0 Bi =

1

2
ǫijkF jk i, j, k ∈ {1, 2, 3} (27)Wir setzen ein in (22) und 24
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(30)Wir erhalten also die geforderte Endgleihung:

m
d2x̃ν
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c
Fµν
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(31)()

d

dτ

(

ηµν
˙̃xµ ˙̃xν

)

= 2¨̃xν ˙̃xν =
e

c
Fµν

˙̃xµ ˙̃xν = 0 (32)
⇒ ηµν

˙̃xµ ˙̃xν = const (33)d.h. wegen Gleihung (31) folgt das bei beliebigem zeitartigem Anfangsvektor ˙̃x(0), ˙̃x(τ) zeitartig bleibt, also nie lihtartigwird, und somit nie Lihtgeshwindigkeit erreihen kann. Dies ist allerdings eigentlih apriori so, denn in der Kraftgleihungkommt nur die Vierergeshwindigkeit vor, die nah De�nition immer den Konstanten betrag c2 hat. Es ist also eher eineForderung in der Kraftgleihung, dass betrahtete Bahnkurven nah Eigenzeit parametrisiert werden können, was nur möglihist (siehe Def. Eigenzeit) wenn der Geshwindigkeitsvektor immer zeitartig bleibt.
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