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Aufgabe 24

Betrachten Sie die kosmologischen Friedmann-Robertson-Walker Raumzeiten (M k), 9(x)) = (I ¥
E(K),g(K)), K = 1,0,—1, wie in der VL angegeben, fiir den Fall, dass die Materieverteilung als
ideale Flussigkeit modelliert wird, wobei eine kosmologische Konstante A # 0 berlicksichtigt wird,
entsprechend den Einsteinschen Feldgleichungen

Gab + Agab = ’{Tab .

(a) Zeigen Sie: Der Metrik-Skalenfaktor a(t) ist fiir alle drei Falle K = 1,0, —1 beschrankt, wenn
A > 0 ist. Skizzieren Sie den Verlauf von a(t) in Abh. von ¢ fiir diese Situation.

(b) Zeigen Sie: Wenn A < 0 ist, dann erhalt man einen Verlauf von a(t) wie in Teil (a) nur, wenn
K =1 und A > A, fiir einen kritischen Wert A, < 0.

Erinnerung: Der Energie-Impulstensor einer idealen Fliissigkeit ergibt sich zu Ty, = (p + P)ugup —
Pgap, wobei hier das Vierergeschwindigkeitsvektorfeld der Fliissigkeit wegen Isotropie als u® = (&)"
angenommen werden kann.

Aufgabe 25
Ein Lichtsignal bewege sich in einer Friedmann-Robertson-Walker Raumzeit mit der Metrik

Gab = dtadtb - a2 (t)QOab ;

wobei ¢, die Riemannsche Metrik konstanter Krimmung entsprechend einem der Falle K = 1,0, —1
bezeichnet, entlang einer Geodaten « mit Tangentialvektorfeld k¢, d.h. k%|,_.(y) ist der Wellen-
zahlvektor des Lichtsignals am Raumzeitpunkt p = v(\) (X ist affiner Paramrter der Geodaten). Die
Frequenz des Lichtsignals, die vom Beobachter mit dem Einheitvektor u®* = (0/0t)® bei p gesehen
wird, ist dann w = g,pk%®|, (bis auf eine universelle multiplikative Konstante).

(a) Zeigen Sie: Vup = aapqp, mit a = da(t)/dt.

(b) Zeigen Sie die Beziehung: dw/d\ = —kk*V uy, = —(a/a)w?.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus (b), dass die Rotverschiebungsformel

wy _ a(t1)
w1 a(tg)

gilt, wobei w; die Frequenz des Photons zur Zeit t; ist (j = 1,2).
(Vgl. Walds Buch, Chp. 5, Aufg. 4)



