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Aufgabe 22
Auf der Raumzeit-Mannigfaltigkeit M = R* sei die Metrik
9w (2) =M + Hu(z) (2 € RY)

mit H,,(z) in transversal-spurfreier Eichung und H,,, = O(e) mit e << 1.

Es seien z(7) und y(o) die Eigenzeit-parametrisierten Weltlinien zweier nah benachbarter massiver
Testteilchen (Masse jew. m > 0), mit den Anfangsdaten

z(0) = (0,0,0,0), dix(T) = (1,0,0,0),
T =0
y(0) = (0,5,0,0) (5>0), %y(c) =000,

(a) Zeigen Sie: Entlang der Bahnkurven z(7) und y(o) (bestimmt durch die Geodatengleichung)
gilt

(%) ——o(r) = (1,0,0,0) + O(e*), und
(%) %y(a) = (1,0,0,0) + O(?)

(b) Es sei (bis auf Korrekturen ~ O(e?), s. Teil (a)) T = (1,0,0, 0) das Geschwindigkeits-Vektorfeld
der " Teilchenschar” bestehend aus den beiden Testteilchen, und

V(r) = y(r) — ()

das " Verbindungs-Vektorfeld" (= Jacobifeld) zwischen beiden Teilchen (7 ist wg. (xx) auch affiner
Parameter fiir die Weltlinie y bis auf Korrekturen ~ O(e?)). Die Jacobi-Gleichung der geodatischen

Abweichung lautet dann
d2
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Zeigen Sie: Bis auf Korrekturen ~ O(e?) liefert dies mit H,, wie unten in (f):

02 . 1. 9% -
G T e

02 5, 1. 9%
(OO) Wv —§5WH12



(bzgl. der Koordinaten der transversal-spurfreien Eichung).

(c) Geben Sie die Lésung der Gleichungen (o) und (oo) an fiir den Fall

(1) H,(z) = Re A, e * Tateo) = — (100,0,k°),
0 0 0 0
P 0 Ay A 0
A,) = - 1
(Ayw) 0 As; —A;; O
0 0 0 0

(d) Interpretieren Sie die nachgewiesenen/erhaltenen Resultate.

Aufgabe 23
Betrachten Sie auf dem R* die Koordinatentransformation

u:xo—mg, v=2a"+2a3.

(a)  Zeigen Sie: Die Minkowski-Metrik 7 hat bzgl. der Koordinaten (u, v, !, z?) die Form
Nuww =1 ="y, Npigt =—1=mn,2,2, alle anderen Komponenten 7, =0

(mit 7y = 77(8%, a%), etc.).

(b)  Es seien zwei nullstellenfreie C*°-Funktionen ¢ : R — R und f : R — R gegeben, die die
Bedingung

() f'1f+d"6=0

erfiillen. Zeigen Sie, dass dann die Metrik g = g, auf R*, die bzgl. der Koordinaten (u,v,z!,z?)
definiert ist durch

Juw = 1= Gou, Ggix (ua v, xlaxz) = _fz(u) y  Gx222 (U, v, xla $2) = _¢2(u) >

die Vakuum-Feldgleichungen
1
Gap = Ricy, — ggabR =0

exakt erfullt.

(c)  Zeigen Sie: Wenn ¢(u) = 1+ y(u) mit v = O(e) (¢ << 1) vorgegeben wird, dann kann
ein f der Form f(u) = 1 — v(u) + O(€?) so gewihlt werden, dass () erfiillt ist. SchlieBen mit
dieser Wahl von f fiir den speziellen Fall 7(u) = esin(u), dass die Metrik g bezgl. der Koordinaten
(20, 2%, 22, 23) die Form 3

9w () = 1 + Hy () + O(€?)

hat, wobei H,,, von der Gestalt wie in (f) ist.



