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Aufgabe 19
Die Mannigfaltigkeit M = {y ∈ R3 : (y1)2 + (y2)2 = 1} ' S1 × R sei koordinatisiert durch:

Koordinatensystem 1 (entspr. Karte 1) Koordinatensystem 2 (entspr. Karte 2)

x0 ∈ (0, 2π), x1 ∈ R x̂0 ∈ (−π, π), x̂1 ∈ R

y(x0, x1) =




cos(x0)
sin(x0)

x1


 ŷ(x̂0, x̂1) =




cos(x̂0)
sin(x̂0)

x̂1




Eine Lorentzsche Metrik g wird auf M definiert durch

(gµν) =
(

1 0
0 −1

)
= (ĝµν) .

Ist die Raumzeit (M, g) zeitorientierbar? Besitzt sie geschlossene zeitartige Kurven? Können je zwei
Punkte p und q aus M durch eine zeitartige Kurve verbunden werden?

Aufgabe 20
Es seien Rµνρσ die Koordinaten-Komponenten des Riemannschen Krümmungstensors Rabcd = gaeR

e
bcd

einer Raumzeit (M, gab). Die Symmetrien des Riemannschen Krümmungstensors schränken die An-
zahl N der unabhängig vorgebbaren Komponenten Rµνρσ stark ein. Wie groß ist N? Wie ändert
sich N mit der Dimension n von M ?

Aufgabe 21
Zeigen Sie, dass eine Raumzeit (M, gab) genau dann flach ist (d.h. Rabcd = 0 auf ganz M), wenn
M mit Karten (Uα, ψα), α ∈ J , überdeckt werden kann derart, dass bzgl. jeder dieser Karten
ψα = (x0, . . . , x3)α gilt:

∂

∂xλ
gµν = 0 auf ganz Uα .

Welche der folgenden Raumzeiten sind flach?



• die de Sitter Raumzeit (s. Aufg. 12)

• die zweidimensionale “zeitartige Zylinder-Raumzeit” (s. Aufg. 14)

• die zweidimensionale “raumartige Zylinder-Raumzeit” (s. Aufg. 19)

Geben Sie ein Beispiel für eine 4-dimensionale Raumzeit, die flach ist, aber nicht mit der Minkowski-
Raumzeit, oder einem Teil davon, übereinstimmt.

Bem.: Es ist nicht ganz einfach, aus Rabcd = 0 die Existenz der Karten mit den geforderten Eigen-
schaften zu schließen. Sie können voraussetzen, dass Rabcd = 0 genau dann gilt, wenn der Paral-
leltransport von Tangentialvektoren unabhängig von der Wahl der Verbindungskurve ist, und das
Poincaré-Lemma benutzen. Ziehen Sie ein Lehrbuch über Differentialgeometrie zu Rate!


