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Übungen zur Allgemeinen Relativitätstheorie

Aufgabenblatt 5

Aufgabe 13

Es sei g eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M und es sei ∇ der zugehörige Levi-Civitá-Zusammenhang.

(a) Zeigen Sie, dass bezüglich beliebiger lokaler Koordinaten (x1, . . . , xn) für die Christoffelsym-
bole Γσ

µν die Relation
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gilt, mit gµν = g
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und gµσgσν = δµ
ν .

(b) Zeigen Sie, dass bezgl. beliebiger lokaler Koordinaten (x1, . . . , xn) um einen Punkt p ∈ M

gilt:
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Aufgabe 14

Die Mannigfaltigkeit M = {y ∈ R
3 : (y2)2 + (y3)2 = 1} ≃ R × S1 sei ausgestattet mit den lokalen

Koordinaten x0 ∈ R, x1 ∈ (0, 2π), Koordinatisierung:

y(x0, x1) =





x0

cos(x1)
sin(x1)



 .

(a) Bezüglich dieser Koordinatisierung sei auf M (genauer: Auf dem zur Koordinatisierung gehörenden
Kartenbereich) eine Riemannsche Metrik g definiert durch

(gµν) =

(

1 0
0 1

)

.

(b) Bezüglich dieser Koordinatisierung sei auf M eine Lorentzsche Metrik g definiert durch

(gµν) =

(

1 0
0 −1

)

.

Die Länge einer parametrisierten C2 Kurve γ : [α, β] → M ist gegeben als

Lγ =

∫ β

α

√

g(γ̇(t), γ̇(t)) dt .

Betrachten Sie im Fall (a) zwei beliebige Punkte p und q auf M und ermitteln Sie die C2 Kurve
minimaler Länge zwischen beiden Punkten. Zeigen Sie, dass dies eine Geodäte ist.



Betrachten Sie im Fall (b) zwei beliebige, zeitartig zueinander liegende Punkte p und q auf M (d.h.
p und q können durch zeitartige C2 Kurven verbunden werden) und ermitteln Sie die C2 Kurve
maximaler Länge zwischen p und q. Zeigen Sie wieder, dass dies eine Geodäte ist.

Aufgabe 15

Berechnen Sie die Christoffelsymbole Γσ
µν für die de Sitter Raumzeit dS4 bezüglich (1) der hyper-

bolischen/polaren Koordinaten (x0, . . . , x4), (2) der flachen Koordinaten (x̂0, . . . , x̂4), wie in Aufg.
12 angegeben.

Besprechung: In der Übung der kommenden Woche.


