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Aufgabe 10
Fiir die 2-dimensionale Sphire 5% = {(z,y,2) € R : 2% + 4% + 22 = 1} waren die lokalen Karten
der stereographischen Projektionen gegeben:

(1) Projektion vom “Nordpol’: Uy = S?\{(0,0,1)},
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(2) Projektion vom “Siidpol”: Us = S?\{(0,0,—1)},
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Eine weitere lokale Karte (V,¢) erhilt man implizit dadurch, dass die S? in sphirischen Polarkoor-
dinaten angegeben wird, d.h. man gibt o' an durch

© (8, ¢) = (sin() cos(¢), sin() sin(¢), cos(h)) .

Geben sie den Definitionsbereich von ¢ =1 an (entspricht (V)), d.h. den maximalen Bereich von
Winkeln 6 und ¢, fiir den die Abbildung ! invertierbar ist (beginnend bei # = 0 und ¢ = 0).
Bestimmen Sie den Katenbereich V. Bestimmen Sie Koordinatenwechselabbildungen vx o o =1 und
po ¢K,1 sowie die zugehorigen Definitionsbereiche.

Aufgabe 11

Zeigen Sie, dass der Tangentialraum T, (M x N) an einem Punkt (p,q) der Produktmannig-
faltigkeit M x N in kanonischer Weise isomorph ist zur direkten Summe der Tangentialraume
Tp(M) @ Ty(N).

Aufgabe 12
Die Mannigfaltigkeit dS* der de Sitter-Raumzeit ist

ds* :={0’ v " %y e R (0 — (1) — (47 — () — (v*)* +1=0}

Eine lokale Karte (V,¢) ist implizit durch folgende Koordinatisierung (d.h. die Angabe von ¢~!)
gegeben:

(™)t x,0,¢) = 3° =sinh(t),

(eIt x,0,6) = y' = cosh(t)sin(x)sin(0) cos()
(e ™2(t,x,0,6) = o> = cosh(t)sin(x)sin(0)sin(e),
(¢t x.0,9) = 1y’ = cosh(t)sin(x)cos(6)

(e H*(t,x,0,6) = y* = cosh(t)cos(x)



Bestimmen Sie wie in der Aufgabe zuvor den Bereich der Koordinaten t,, 6, ¢ so, dass ¢! in-
vertierbar ist, und den Bereich V.

Eine weitere Karte (f/,@) fiir dS* ist gegeben durch die Abbildung

Wyt vt vty = E=In(y’ +yY),

j
00y 2yt Y = i = Y | =1,2,3).
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Ermitteln Sie den Kartenbereich V (Skizze — in einem Diagramm, in dem 3, 3! und y* dargestellt
werden).

Man kann auf dS* eine Lorentzmetrik g einfiihren, indem man dS* als Teilmenge des R betrachtet
und entsprechend die Tangentialvektoren an dS* als Vektoren im R®, und definiert

M»

oW -y —y)=U -y’ —y)° W -y —y)

J=1

fiir Vektoren Y/ = ¢/ —y und Y” = y" — y in T,(dS*), y € dS*.

Es seien 20 = ¢, 2! = X, 2 =0, 23 = ¢ die Koordinatenfuntionen der Karte ¢ und 29 = ¢ und 27
(j = 1,...3) die Koordinatenfunktionen der Karte ¢. Bestimmen Sie die Koordinatenausdriicke fiir
die Metrik g in den Karten:

0 0 R 0
Guwly = gy(@’ya w’y) und  Guuly = gy(@‘w @‘y)

fur y aus dem Definitionsbereich der jeweiligen Karten.

Besprechung: In der Ubung der kommenden Woche.



