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1.

Mathematik

di tanhz = cosh™2 2
T

Integrale:
7 N
. . T
/ exp [8p?] dVp = v
—00

Integral iber Relativkoordinaten: R= % mit dﬁd(r_ﬁ —71) =dridr

Stirlingformel:
In(n!) = n-ln(n) —n =in(n)

geometrische Reihe:

N-1
; 1—aN
xTr =
1—x
i=1
Noo
i 1
xr =
1—-=z

fir |z] <1

Gamma-Funktion:

Zeta-Funktion:

Integralapproximation:

gzﬁ:=g/dd

27Td/2 oo
:g( 27 T(d2) /dkkd ! / g(e)de



1.1 Zentraler Grenzwertsatz

e X, Xo,..., Xy unabhingige Zufallsgrofien

w(Xy),w(X3),...,w(Xn) Wahrscheinlichkeitsverteilungen

_ (Y —(a)N)?
° w(Y) ~—— L1 o7 aN(ax)?
V27mN(AX)2

= Wahrscheinlichkeitsdichte geht fiir N — oo gegen Gaussverteilung

=
!
=
>

AY AX o1
Y) (X)VN — VN

= Fiir grofle N wird Y sehr scharf

1.2 Wahrscheinlichkeit eines Subsystems
P(B) =) P(A;B)
A

1.3 Deltafunktion
/ deg(@)o(f@) —a)= 3 m / ded(e — o, — a)glx) =

nullstellen
- /df’/df”d(? ) =)
1.4 e-funktion
(1+ %)N Moo, oo

1.5 Laplacetransformation

1.6 Funktional-Ableitung

/ SF[p(x)]

d
50(2) Y(x)dr = —[p + e

e Funktional: F[¢)] = ()

o Kettenregel: F[y] = [dF'V (Zy(7))

g(z; +a)

nullstellen

(1.1)

(1.2)

(1.3)



e Produktregel: F[¢)] = G[]H[¢)]

SF[W()] _ o JOH[Y()] | 0G[RH()]
ey U em e Y )
e Funktional: F[y| = [dFV(Z,7 )y ()
Mggz/’((g)] =V (&7 (1.5)
e Funktional: F[¢] = [di (Vy(7))?
525#((:)’,)] _ _QVZT/’(F) (1.6)
o Freie Energie:
SF[n(M)] _ . Lo on(r)
S = ]+ [ a5 = ) (1.7)
1.7 Volumen n-dim Kugel
aN/2
Vy = mRN (1.8)
1.8 Satz von Cavaleri
f 2 2\1/2
V, = [R Vit ((R ~2?) )dacn (1.9)
1.9 Faltungs-Theorem
F(f*g) = (2m)2F(f)F(g 1.10)
F(f)* Flg) = (2m) 2 F(fg) (1.11)
1.10 Fouriertransformation
fr= % / AP f (P)e~ R (1.12)
_ 1 iR
1M =7 ngfk (1.13)
S = %/ddf'e_i(g_’?)F — @5(%— ) (1.14)
§(F—7') = %Ze“(f'*f”)’; (1.15)



2. WH:letztes Semester

Response-Koeffizienten
Xi; = 2:02,&j = 2;0,,0,,y, m? Stiick

Wirmekapazitit ,x € {p,V} rein thermisch
as )
OP = T (W)p,N = (a#)p,N
as )
Cy =T (fT)V,N = (a#)v,zv
Kompressibilitat rein mech.
_, [OV
Thm. Ausdehnungs-Koeff. a=V —
oT pN
A
Isobarer Ausdehnungs-Koeff. o =p —
or)y

¢ Thermodynamische Potentiale

Y(X) > Z(A) =Y — AX
dZ = dY — AdX — XdA = —XdA

— Freie Energie
F(T,V,N)=U—-TS = uN —pV
dF = —SdT — pdV + pdN
— Enthalpie

H(S,p,N)=U +pV
dH = TdS + Vdp + pdN

Gibbsche Freie Enthalpie
GT,p,N)=H-TS=U+pV —TS =uN
dG = =5dT' + Vdp + pdN
— Groflkanonisches Potential

J=U—-Ts—uN = —pV



2.1 Statistik

e Phasenraum:

N JER
Hizl dg;dp;

S T

e kanonisches Ensemble

— Zustandsumme
— Erwartungswert
(A) = / dl’'A - o
— Phasenraumvolumen
I(E,V,N) = /dF@(E —H)
— Zustandsdichte T
E)= | dI'6(F — = —
o(B) = [ avs(e—m) = 4
— Energieverteilung
E
w(E) = (5(8 ~ ) = ) o=m

— Freie Energie

— Energie

— Entropie S(T,V,N) = %X 4 kpinZ(T,V,N) = —9rF = kp2:(TInZ)
— Druck p= -0y F = %%an

¢ grof3kanonisches Ensemble

— Fugazitét:
(2.1)

— Zustandsumme

— Erwartungswert

ZﬁzodeNe_ﬁ(H_”N)
(4) = Z
G
— Teilchenzahl:



— Fundamentalrelation

isotropes System:
Z(dim = 3) = (Z(dim = 1))3

Energie:

Teilchendichte:

2.2 Ideales Gas

thermische Wellenlange: Ay = \/ﬁw

Zustandssumme:

Freie Energie:

Entropie: s = % + Zv — £n = kpin(u®/?v)
Innere Energie: U = %Nk:BT

Druck: p = nkgT

Wiérmekapazitat:Cy = %kB

Fugazitét:

Teilchenzahl: (N) = iTV

T

(2.2)



3. Quantengase

nichtrelativistische Fermionen und Bosonen, deren Wechselwirkungen vernachlassigt werden, Quasiteil-
chen in kondensierter Materie und relativistische Quanten, insbesondere Photonen
Bedingung: n)\3 > 1 mit Ay = \/#7

2nemkptT
e Schrédingergleichung: ih4|¥) = H|W)

e Erwartungswert: (O)(t) = (¥(¢)|O|¥(t))

Darstellung iiber Orthonormalsystem: |¥) =" ¢, |n) mit ¢, = (n|¥)

Komplette Basis: (n|m) =d und 1 =73 |n)(n|

Kommutator: [:%]3, ﬁ] = [f), ]ﬂ + [@,]ﬂ P

Ehrenfestgleichung: %(OA> = %( [ﬁ, O] + %

3.1 Kinematik

Hamiltonoperator: H = . £

i 2m

ipT
R

Einteilchenfunktionen im Ortsraum (in Volumen V, periodische Randbedingungen): (¥]p) = e

Impulsquantenzahlen: 5= hrV 4 (v1,v2, ..., Vd)

—2

Einteilchenenergie: Ey = 2—

Einteilchenzustandsdichte: g(E) = ggoE £-1

Integral-Approximation: Y, ny — [ deg(e)n(e)

—2 Photonen
g=<d  Phononen (3.1)
2 Elektronen

;o —2 massiv (3.2)
1 masselos



3.2 Statistik

—1 DBosonen
60=+<1 Fermionen

0 klassischer Limes

von Neumann-Gleichung: ih-4 j(t) = {f[,ﬁ(t)]

Phasenraumdichte: p =" pn|n)(n|

kanonisches Ensemble: p = exp~PH und p, = (n|pln) = % exp~FPn

kanonische Zustandssumme: Z = tr(exp #) = 3 exp=#En

Ununterscheidbarkeit der Teilchen
Basissystem der N-Teilchenzusténde:

|p11p2: ~"7pN> = NZ(_é)PP|ﬁ7’1>|ﬁP2>|ﬁPN>
P

Fermionen: Slaterdeterminate, Pauliprinzip
Besetzungszahlenbasis: |p;) — |nz)
Bedingung: N =}, ny

Energie: E(ny) = >, niex
Groflkanonische Zustandssumme:

Zo = i 3 e BB —uN) = N7 =8 2 ek =)
ng

N=0 ng
— Hk Z e—ﬁnk(ék—#) — Hk(l + 6e_ﬁ(5k_ﬂ))%
Nk

Achte auf die Konvergenz! (u — 0)

Bosonen: p < ¢ (sonst konvergiert die Summe nicht)

Klassischer Limes: § — 0 : (1 4 de=Bles—m)5 —y e 7*7)
Fundamentalrelation:
kT
pV =—J=p""In(Zg) = % D (1 + s Pl = 2/d6g(e)n(e)e
k

Durch Integral-Approximation: p = Zu (auch fiir Kondensation giiltig: € in Integral killt @)

mittlere Teilchenanzahl

neV = (V) = ZEE = 5
k

Man kann daraus p((N)) entwickeln (Sommerfeld-Entwicklung)
Verteilung:

oJ 1

nle) = () = 5° = o=



6 " T T I T T

— Bose-Einstein
— Fermi-Dirac
Maxwell-Boltzmann

e Innere Energie

U=> enlng) = gPV
k

e Obervablen:

o
(A) =V / deg(e)n(e)A
0
e Integrale: Fermi-Dirac-Funktion, Bose-Einstein-Funktion (siehe Bild)
Bose-Integral: ;1 = 0 — Funktion geht in Zeta-Funktion iiber.

e Losungen:
af5/2(2)/BA}  massive Fermionen

0 =< 8952 (z)/b’)\%w massive Bosonen
g”zé’fi,fjf masselose Bosonen (Welle)

3.3 Bose-Einstein-Kondensation
e f=—-1,7=2,g=3

e Teilchendichte/Temperatur ist begrenzt (Bild):

n = @ - /0 ~ deg(en(e) = gsﬁ}(z) (3.3)

= nA3 < g3/2(1) = ¢(3/2) (Zetafunktion) fiiry = 0

= Man kann T nicht zu klein und n nicht zu grof8 in dieser Aproximation wahlen, danach gibt es
Konvergenzprobleme =- Definition von 7, und n.

e Grundzustand:
kgT
€0 — [

n(e — ey) ~ ~ O(V),O(N)

= extensive Besetzung eines Summengliedes = Konvergenz: n(ep) muss aus y ... genommen wer-
den, bevor es in ein Integral iibergeht

e Korrektur fir u=0 (T <T. = puK ,n>n,= C(3/2)):

[ n(eo) ¢3/2)  n(eo)
n= | deg(e)n(e) + VO =N + VO (3.4)

10



Ordnungsparameter (Bild):

\I/_n(eo)_ 0 fieT > T,,n < n,
N N ( )3/2—1—% furl <T.,n > n,

=

Thermodynamik: Fiir T' < T, ist die Thermodynamik ist alles proportional zum idealen Gas mal
der ,normal fraction®
— ,normal fraction®: n,, = n(1 — )

— Impuls: p = 2u = 0.51n,kpT = 0.51kpT = 0.51nkpT (£ )%/
— horlzontale isotherme mit wert p. im p-v-Diagramm fur T < T, (Bild)
pe = p(T,n = n.) < (kpT)>? Bild
pe = p(T = Te,n) o n®/?
— Druck ist abhéngig von T,n an ein Maximum p. gebunden

— Wirmekapazitat (Bild): nC, = 1.9n,kp

Experiment: ,time-of-flight* Messung

3.4 Entartetes Fermigas

§=1,7=2,d=3

Fermi-Verteilung Bild: n(e) = m

Teilchendichte: n = fo‘x’ deg(e)n(e) = gfs/z( z)

T

Teilchenerhaltung (??)Bild: u < ep
,Tieftemperaturen* (T' < 10°K): T — 0, p = ep
— n(e )—>@(6F—6)

- n= = ;7 g(e)de el
( )V N
— Impulsraumvolumen ~ Phasenraumvolumen ~ Teilchenzahl N ~ Zustandzahl
— Druck: pg = Juo = fo €)ede x n®/3

— Ist von unten beschrankt (Belm Bosegas von oben beschrénkt)

— Entropie (3.Gesetz der Thermodynamik): T'sg = ug + pg — neg = 0
— Kondensat enthélt keine Entropie (fiir T — 0 wie beim Bosegas)
— fiir finite T: T's = u + p — np = O(T?) (aus Sommerfeldentwicklung

3.5 Sommerfeldentwicklung fiir Fermigas

e Berechnung von u(T), p(T), u(T)

e partielle Integration:

n= /000 deg(e)n,(e) = T'(e)n,(e)

- /00 del'(€)deny,(€) (3.5)
0 0

e Ableitung von n,(€): deny(e) = ﬁ% nahe an Deltafunktion

11



Taylerentwicklung von I' in der Ndhe von p # ep mit = (e — p)

(€= p)*+0(e)

€=

T'(e) = T'() + [linear] + %(569(6)

=n= /000 ﬁf(u + akpT)dxr = T'(u)n(0) — %559(6)

y | dete = wono

ungerade Potenzen verschwinden wegen der Symmetrie von den,(€)
2

™

e=p 3ﬂ2

. 1
€7 ocn=T(u) - 56eg(c)

chemisches Potential:

=€ 1—7T—2 kT i
p=er 12\ ep

-2 T
n = ko 12 Ty B
Druck:
2
T
p—po= EnnkBT

yhormal fraction“:n,, = n(1 — ¥) = n(%)
Entropie:

Ts=u+p+nu=0(T?) =s=0(T)

3.6 3.Hauptsatz fiir Quantengase

Bosonen:

T2 fir  massivér = 2
Co X d - «
T fiir ,,masselos“T =1

Fermionen:

2 T
v =kp——
o= By,

3.7 Klassischer Limes und Austauschwechselwirkung

Bedingung: nA3, — 0
Phasenraumvolumen: I' >> N = Kontinuum-Approximation
Zustandssumme iiber die Summe {iber (anti-)symmetrischen Produkt-Eigenzustanden:
. p?
Z=tr|e M) =3 (pile 2

Ppi

Pi)
mit den (anti-)symmetrischen Produkt-Eigenzustinden

12
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(3.7)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



e Zu beachten Anti-/ Symmetrie der Eigenfunktionen (siehe Permutationsfunktion)

e Approximation durch Integral

Z . dNﬁ 6 P p% (ad bd - h p?\f d g g h
= | N . (=9) ezp[—ﬁ% —ipi(ri — 75/ ]exp[---]el"p[—[?% —ipN(rN —7TPy) /N

(3.16)

e Heranziehen der ersten Permutationsterme (nur fiir hohe T) bis quadratische Ordnung (siehe Virial-
Entwicklung im kanonischen Ensemble)
— nur zwei Partikel kénnen getauscht werden.
— ist moglich da die Wahrscheinlichkeit bei hohem T sehr niedrig ist, dass zwei (zu tauschende)
Partikel in selben Volumen A3, sind

dVry - L
i<j
(3.18)
e Virial-Entwicklung:
N(N -1 e
Z = Zig(1 —5%/&”%@ ) (3.19)

mit dem Statistischen Potential Bild:

_ 2n72

Vopp = —kgTin[l —de >t | (3.20)

fiir Bosonen attraktiv und Fermionen repulsiv

o Quintessenz: Auf Semiklassischen Level (nur bei hohen T und niedrigen n!) verhalten sich Fermionen
und Bosonen wie klassische Teilchen mit statistischen Potential

e Freie Energie:

BF = F,, + NBn (3.21)

SAS,
25/2

o Zweiter Virial Koeffizient: B =

13



4. Wechselwirkende Vielteilchen-Syste:

4.1 Definitionen

Paarwechselwirkungen: Einfaches Bild von realer Komplexitit von Vielteilchensystemen

=2
M=) oV (41)

mit V({r}) = Zi<j v(ri —17)
Paarkorrelation (,,pair correlation*): (zweite Gleichung fiir ununterscheidbare Teilchen)

— mikroskopische Dichte:
— ,one point“ Funktion:
— homogenes System:

— ,two point“ Funktion:
— homogenes System: n(r",7") = n(r"’ — )

Paar-Korrelationsfunktion

Radiale Verteilungsfunktion (siche Bild):

(4.3)

— homogenes System ((N) = const): g(¥) = V{(6(F — 73 + 11))
— isotropisches System: g(7) = g(|7])

(~ Wahrscheinlichkeit, ein Partikel im Abstand r zu finden)
— Limes n — 0:

Paar-Fluktuation (,,pair fluctuation®) (siehe Bild) fiir homogene Systeme:

h(r) = g(r) — 1= %((ﬁ(F)ﬁ(OD = (7(0))%) (4.4)

= h(7), g(F) beinhalten die Information zur Pack-Struktur von Atomen/Molekiilen

Strukturfaktor (,structure factor*) (Youngs Prinzip)(siche Bild) fiir homogene Systeme:

(4.5)

(4.6)

(4.7)

14



Fluktuations-Dissipations-Theorem:

—14n / dih() (4.8)

= Phaseniibergéinge (siche Bild):
Langreichweitige Korrelation < GroSe Fluktuationen < [ drh(7) divergiert

4.2 Paarkorrelation und konstitutive Relationen

Energie:

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
Druck:

(4.14)
mit Q(N) = [ eV
4.3 Gase und Virial-Entwicklung
Radiale Verteilungsfunktion (fiir n — 0)

(4.15)
2. Virial-Koeffizient:

(4.16)
Energie (fiir n — 0)

(4.17)
Druck (fiir n — 0)

(4.18)
Freie Energie:

(4.19)

15



4.3.1 Virial-Entwicklung

4.3.1.1 Groflkanonisches Ensemble:

pvV. _ N
T = InZg =In (ENS Z(T,V,N)z ) (4.20)
mit Fugaztitit: z = e#
o Gase: — Entwicklung nach z
= (4.21)
(4.22)
. 2
mit (n(1+z) =z — %
e Teilchendichte:
(4.23)

e Kombination von N-Approximation mit z-Approximation (in zweiter Ordnung zu z):

pV 2 22
— =N-—-(2Z(2)—-Z°(1))— 4.24
L =N - (222) - 22(1)5 (424)
(22(2) — 2°(1)) 2°
=N-nVN—-——""— 4.25
T Z0)E 2 2 (4.25)
(4.26)
mit
mit Konfigurationsintegral:
mit Mayer-Funktion:
4.3.1.2 Kanonisches Ensemble:
Z=21Zyg4 Q= ZZQ/VN exp| ﬂz (ri5)] (4.27)
i<j
(4.28)
mit Q = [ LFe—AVURD = [ L7, =B v
e Definition:
fis = e~ Pv(ris) _ 1 (4.29)
e Konfigurations-Integral:
dSNTi
Q= / II a+s) (4.30)

1<i<j<N

16



Cluster-Entwicklung:

[T G+ =1+ > Fii+D. > fiifu+ (4.31)

1<i<j<N 1<i<j<N i<j k<l

Approximation fiir kleine Dichten: Betrachte nur paarweise Wechselwirkung. — Wahrscheinlichkeit,
dass zwei Partikel nahe beieinander sind, ist gering, fiir 3 Partikel ist sie verschwindend gering —

[licicjen@+fi) 1+300cicion fis

dSNTi
Q=1 +/ Y. i (4.32)
1<i<j<N
ununterschiedbare Teilchen:
N(N -1) dris
=1 4.
Q=1+ 3 / f12 v (4.33)
kanonische Zustandssumme:
(4.34)
(4.35)

4.3.2 Potential der mittleren Kraft
fiir beliebige n:

(4.36)
mit w(7) = v(F) + Aw(F)

ksT
g(7)

Vo) = g (Viadl ) = (V)| (4.37)

Vw(r) =

w(r) ist die Gleichgewichts-Kraft die aufgebracht werden muss, um zwei Partikel vom oo zu 7
(relative Position) zu bringen = Freie Energie

4.3.3 Ornstein-Zernike Integral-Gleichung

Direkte Korrelationsfunktion ¢(7) (fiir homogene Systeme):

(4.38)
(4.39)
(4.40)

Interpreatation

1. Exakte selbstkonsistente Relation, die nebeneinander fiir h und ¢ gelést werden muss. Benutze
sclosure relations® (hypernetted chains, Born-Green, Percus-Yevick random phase approxima-
tion, Mean Spherical Approximation, etc.), um h und ¢ zu beschrédnken (Nebenbedingungen)
= nicht-pertubativ, unkontrollierbare Approximationen

— Mean Spherical Approximation: ¢(r) = —fv(r)

17



— random phase approximation:
h=c+ncxc+ncxcxke (4.41)

= ¢(r) wird aus einer Kette von ,short-range* (direkte) Korrelationen in ¢(r) gebildet
— Percus-Yevick closure for hard spheres:

e(r) = g(r)(1 — e M) (4.42)
h(r<o)=-1 cfr>0)=0 (4.43)

2. Eine Art von Stoérungs-Serien

— Asakura-Oosawa approximation: Storungsentwicklung, ,low-density limit* (akkuratere Dar-
stellung durch Gleichung und Percus-Yevick) :

(4.44)

(4.45)

— hardspheres:

(4.46)

(4.47)

4.4 Thermodynamische Storungstheorie und Fluktuations-
Dissipations-Theorem

Doppel-Hierarchie der isothermen Ableitungen von F(T,V,N) und J(T,V, u)

4.4.1 Thermodynamik

Freie Energie f = %:

(4.48)
Groflkanonisches Potential j = %:
(4.49)
Doppel-Hierarchie:
(4.50)
4.4.2 Dichte-Funktional-Theorie
lasse rdumliche Variationen zu: n(7), p(#)B — bedingt durch externe Felder
Hamiltonian:
-2
Pi - —
H=> 5 T VAR +uU{r}) = (4.51)
g, 1
=) 5+ 5/dﬁ/ di (P (7 — 7)) +/dFu(F)A(F) (4.52)
— 2m

mit 7 = 3, 6(7 — 7;) und (A(7)) = n(7)
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Funktional-Ableitung von H:

52H

on(7)on (i) \

Positions-abhéngiges chemisches Potential:
w(r) = p—u(r)

Groflkanonische Zustandssumme:

Zo =X s [ A Feanl =8 (D - pl)} = e
N

NIX3,
Funktional-Pfad-Integral:

()= /D[ﬁ(r")]

— Integration iiber alle moglichen Realisationen von 7(7)

Minimierung von J:

—0J
on(r)

Funktional-Ableitung von J:

DTN (5(990(7)) = (R — (AR = O 7)

OBu(r)6Bu(r)

Funktional-Ableitung von F(n(r)] = J + [ din(7)u(r):

OF ()
- = u(r
on(7) HAT,
2B8F i
G
on(7)on (i) '

Paar-Korrelations-Funktion:

G(F,7) = (A7) — n(P)(A(T) —n(7)) = <Z (" =)o (7 —175)) — n(F)n(F)
i
=n(7,7) +n(@)o(F — ) — n(P)n() = n(F)n(7)h(F,7) + n(F)o(F — )

— G(7,7) ist symmetrisch in Argumenten

— Zusammenhang zwischen Korrelationsfunktion und Response-Funktion
homogenes System: C/(77) = n?h () + nd(7)
Sq = %fdf’G(F)ein

Doppel-Hierarchie:

' —52J §2BF '
[ — (_ . ; — / 7 G(F PG YY) = §(F — 7
,/” Su(P)ou(m) on(r)on(r") G ) (7, 7) = 87 =7)
Fourier-Raum: Gq_1 = GLQ
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e Ideales Gas Freie Energie:

3, = /(/mf-) [In(n(F)A}) — 1]

0F;g B

on(r)

82 F;

ig o(r—1")

on(F)on()  n(F)

e externe Freie Energie und direkte Korrelationsfunktion:

5F.,
on(r)

= .U(F) - Uig(f‘) = Nex(f)

52BF., R
— = —c(r, 1)
on(r)on(r") '
2BF o(r—1")
on(F)on(r) n(r)

e Ornstein-Zernecke-Gleichung:

W) = o7, 7) + /(/mm (e )

e Fiir homogene Fliissigkeiten:

h(r) =c(r) +n /(]lﬁ’.;]l(y 7 — 73])e(|T2 — 73))
e Fourierraum:

1
1 —ncqy

hg =cq+nhgcq — Sq=14+nhy=

4.4.3 Fluktuations-Response-Theorem

e fiir homogene Fliissigkeiten: abgeleitet durch Stérungstheorie 1. Ordnung

e externe Stérung:

u(F) = re

Vv

e Storungs-Hamiltonian:

UgN—gq

U= / dri(F)u(F) = <=

mit 7, = Y, e
e Resultierendes Dichtefeld (in Anwesenheit der Stérung U)

<ﬁq€76u> %

(Ng)u = W ~ ng + Vv ((Rg)(—q) — (RgN—g))
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e Abweichung vom homogenen System:
vnéu) = (g)u — (Nq) = ——7 (0Ngbh_q) = —BugnS, (4.77)
e Suszeptibilitéat:
(4.78)

Homogenes System: x(7,7) — x(¥F— ) — X4

e Fluktuations-Response-Theorem
(4.79)

Der Strukturfaktor (Suszeptibilitdat) kontrolliert die Dichteéinderung als Antwort zu einem externen
Storungs-Potential.

4.4.4 Storungstheorie

1.
BF.y [n(F)] = — /0 "o / din() /0 N / & (7 )ew (F, 7) (4.80)
fiir homogene Systeme:f fe, (7) = —n? [} a(1 — a)ca (7)
Foo [n(7)] = % /0 o / dF / A7 m (F, 7 (7 — ) (4.81)

4.4.4.1 Random-Phase-Approximation

(4.82)
e Interpretation
1. Vernachlassigung der Korrelationen
(4.83)
— auch gut fiir dichte Fliissigkeiten fiir grofie Trennung von 7 und 7
2. Néherung fiir kleine Dichten
(4.84)

— gut fiir kleine Dichten und schwache WW (c(7) ~ f(7) = e () ~ —Bu(7))
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4.5 Dichte-Funktional-Theorie

4.5.0.1 Inhomogenes Ideales Gas

585y = [ dra(d) [in(n(N}) - 1

5B 8(r' =)

homogener Fall:

4.5.1 Geringfiigig inhomogenes Fliissigkeiten

kleine Abweichungen von dem bekannten homogenen System

on(7) = n(7) - n
Fin =F- Fhom

=

mit [ dién(F) =0 und [ din(f) = N

Minimum-Kondition:

mit Uepr = Bu(r) — fdf”c(f‘;f”)(Sn(f’,)

4.5.1.1 Possion-Boltzmann-Theorie

Beispiel fiir RPA in Dichtefunktionaltheorie

ne(#) = ny (7) = n ()
Barometer-Gleichung:
ni(7) = 2 eFAOM

2
ny —n_ = nsinh(LO)

22

(4.85)
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e Possiongleichung:

= BV2O(F) = —4n22lgne = K2 sinh(BO(7)) (4.100)

mit Deybe-Linge(Linge beider Stérungstheorie verfillt): xk? = 4nz%lgn
mit Bierrum Lénge: I = fe?
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5. Kritische Phanomene

extreme Form von Universalitét, kollektives Phdnomen

z.B. Magneten oder Gas-Fliissigkeits-Ubergang konnen in der selben Universalititsklasse sein, also
Systeme, die mikroskopisch und phdnomenologisch v6llig Verschieden sind.

duBert sich in nicht-analytischem Verhalten verschiedener thermodynamischer Gréfen am kritischen
Punkt — definiert kritische Exponenten, die nicht-Analytizitdt charakterisieren.

Betrachten Umgebung um den kritischen Punkt: kleine Parameter
dimensionslose Grofe:

— Temperatur:

— &duBleres Feld h zum Beispiel magnetisches Feld, p,..
Beobachtung

Spezifische Warme: divergiert schwach

Ordnungsparameter:

— neu entstehende ,,Qualitdt“ am Phasentibergang
— firt <0

— Beispiele: latente Warme (vdW), spontane Magnetisierung, Kondensatanteil (Bose-Einstein-
Kondensation), Volumendifferenz zwischen Gas/Fliissigkeit = hiufig spontane Symmetriebre-
chung

Suszeptibilitét:
z.B. Maxwellgerade hat Anstieg 0 in p(V) und ,unendlichen Anstieg® in V(p)

kritische Isotherme (t = 0):

Korrelationsldnge:
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Theorie zur Beschreibung von Phasentibergdngen
Form des Landaupotentials ist durch die Symmetrie der Phasen festgelegt
trifft keine Aussagen tiber mikroskopische Ursachen des Phaseniibergangs (mean-field-Theorie)

Fluktuationen des Ordnungsparamters durch (V)2

5.1 Landau Theorie

Entwicklung der Freien Energie nach der vierten Potenz:

mit ¢ als Ordnungsparameter (Dichte, Magnetisierung,...)
nur fiir Phaseniibergénge 2. Ordnung zusténdig
Translationsinvarianz: keine 92 - Terme

CL(T) = ao(T — To), U(T) = Up
Extremalbedinung:

Ordnungsparameter:

1
mit dem kritischen Exponenten: § = 3

Spezifische Warme:

mit dem kritischen Exponenten: a = 0
C}, hat nach der Landau-Theorie einen Sprung beim Phaseniibergang.

Suszeptibilitat: mit wird die Stérung von ¢ = g 4+ d¥ berechnet
1OFThY)
Voo

mit dem kritischen Exponenten: v = 1
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kritische Isotherme: T =T,.,t =0,v¢y =0

1 0F(T, h, 1)

_ 3_ g
v a0 =4dug(¢)” —h =0

mit dem kritischen Exponenten: § = 3
Theorie ist ganz allgemein: unabhéngig von Dimension, Landau-Parameter, Charakter des Ord-
nungsparameters

Berechnung der Korrelationslange ist nur iiber den Ginsburg-Landau-Ansatz méglich mit v = %

5.1.1 Skalenhypothese

Verallgemeinerte Homogenitétsrelation in den intensiven Kontrollparametern fiir die Landau-freie-
Energie £, genauer fiir deren singulédren Anteil Lg

Im Unterschied zur bisher verwendeten Homogenitédt ist a;,ap nicht 1 und t,h sind intensive
Variablen.
Insbesondere gilt das fiir die Wahl

also

Neue Analytizitatsannahme (fiir Entwicklung am kritischen Punkt) betreffen Existenz von Limites
£(0), £/(0), £”(0) und L' (z — 00) ~ —x75.
Durch Differentiation bekommen wir die kritischen Exponenten

Cy o ~TORLs(t,h = 0) = ~TO}[H|2 L1(0) oc [t]7r > = 1]~
b ox —pLs(h — 0) o [t 5 L1 (0) o |1

1—2a
X1 < —02L(h — 0) o [t| ot L£L(0) o [t~

t—0 |t|T}t1

—a h ap
b(h) ox —OnLs(t — 0) o —[t] =Ly <1im ) o [t|7e w8 pt = op

Daraus lesen wir die kritischen Exponenten ab:
1 1-— 2ap — 1
a=2——und § = ahundvz h und § =
a; ai ai 1—ap

ap

Zudem finden wir damit Exponentenrealtionen wie man sie auch aus der Thermodynamik bekommt

2—a=28+~

5.2 Landau-Ginsburg Theorie

Landau-freie Energie (groflkanonisches Potential) nahe des kritischen Punktes (Taylorentwicklung
der Freien Energie als Funktion des Ordnungsparameters):

LN
Log 7+ 5 0" =y

26



Allgemeine Methode: Hydrodynamisch: Annahme langwelliger Fluktuationen
— energetische Bestrafung von Fluktuationen auf Gradienten.

Landau-Ginsburg-freie-Energie mit Faktor zur Dimensionslosigkeit n.kgT,:

mit der Landau-Ginsburg-Dichte

mit t = (T'—T.)/T., Ordungsparameter ¢ (z.B. o) und mikroskopischer Langeneinheit | (Steifigkeit
des Systems gegen Fluktuationen). Hier hinge der Ordnungsparameter 1) vom Ort ab und der Term
12/2(V)? betraft die Fluktuationen.

nur fiir schwache inhomogene Systeme definiert — wenig Fluktuation
Qualitative gute Vorhersage — aber nur rationale exponenten

Minimalisierung;:

Zustandssumme:
(5.2)

— Normalerweise Integration im Fourierraum: Beachte doppelte zdhlung im g-Raum, da 1#(1;”6 = z/ﬂf;
und Pim = —yIm

(5.3)
5.2.1 Phasengrenzflichen:
Unterhalb von T, kann das System in zwei Phasen vorliegen (siehe Bild)

Modellierung der Gernzfliche durch Minimierung: Euler-Langrange-Gleichung

Diese ergibt

Wir betrachten den eindimensionalen Fall 1) = v (z) mit antiperiodischer Nebenbedingung ¢ (z —

+00) = £\/—t/g = £V/|tl/g.

Losung: Kink-Profil
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mit 11 = +£4/|t|/g: Gleichgewichtswerte (Minima der Freien Energie)

[21?
und ¢ = —t: Breite der Grenzfliche entspricht Korrelationsldnge mit kritischen Exponenten:

v=—

5.2.2 Korrelationsfunktion

mit ¢ () = Yo + ¢(7):

(—I*V +t + 3g93) ¢]§? =6(7)

aus Landau-Theorie folgt:

Korrelation:

Sh(7) ho
mit (¢(7)) = 0 gilt:
=
=
Ut|=12  fiir  t>0
it £ = dCc=-T_
mit & {;|t|1/2 fir  t<0 o Tenel?

Losung mit h(7) = (¢(7)¢(0)) = h(r) und r > 0:

p(d=1)/2.—¢ fur r— 00
h(r) o d )
r—(d-2) fur & — o0

Reales Verhalten fiir &€ — oo und d < 4:
h(r) ocr= @72 (| %) o g2
— Kopplung von Fluktuationen an Skalen in der kritischen Region

Universale Exponenten-Realtion: v = v(2 — n)
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5.2.3 Ginsburg Kriterium

Landau-Theorie liefert nicht die richtige kritische Temperatur: betrachtet nur kurzreichweitige
Wechselwirkungen Zusammenbruch der Landau-Ginsburg-Theorie: obere/untere kritische Dimen-
sion

Idee: bei T' = T, werden Fluktuationen nicht mehr von dem t2-Term in Schach gehalten. (A)?
muss nun die Fluktuation beschrénken.

Im Gleichgewicht gilt: Lo — £ ~ kT = n.kpT, fv dr 1?(AvY)? =~ kT

nckpT, / dF (AY)? = nckpTt21°60° ~ kpT
|4
= 692 & (I%) |t =

Zusammenbruch der Theorie, wenn % >1

6’(/}2 _ d—4
wz’%(ldnc) Yt
1

— obere kritische Dimension d = 4: Fluktuationen dominieren Thermodynamik; Vorhersage von
Landautheorie ist nicht mehr giiltig

—fiir d,, < 4 Theorie bricht zusammen in der Region: |t| < (;—’)

ern,

untere kritische Dimension: Fluktuationen werden absolut grofl

— Fir d < 2 Hydrodynamik-Tod: Zusammenbruch der Hydrodynamik durch hydrodynamische
Fluktuationen

— Kein Artefakt der Theorie, realer physikalischer Effekt

Golstone-Moden: Hydrodynamische Moden/Anrgegungen, die gebrochene Symmetrien wiederher-
stellen

— sind Langreichweitige Fluktuationen vom zugehérigen Ordnungsparameter

— verbreiten sich fuir d < 2und 7' > 0

— haben dann eine unendliche Korrelationsfunktion

5.2.3.1 Mermin-Wagner-Theorem

— Keine spontanen Symmetriebrechungen bei Systemen mit kurzreichweitigen Wechselwirkungen
moglich fiir kontinuierliche Ordnungs-Parameter (weil Flutkuationen so grof sind dass sie die spon-
tane Symmetriebrechung zerstéren, Goldstone-Moden divergieren)

—Moden verhindern Phasenordnungs-Phanomen fiir alle kontinuierlichen Ordnungsparameter, wenn
Wechselwirkung nicht langreichweitig sind

— Es liegt kein Phaseniibergang 2.0rdnung vor

— keine 1 und 2 dim Kristalle moglich (thermische Fluktuation zerstort Struktur)

Ausnahme: Ising-Modell (diskontinuierliche Variable, Anregung durch Defekte)

Physik von Mebranen und Polymeren werden von Fluktuationen dominiert

5.3 Ising-Modell

Beschreibung;:
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— N binére, klassische Spinvariablen s; = +1,i=1,..., N
— diskrete Freiheitsgrade auf regulirem Gitter

— praktische Idealisierung fiir viele Anwendungen

Paradigmatische Extremfille:

keine Wechselwirkung der Spins: Paramagnet

nur néchste-Nachbar-Wechselwirkung:

H= 7]2 SiSj
(i)

jeder-mit-jedem-Wechselwirkung: mean-field
H= —JZ SiSj
1<j
— Zufallswechselwirkung: Spinglas-Modell
H=— Z Ji’jSiSj
i<j

Fiir J > 0 ist es ein Ferromagnet und fiir J < 0 ein Anti-Ferromagnet.

Hamiltonian bei dulerem Feld und interacting points ip:

H({Sl}) = 7JZSZ'SJ' - thl

%

5.3.1 Dimension d =2

Mean-field-Theorie

Theorie fiir ,,extensiv viele Nachbarn® zum Beispiel fiir unendliche Raumdimensionen oder unendlich-
langreichweitigen Wechselwirkungen.

Die Nachbarn erzeugen ein effektives mittleres Feld fiir jeden Spin.

Homogene Theorie ohne Fluktuation: s; = 0 + As; — 535 = 00 + 0As;

Wir nehmen hier an, dass jeder Spin mit jedem wechselwirkt, also die Wechselwirkungen unendlich-
reichweitig sind.

Wir bezeichnen J = I/N um eine extensive Energie zu erreichen. Die Wechselwirkung wird fur
unendlich viele Partner auch unendlich schwach, wie bei dem van-der-Waals-Gas.
Es ist der Boltzmann-Faktor

—BH _ B~ ,
e = exp 2N;s,33+5h251
i#j i

Die Zustandssumme ist

7 = Z e PH

{SL}:il
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Zustandssumme eines Paramagneten:

ZParaMag = Z exp [—ﬁ(_]g —h) Z 31] — H Z eBU CHh)si

{Si} i s;==x1

N
— lz AU CHh) ] =2V cosh™ (B(I ¢ + h))

s==+1

Somit gilt fiir die allgemeine Zustandssumme (mit der Naherung ¢ = (s)):

172 %
7 (ﬁZIN> /dC o~ BN a(C.h)
m

mit der Landau-freien Energie:

a(C,h) = g - % In[2 cosh(BI¢ + Bh))

Sattelpunktsndherung fir N — oo:

dca(¢) =0 = (o & dea = I¢ — I'tanh(B(I¢ + h)) =0
Co = tanh(BI¢y + Bh)

1/2
7T

Die Magnetisierung ist dann:

1 F
T=5 XZ: (85) = — lim 8hﬁ = —0na(Co, h)l¢o, — 9eoal(Cos ) [nOnCo

N—o0
=0

- _aha(COa h)|C0
= tanh(BI¢y + Bh)
=Co = (s)

andere Methode: long-range

Z = Z Z exp 8 %Zlijsisj‘FhZSi (513)
(i,5) i

s1==+1 sy==+1

Magnetisierung: m = & (3", s;)

(5.14)
= (5.15)
= > .. ) expB %Mm? +(mI+h)> s (5.16)
si=%x1 sy==%1 i
= e PNI™* (9 cosh B(Im + b)Y (5.17)
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Magnetisierung:

F
m= ahﬁ = tanh S(Im + h)

(5.18)

Fiir kurzreichweitig wechselwirkende Systeme ist diese Mean-field-Theorie im Allgemeinen eine Né&-

herung fir d < d,, (upper-critical-dimension).

short-range

Magnetisierung: m = (s;)
si=m+(s;—m)=m

= 7= Z Z expﬂ(szJrh)Zsi

s1==*1 sy==%1 7
=

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Die MF-Theorie liefert grundsétzlich die klassischen kritischen Exponenten der Landau-Theorie.

Aus ihr kann die Landau-freie Energie hergeleitet werden.

5.3.2 Dimension d =1

periodische Randbedingungen: Transfermatrixmethode

mit sy41 = 51
mit Transfermatrix:

mit Zsi::ti |SZ><81| =1

M+ = e |cosh B+ (e84 Sinhz(ﬁh))l/ﬂ

Kritische Temperatur: T, = 0, Singularitidten fir fJ — oo und N — oo
— achte auf die Reihenfolge der Limites
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e Komische Kritische Parameter: { — ¢

— Exponent: v

=2

gebundene Randbedingungen:

3J

_ Z Z l[i\fl(;,/ﬁ,,,

sy==+1

s1==+1

N BJs;s
Zy= Y IVl
{s;=%+1}
Zng1 = E } ’ H;\(,d./,\',v\, .
si=+1 syyi1=+1

41 (( 3JsN +(7‘)’./>\) - Z\2('U»\ll( f])

= Zn = 2" (cosh(pJ))N 1

5.4 Renormalisierungsgruppe

Partielle Spuren:

e Wenn man partialle Spuren macht:
Nahe des kritischen Punktes wird die Spuren-Energie mit schwachen renormalisierten Parametern

reproduziert.

Am kritischen Punkt ist sie invariant

"fixed points":

stabil: T'= 0, oc

instabil: T'=T,

— fir T' < T, : System lauft durch Renormalisierug in Richtung 7T’
— fiir T > T, : System lauft durch Renormalisierug in Richtung T" = oo

Weg um die kritischen Exponenten zu bekommen

Z(‘ 3H’ Z( BH"

— fiir T =T, : System bleibt bei T' =T,

5.4.1 Ising (d=1)

5.4.1.1 Vorlesung:Transfermatrix

Z= " (s1T|s2)(s2|T]s3)...(sn|T]s1)

mit h = 0, kritischer Parameter: ¢ = ¢

e Partielle Spur:

{Si::tl}
BJ
7o (
Z (s1|T?
{s2i-1=1}

Pl e B
e Pl P

/ 2 2 \
-*’:;,\/QS:{U N -S’r),\)-u(-*’.\'fx U _‘-*'I )
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e Nach Dezimierung kann Zy als Zg fiir eine Kette mit:

e RG-Gleichungen:

e Kritische Exponenten:

-~ N - Iy - - 1
N=- I=2 T*=2'T=2" <f/~
A2 =172 412 = 2cosh(2K)
~ 1
K = - In(cosh(2K))
e N o i 1/2
Bf(K) o 3f(K) — In(2cosh(2K)*/#)
1
T2
1£(2) = 1£(2) — &= —1In(z) = —In(tanh(K)) - g>>1 :

5.4.1.2 Normal

7 = Z HieﬁJSiSi+1

{si=%1}

— E Iy, E B (s2i82i41452i4152i42)

{Szi::tl} {82i+1::|:1}

= Z IIo; (2 cosh(BJ (s2; + S2i42))

{SziZﬁ:l}

CE Mt e

{SQi::tl}

o Rekursionsrelation:

2 cosh(BJ (s2i + s2i42) = Z(K)eK,(K)sM%+2

5//1 (cosh(2K))

_ In(Z(K,N))
- N
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6. Stochastische Thermodynamik

6.1 Einstein

6.1.1 Schritt 1: Statische Kraft-Balance

verdiinntes Gas:

6.1.2 Schritt2: Thermodynamik von Fliissen

"detailed balance'

Stoksches Gesetz (Homogene Bewegung):

mit J = 6mna a: radius, 71 : Viskositét

Ficksches Gesetz:

D: Diffusionskoeffizient

Einstein-Sutherland-Relation:

6.1.3 Schritt 3: Stochastische Thermodynamik

Random walk: Master-equation

Konditionen fiir p, (7):
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— Normalisiert: [ dyp,(7) =1
— Symmetrisch: detailed balance n(z,t)p—y(7) = (n(z + y,t)py (1)
J dyypy(7) =0

Taylor-Entwicklung:

n(z,t+7) = n(x,t) + 70n(x,t) (6.10)

[ vt v.000,(0) = (o 0) [ dup,(0) + On(o.) [ dyoy(r) + Dyan(at) [

%
mit

Diffusionsgleichung: Losung —

6.2 Langevin Gleichung

Stockssche Gleichung:

mit: und

Zeit-Translations-Invarianz:
Zeit-Invarianz-Symmetrie:

Power-Spektrum:

/_ T AHEDEO)) e = 2Tk T

2JkgT2Dm? == / h dt(€(t)£(0))

— 00

6.2.1 Fluktuation-Dissipation & Green-Kubo Relationen

Green-Kubo Relation Reibungs-Koeffizient und Diffusionskoeffizient:

I= g | arewgo) = o [T e

— 00

D= /OOO dt (3 ()(0)) = %ath?)

Fluctuations-Dissipations-Theorem

%sgn(t —t') = k;Tat' (x(t)=(t))
dx(t) Ot —1t) /
2l O D ottt
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dy“-py(r) (6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)



e Losung x und v
e average und correlation

e harmonischer oszillator
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