Relativistische Symmetrie
der Elektrodynamik

Dieses Skript stellt eine Zusammenfassung von Vortrédgen dar, welche im Sommer-
semester 2005 von Studenten des vierten Semesters im Rahmen eines Seminars
gehalten wurden. Das Seminar unter der Leitung von Dr. Roland Kirschner beglei-
tete die Vorlesung zur Elektrodynamik von Prof. Dr. Klaus Sibold; dieses Skript
kann in Ergéinzung zum Vorlesungsskript gelesen werden.!

!Beteiligt am Seminar waren die Studenten Bela Bauer, Felix Daume,
Johanna Geisel, Thomas Meifiner, Martin Palauneck, Giulio Schober.
Das Skript wurde erstellt von Giulio Schober.
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1 Die spezielle Relativitidtstheorie

Ausgehend vom Relativitétsprinzip suchen wir in diesem Abschnitt nach der korrek-
ten Transformation zwischen Inertialsystemen, unter der die Maxwell-Gleichungen
der Elektrodynamik ihre Gestalt nicht édndern. Diese Transformation mufi insbe-
sondere konstante Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen gewdéhrleisten.
Wie wir sehen werden, erfordert die spezielle Relativitdtstheorie ein Umdenken
beziiglich unserer Vorstellungen von Raum und Zeit.

1.1 Relativitatsprinzip und
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Finsteins spezielle Relativitdtstheorie basiert auf dem Relativitdtsprinzip,
welches in seiner allgemeinsten Form wie folgt formuliert werden kann:

Das Wesen aller physikalischen FErscheinungen ist unabhdngig
vom Bezugssystem, beziiglich dem sie betrachtet werden.

Konkreter soll hierdurch ausgedriickt werden:

Die Gesetzmdafigkeiten der Mechanik und der Elektrodynamik
lassen sich durch Gleichungen beschreiben, deren Gestalt in
jedem Inertialsystem gleich ist.

Die GesetzméBigkeiten der Elektrodynamik kénnen durch die vier Maxwell-
Gleichungen beschrieben werden, welche lauten:

V-B = 0
1

VXE+—8tB = 0
C

V-E = 4mp

1 4
VxB--0,E = —~j

& &

Das hierin vorkommende ¢ bezeichnet eine Konstante, welche ca. den Wert
c = 2,998 x 108m/s hat. Die Maxwell-Gleichungen gelten, wie sich
experimentell belegen 148t, in jedem Inertialsystem; sie sind also gerade die
zur Beschreibung der Elektrodynamik geeigneten Gleichungen, deren Exi-
stenz durch das Relativitdtsprinzip postuliert wird. Dies hat jedoch eine
merkwiirdige Konsequenz: Aus den Maxwell-Gleichungen 148t sich ndmlich
ableiten, daf} sich Licht als elektromagnetische Welle mit der Geschwindig-
keit ¢ ausbreitet, wobei ¢ gerade die in den Gleichungen auftretende Kon-
stante ist. Da die Maxwell-Gleichungen in jedem Inertialsystem gelten, folgt
somit, daf sich Licht auch in jedem Inertialsystem mit der Geschwindigkeit ¢
ausbreiten muf, also insbesondere die Lichtgeschwindigkeit unabhéngig von
der relativen gleichférmig geradlinigen Bewegung von Lichtquelle und Beob-
achter sein mufl. Tatséchlich kann dieser Sachverhalt experimentell betétigt



werden: Das erstmals 1881 durchgefithrte und 1887 mit hoherer Genauig-
keit wiederholte Michelson-Morley-FExperiment lieferte das unerwartete Er-
gebnis, dafl die Geschwindigkeit des von der Sonne ausgesandten Lichts un-
abhéngig von der relativen Bewegung der Erde zur Sonne ist.

Insbesondere kann also die Galilei- Transformation nicht stimmen: Fiir
zwei Bezugssysteme K und K’, von denen K’ sich relativ zu K gleichférmig
geradlinig mit der Geschwindigkeit v parallel zur z-Achse bewegt und zum
Zeitpunkt t = 0 mit K zusammenfillt, lautet die Galilei-Transformation

¥ = x—vt

/

y =Y

b, Y M)
t =t

Hiernach miifite zum Beispiel ein Beobachter, der sich mit der Geschwin-
digkeit v in Ausbreitungsrichtung des Lichts bewegt, die Lichtgeschwindig-
keit ¢ — v messen, ein Beobachter dagegen, der sich mit derselben Geschwin-
digkeit in die entgegengesetzte Richtung bewegt, die Geschwindigkeit ¢ + v.
Die Galilei-Transformation muf} also durch eine Transformation ersetzt wer-
den, nach der sich die in den Maxwell-Gleichungen vorkommenden Groéfien
derart transformieren, dafl die Maxwell-Gleichungen in jedem Inertialsystem
obige Gestalt annehmen. Insbesondere muf} die gesuchte Transformation in
allen Inertialsystemen konstante Lichtgeschwindigkeit gew&hrleisten.

1.2 Lorentz-Transformationen

Man betrachte zwei gleichformig geradlinig gegeneinander bewegte Iner-
tialsysteme K und K’, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 zusammenfallen. Zu diesem
Zeitpunkt ¢ = 0 sende eine im Ursprung von K ruhende Lichtquelle ein
Signal aus. Aufgrund der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit breitet sich
dieses sowohl in K als auch in K’ als Kugelwelle mit der Geschwindigkeit c
aus. Ein Punkt (z,y,2) in K wird zum Zeitpunkt ¢ von der Wellenfront
erreicht, wenn die Bezichung gilt:
AR S

In den Koordinaten von K’ dagegen wird derselbe Punkt (2/,¢/,2") zum
Zeitpunkt t' erreicht, wobei gilt:

% g 22—
Fiir die gesuchte Transformation der Koordinaten ergibt sich somit die
Bedingung

A2t 220 e APy 22—



Setzten wir fiir die gesuchte Transformation eine lineare Transformation an,
so a3t sich zeigen, daf} aus dieser Bedingung bereits folgt, daf fiir alle Punkte
der Raumzeit gelten muf}:

242 2 2242 222

A -t -yt -2t =c Yy —z

Fiir Vierervektoren (a#) = (ct,z,y,z) im vierdimensionalen Minkowski-
Rawm mit der Metrik

1 0 0 0

o -1 0 o0
(77;”/)— 0 0 -1 0
0 O 0 -1

bedeutet das

v /, v
Nuwat's” = na'tc
Lineare Transformationen A, die dieses Skalarprodukt invariant lassen, wer-
den als Lorentz-Transformationen bezeichnet. Fiir sie muf} gelten

ATMQ Moo A7) = N oder AT77 A=n (2)

DaB diese Transformationen tatséchlich die gesuchten Transformationen sind,
daB also die Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Transformationen ihre Ge-
stalt nicht &ndern, folgt daraus, dafl die Maxwell-Gleichungen in manifest
kovarianter Form (d. h. als Tensorgleichungen, wo auf beiden Seiten Tenso-
ren gleicher Stufe stehen) geschrieben werden konnen. Dies soll hier zwar
nicht gezeigt werden, aber die Folgerung aus dieser Kovarianz der Maxwell-
Gleichungen unter Lorentz-Transformationen, die Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit in allen Inertialsystemen, deren Koordinaten geméfl Lorentz-
Transformationen umgerechnet werden, wird in Abschnitt 1.4.5 gezeigt.

Fiir Lorentz-Transformationen gilt wegen (2) insbesondere (det A)? =1,
und man unterscheidet zwischen

eigentlichen Lorentz-Transf. L.y {A; det A =+1}
und uneigentlichen Lorentz-Transf. L_ = {A; detA = -1}

Wegen (A%)% =322 (A%)? =1, also (A%)? > 1, kann auBerdem unterschie-
den werden zwischen

orthochronen Lorentz-Transf. L' = {A; A% > +1}
und nichtorthochronen Lorentz-Transf. L' = {A; A% < -1}

Die Menge aller Lorentz-Transformationen L bildet mit deren Verkettung
als Operation eine Gruppe, die also in vier Teilmengen zerfillt: LT, Li,



L' und L' . Hiervon ist nur LL eine Untergruppe von L, da hierin die
identische Transformation, das Einselement der Lorentz-Gruppe, liegt. Die
Lorentz-Transformationen mit A% = 1 und A", = AOM = 0 bilden (als
Untergruppe von LT) die Gruppe der rdumlichen Drehspiegelungen, welche
wiederum in die Gruppe SO(3) der eigentlichen Drehungen (als Untergrup-
pe von LL) und die Menge der Drehungen mit Spiegelung (als Teilmenge

von L) zerfillt.

1.3 Die spezielle Lorentz-Transformation

Die Lorentz-Transformationen wurden so definiert, dafl sie das Skalarpro-
dukt im vierdimensionalen Minkowski-Raum, insbesondere also die Lénge

2 2

z, ot = nuatat = A -2 —y? — 2

von Vektoren (z#) invariant lassen. Lorentz-Transformationen lassen sich
also als Drehungen im Minkowski-Raum interpretieren, die Vektoren mit
den Koordinaten (z#)= (ct,z,y,%z) in Vektoren mit den Koordinaten
(") = (ct',2',y,2') iiberfithren. Jeder Vektor im Minkowski-Raum ent-
spricht einem Ereignis in der Raumzeit.

Wir betrachten nun als Spezialfall eine Drehung in der z-ct-Ebene: Da
hierbei v = y und 2’ = z gilt, erhalten wir die Bedingung

202 _ .2 _ 292 _ 2

C X X

Zunéchst gibt es wegen

ct! 2 ' 2
< 242 _ x’2> o < 242 _ 56/2) =1

einen Winkel ¢’ und eine Darstellung

ct’ = /c2t"? — a2 cosh ¢/
¥ = /c2t? — 22 sinhy/

Aus obiger Bedingung erhalten wir auflerdem

2 2
ct x
< (22 — x/2> - < (22 — x72> =1

also gibt es einen Winkel ¢ und eine Darstellung

ct = 22— a2 cosh (¢ + )
r = /2?2 — 22 sinh (¢ + 1)



Mit den Additionstheoremen fiir Hyperbelfunktionen erhalten wir

ct = 2?2 — a2 cosh ¢ coshyp + /2’2 — 2/2 sinh ¢’ sinh ¢
x = V2?2 — 2’2 sinh ¢’ cosh ) + /2’2 — 2/2 cosh ¢’ sinh ¢

und mit obiger Darstellung von ct’ und z’ also

ct = ct' coshi) + a2’ sinhe)
x = ct'sinhy + 2’ cosh)

Der Drehwinkel ¢ héingt ab von der Relativgeschwindigkeit der Koordinaten-
systeme K und K’. Hierzu betrachten wir den Ursprung von K’ in K: Fiir
' = 0 gelten ¢t = ct’ coshy) und x = ct’ sinh, also tanhy = z/ct = v/ec.
v ist die Geschwindigkeit des Ursprungs von K’ in K in Richtung der -
Achse. Wegen sinh )/ cosh i = tanh und cosh? 1) — sinh?1) = 1 ergeben

sich somit

v
sinhy = = -
-z
1
coshy =
02
-2

In expliziter Form schreibt sich eine in der z-ct-Ebene drehenden Lorentz-
Transformation also

. t’Jrc%:E’
— —
2
R ' +out
- 2
1-= (3a)
y = ¢
z = 2
bzw.
U
t/ _ t—c—2.’1]
122
C
o r—ut
- 2
-5 (3b)
y =y

S
Il
N



Diese Lorentz-Transformation bezeichnet man auch als Spezielle Lorentz-
Transformation. Sie geht fiir v < ¢ {iber in die Galilei-Transformation (1).
Fiir die Vierervektoren (z#) und (z/*) 148t sich die spezielle Lorentz-
Transformation (3b) einfacher schreiben als

720 = ,ny _ B,}/xl
x/l — ’)/xl _ Bvxo (4)
22 = g2
B3 = 3
wobei =2 und v = ﬁ ist.

1.4 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation

1.4.1 Lichtkegel

Das Quadrat der Lénge eines Vierervektors (z#) = (ct, x,y, z) ist nicht not-
wendig positiv. Man unterscheidet deshalb:

>0 :  zeitartiger Vierervektor
s2=(ct)> —x?> { =0 : lichtartiger Vierervektor
<0 : raumartiger Vierervektor

Diese Unterteilung ist, da s eine Lorentz-Invariante ist, in allen Inertial-
systemen gleich. Der Minkowski-Raum 148t sich entsprechend zerlegen:

th

Zeitartig
(Zukunft)

raumartig

Weltlinie
Lichtkegel

raumartig

<V

Zeitartig
(Vergangenheit)
|



Alle zeitartigen Vierervektoren liegen innerhalb des sogenannten Lichtkegels,
der durch s? = 0 definiert ist. Wegen v < ¢ (siche Abschnitt 1.4.5) miissen
die Weltlinien materieller Teilchen, die bei ¢ = 0 im Ursprung gestartet
sind, im Inneren des Lichtkegels liegen. Die Weltlinien der Photonen (v = ¢)
liegen dagegen auf dem Lichtkegel. Alle raumartigen Vierervektoren liegen
auflerhalb des Lichtkegels.

Nun betrachten wir zwei Weltereignisse P; = (ct1, x1) und Py = (cta, x2):
Man bezeichnet diese als raumartig getrennt, falls ihr Abstandsquadrat
52y = 2 (t1—t2)? —(z1—22)% — (y1—v2)? — (21— 22)% < 0 ist (dies gilt zum Bei-
spiel fiir P = (0,0) und einen beliebigen raumartigen Vierervektor P). In
diesem Falle ist ihr rdumlicher Abstand so grof}, daf nicht einmal ein Licht-
signal in der Zeit, die zwischen den Ereignissen liegt, vom einen Ort zum
anderen gelangen koénnte. Dies gilt in jedem Inertialsystem, denn sowohl der
rdumliche Abstand |z — x| als auch der zeitliche Abstand |t — 5| zwischen
P} und P hingen vom gewé&hlten Bezugssystem ab. Zwischen den beiden
FEreignissen kann deshalb keine kausale Korrelation bestehen. Weiterhin 148t
sich zeigen, daf} es eine Lorentz-Transformation in ein Bezugssystem gibt,
in dem beide Ereignisse zur gleichen Zeit stattfinden.

Py und P, werden als zeitartig getrennt bezeichnet, falls ihr Abstands-
quadrat s2, > 0 ist (dies gilt zum Beispiel fiir P; = (0,0) und einen beliebi-
gen zeitartigen Vierervektor P;). In diesem Falle ist eine kausale Korrelation
zwischen ihnen moglich, und es 148t sich eine Lorentz-Transformation in ein
Bezugssystem finden, in dem beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden
(dieses ist natiirlich gerade gerade das Bezugssystem, welches sich in der
Zeit to — t1 > 0 gleichférmig geradlinig von P, nach P, bewegt).

P; und P, werden schlielich als lichtartig getrennt bezeichnet, falls ihr
Abstandsquadrat s?, = 0 ist. Ihr rdumlicher Abstand ist dann in jedem Be-
zugssystem gerade so grof3, dafl die beiden Ereignisse durch ein Lichtsignal
verbunden werden kénnen. Somit ist auch in diesem Falle eine kausale Kor-
relation zwischen ihnen moglich.

1.4.2 Gleichzeitigkeit

Wir betrachten zwei Ereignisse P; und P, welche in einem Inertialsystem K
an den Orten x1 bzw. xo gleichzeitig stattfinden. Die Gleichzeitigkeit beider
Ereignisse in K 148t sich einfach durch zwei synchronisierte (gleichlaufende)
Uhren an den Positionen z; und zo feststellen:

t1:t2, also At:tg—tlzo

Das Inertialsystem K’ bewege sich relativ zu K mit der Geschwindigkeit v
entlang der z-Achse. In K’ finden die Ereignisse P; und P, zu den Zeit-



punkten ¢] bzw. t}, statt, wobei nach (3b) gilt:

v
t/_tl_c_Qxl o=
1= 2=

2 2
v v

v
tQ — 6—2.%'2

also
& (@1 — 22)

At =t —t) = #£0 (1 # 39)

Dieselben Ereignisse P, und P, finden also in K’ nicht gleichzeitig statt.
Dies ist wohl die am meisten dem gesunden Menschenverstand widerspre-
chende Folge der Lorentz-Transformation: Ereignisse, die in einem Inertial-
system gleichzeitig stattfinden, konnen in einem anderen Inertialsystem zu
verschiedenen Zeitpunkten stattfinden; es gibt keine absolute Zeit.

Nun dréngt sich die Frage auf, ob vielleicht sogar die zeitliche Reihenfolge
zweier Ereignisse vom Bezugssystem abhéngen kann. Lassen sich womdglich
Ursache und Wirkung eines kausalen Zusammenhangs zwischen zwei Ereig-
nissen vertauschen?

Allgemein gilt geméf der Lorentz-Transformation (3b):

VvV T2—XT1

c2 ta—t

g

Sind die Ereignisse P; und P, kausal miteinander verkniipft, also zeit- oder
lichtartig getrennt, so mul wegen c?(ty — t1)? — (22 — 21)? > 0 und wegen
v < ¢ (sieche Abschnitt 1.4.5) der Faktor vor ty — t; stets positiv sein, und
die zeitliche Reihenfolge der Ereignisse ist in jedem Bezugssystem gleich.
Ursache und Wirkung lassen sich also nicht vertauschen. Sind P; und P
dagegen raumartig getrennt, so kann der Faktor vor t5 —t¢1 auch negativ sein,
und die zeitliche Reihenfolge der Ereignisse hangt vom Bezugssystem ab.

ty —t) = (ta —t1)

1.4.3 Zeitdilatation

Als n#chstes betrachten wir ein Teilchen, welches sich in einem Inertial-
system K (ct,z,y,z) mit der konstanten Geschwindigkeit v in z-Richtung
bewegt. K'(ct,2',y,2") bezeichne das mitbewegte Inertialsystem, in dem
das Teilchen ruht. Da

(ds)? = ¢*(dt)* — (dz)* — (dy)* — (d2)?
Lorentz-invariant ist, erhalten wir

A(dr)? = A(dt)? — (dx)?



also
2

dr = dt /1 - =
C

Die im Ruhesystem gemessene Zeit 7 wird auch als Eigenzeit bezeichnet.
Aus obiger Formel 148t sich ablesen, daf3 die Eigenzeit stets kleiner ist als
die Zeit, die in einem gegeniiber dem Ruhesystem gleichférmig geradlinig
bewegten Bezugssystem gemessen wird, was sich auch kurz formulieren 148t
als ,,Eine bewegte Uhr lduft langsamer als eine ruhende.“

1.4.4 Liangenkontraktion

Léngenmessungen fiithrt man durch, indem man einen Mafistab an die zu
messende Strecke anlegt und gleichzeitig die Positionen der Endpunkte ab-
liest. Liest man dagegen die Position eines Endpunktes zu einem spéteren
Zeitpunkt ab als die des anderen Endpunktes, so erhilt man ein falsches
Ergebnis, wenn sich der Gegenstand in der Zwischenzeit bewegt hat. In Ab-
schnitt 1.4.2 haben wir gesehen, dafl die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse
jedoch vom Bewegungszustand des Beobachters abhéngt. Das ist der Grund
dafiir, dafl Beobachter in verschiedenen Bezugssystemen fiir die Linge ein
und desselben Gegenstandes verschiedene Werte messen.

Hierzu betrachten wir einen Stab, der in einem Inertialsystem K ruhe
und parallel zur z-Achse ausgerichtet sei. Seine Lénge 1483t sich in K einfach
bestimmen zu

= X9 — I

Das Inertialsystem K’ bewege sich beziiglich K mit der konstanten Ge-
schwindigkeit v in z-Richtung. Fiir die Positionen der Endpunkte in K’
ergibt sich dann mit (3b):

’ Tr1 — ’Utl . xro — ’Utg
ry = —F/—— X

Y
/ 2 2
v v

Was aber ist fiir ¢; und ¢y einzusetzen? Die Ablesung hat in K’ gleichzeitig
zu erfolgen, d.h. es mufl gelten ¢} = t}, nicht etwa t; = to. Fiir ¢; und o
bedeutet das nach (3b):

N~

-2 ty — =
1— 5T =1ty — —5 T2
c? c?

also
v
ta —t1 = — (v2 — 21)
c
Somit erhélt man fiir die Léange des Stabes in K':

2
ll_ / ! 1 v
=ry— 1) = —F/—— 332—371—6—2(332—371)

_ 2
62
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oder

2
;. v
I'=1 1_0_2

Ein in K ruhender Gegenstand erscheint also in K’ um den Faktor 1/1 — Z—;

in z-Richtung verkiirzt; seine Lénge in y- und z-Richtung &ndert sich nicht.

1.4.5 Transformation der Geschwindigkeit

Wir suchen nun die Formeln, welche die Geschwindigkeiten eines bewegten
Teilchens in verschiedenen Bezugssystemen verkniipfen. Hierzu betrachten
wir wieder zwei Inertialsysteme K und K’, von denen sich K’ relativ zu K
mit der Geschwindigkeit v entlang der z-Achse bewege. u und u’ bezeichnen
die in K bzw. K’ gemessenen Geschwindigkeiten eines bewegten Teilchens.
Aus der Lorentz-Transformation (3a) erhalten wir fiir die Differentiale:

dt’ + Lda’ da’ dt/
dt= & T2 g Ny de=dY

_ 2 _ 2
c2 c2

Dividiert man die letzten drei Gleichungen durch die erste, so ergibt sich
wegen der Definition der Geschwindigkeiten als

_dr , dr’
Codt Codr
das gesuchte relativistische Transformationsgesetz der Geschwindigkeit:

/ v2 / v2
u, v Uy\J 2~ 2 Uyt 7@
_ U — —

= = U, =
u’ v Y u! v Z u! v
1+C¢2 1+cxg 1+cxg

u und u

€T

Fiir v < ¢ gehen diese Gleichungen iiber in das klassische Transformations-
gesetz der Geschwindigkeit

!/
uwzu;—i—v Uy = Uy, uZ:u/Z

welches aus der Galilei-Transformation (1) folgt.

Zur Vereinfachung betrachten wir den speziellen Fall, daf} sich ein Teil-
chen parallel zur x-Achse bewegt, d.h. u, = v und uy = u, = 0 gilt (die
folgenden Resultate lassen sich jedoch auch im allgemeinen Fall ableiten).

Wir erhalten so u;, = u, = 0 und u;, = u’, wobei gilt:

u + v
U= u'v
1+

Hieran sieht man, da§ aus «' = ¢ (unabhiingig von v) auch u = ¢ folgt: Die
Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen gleich und insbesondere
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unabhéngig von der relativen Bewegung von Lichtquelle und Beobachter.
Schreibt man obige Gleichung als

1—

so sieht man auflerdem folgendes: Sind v und v’ kleiner als die Licht-
geschwindigkeit ¢, so ist die rechte Seite der Gleichung > 0; somit muf} auch
die linke Seite > 0 sein, und es ergibt sich auch fiir u eine Geschwindigkeit,
welche kleiner als c ist. Dies stiitzt die experimentell belegte Annahme, daf3
die Lichtgeschwindigkeit ¢ eine Grenzgeschwindigkeit darstellt, welche von
materiellen Teilchen nicht {iberschritten werden kann.
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2 Die relativistische Teilchenbewegung und
das Wirkungsprinzip

In der Mechanik lieflen sich die Lagrange-Gleichungen aus dem Wirkungsprinzip
ableiten, welches besagt, dafi die Variation einer gewissen Wirkungsfunktion fiir
die tatsdchlich angenommenen Teilchenbahnen verschwindet. In diesem Abschnitt
zeigen wir, daf3 sich aus dem Wirkungsprinzip auch die relativistischen Bewegungs-
gleichungen einer Ladung im &dufleren elektromagnetischen Feld ableiten lassen.
Hierzu miissen wir eine geeignete relativistische Wirkungsfunktion finden.

2.1 Wiederholung: Das Wirkungsprinzip in der Mechanik

In der Lagrangeschen Mechanik wird ein System beschrieben durch eine
Lagrange-Funktion £, welche von den Koordinaten ¢;(¢) und den Geschwin-
digkeiten ¢;(t) der betrachteten Teilchen abhéngt:

L= L(qi(t),q(t),t)

Die Bewegungsgleichungen lassen sich damit schreiben als die sogenannten
Lagrange-Gleichungen:

9L _d oL _
8(]2‘ dt aql
Fiihrt man nun die Wirkungsfunktion ein,
to
S = ) L(qi(t),4i(t), 1) dt
1

so lassen sich die Lagrange-Gleichungen aus dem Wirkungsprinzip ableiten.
Dieses besagt, dafl die Wirkungsfunktion fiir die tatséichlich angenomme-
nen Bahnen stationér ist, d. h. daf§ die Variation der Wirkungsfunktion hier
verschwindet; dabei werden am Anfangs- und Endzeitpunkt ¢; bzw. to die
Ortskoordinaten festgehalten, d.h. dort verschwindet deren Variation:

05 =0, wobei  dg;(t) =0 fir t = t1,t

Unser Ziel ist es nun, eine Wirkungsfunktion S zu finden, sodaf} die
Bewegungsgleichungen einer Ladung im elektromagnetischen Feld aus dem
Wirkungsprinzip 65 = 0 folgen.

2.2 Die Bewegungsgleichungen einer Ladung im dufleren Feld

Die (experimentell gefundenen) relativistischen Bewegungsgleichungen fiir
ein Teilchen der Ladung e in den dufleren Feldern E und B lauten

(31_1; - eE+gu><B (5)
dE
= eu-FE (6)

dt
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Hierin bezeichnet u die Geschwindigkeit des Teilchens,

3
g

p = = seinen relativistischen Impuls, und
1_u?
2
mc? . e .
E = = seine relativistische Energie.
1_u?
2

Der in Gleichung (5) rechtsstehende Ausdruck wird Lorentz-Kraft genannt.
Thr erster Teil, die Kraft, mit der das elektrische Feld auf die Ladung wirkt,
héngt nicht von der Geschwindigkeit der Ladung ab und ist dem Feld E
gleichgerichtet. Thr zweiter Teil, die Kraft, mit der das magnetische Feld
auf die Ladung wirkt, ist proportional zur Geschwindigkeit der Ladung und
sowohl senkrecht zur Geschwindigkeit u als auch zum Feld B.

Zu bemerken ist, da§ Gleichung (5) bereits ausreicht, um die Bewegung des
Teilchens zu beschreiben. Gleichung (6) 148t sich mit der Beziehung

dFE dp
—_— =Uu - —
dt dt
aus Gleichung (5) folgern.
Die Vierergeschwindigkeit (u*) des Teilchens wird definiert durch
da?
wo_ =
b dr
wobei 7 die Eigenzeit des Teilchens bezeichnet. Da ds?> = ¢?d7r? gilt und
sowohl ds als auch ¢ skalare Gréflen sind, ist auch dr ein Skalar; (dz*) ist

ein (kontravarianter) Vierervektor, also ist auch (u*) ein (kontravarianter)
Vierervektor. In Komponenten schreibt er sich wegen

B dt dz* 1 daxH da*

= — = =(u)—
dr dt [ w2 dt dt
ez
als (ut) =~ (c,u).

Der Viererimpuls (p*) des Teilchens wird definiert durch

I

P = mut

wobei m die Masse des Teilchens bezeichnet. Seine (kontravarianten) Kom-
ponenten sind (p*) = m~y (¢, u).

Schliefilich definiert man den Elektromagnetischen Feldstdrketensor (FM)
durch F* = gt AY — Q¥ AF, wobei (AH) das Viererpotential des elektroma-
gnetischen Feldes bezeichnet. Seine Komponenten ergeben sich zu

0 -E, —-E, —E,
Ey 0 —-B. B,
y B, 0 —B;
E., -B, B; 0

FH =

&
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Hiermit lassen sich die Bewegungsgleichungen (5) und (6) in kovarianter Form
schreiben als

dp* e
£ = Z vy,
dr c Y (7)

Wie man nachrechnen kann, ergibt sich fiir 4 = 0 gerade Gleichung (6), fiir
=1, 2 und 3 ergeben sich die z-, y- und z-Komponente von Gleichung (5).

Unser Ziel ist es nun also, eine relativistische Wirkungsfunktion S zu
finden, sodal die Bewegungsgleichungen in ihrer kontravarianten Form (7)
aus dem Wirkungsprinzip 65 = 0 folgen.

2.3 Das Wirkungsintegral des freien Teilchens

Wir betrachten zunéchst ein Teilchen, welches sich nicht unter der Einwir-
kung eines dufleren Feldes befindet. Hierfiir reduzieren sich die Bewegungs-
gleichungen (7) auf
dp*  dut

d. h. ein freies Teilchen bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit.

Wie sieht nun das Wirkungsintegral des freien Teilchens aus?
Fine wichtige Bedingung an die Wirkung ist ihre Lorentz-Invarianz, also
ihre Unabhéngigkeit vom gewihlten Bezugssystem. Unter dem Integral muf}
demnach ein Skalar stehen. Wir versuchen es mit ds und setzen fiir das
Wirkungsintegral des freien Teilchens das einfachstmogliche Integral an:

b
S:—a/ds

Das Integral ist léngs einer Weltlinie im Minkowski-Raum zwischen zwei Er-
eignissen a und b zu nehmen, die durch die Lage des Teilchens am Anfangs-
und Endpunkt der Bewegung zu den entsprechenden Zeiten ¢; und to ge-
geben sind. « soll eine Konstante sein, die von den Eigenschaften des be-
trachteten Teilchens abhéngt.

Wegen (ds)? = c2(dt)? — (dz)? — (dy)? — (dz)? liBt sich die Wirkung als
Integral iiber die Zeit darstellen:

to
S = Edt / acy/l——dt

Die Lagrange-Funktion £ des freien Teilchens hat also die Gestalt

2
u
L=— 1-—
2
Zur Festlegung von « gehen wir von der Forderung aus, daf fiir u < ¢ diese
relativistische Lagrange-Funktion in die klassische Lagrange-Funktion

1
[,MZT—VziTrLUQ
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ibergehen soll. Fiir v < ¢ kann £ nach u/c entwickelt werden: bis auf
Glieder hoherer Ordung erhélt man

2 2
u au
L=—ac 1——2 ~—ac+
c 2c

Die konstanten Glieder in der Lagrange-Funktion haben keinen Einflufl auf
die Bewegungsgleichungen und kénnen daher vernachléssigt werden. Sehen
wir also in £ von der Konstanten —ac ab und vergleichen mit dem klassi-
schen Ausdruck Ly, so ergibt sich o = me.

Wir postulieren also fiir die relativistische Lagrange-Funktion eines freien

Teilchens:
2
E:—m02\11—:—2 9)

und fiir die relativistische Wirkung:

b
S:—mc/ ds (10)

Gerechtfertigt wird diese Postulierung dadurch, daf§ die Bewegungsgleichung
(8) des freien Teilchens aus dem Wirkungsprinzip abgeleitet werden kann,
wenn fiir die Wirkung eben (10) eingesetzt wird. Bevor wir dies zeigen, prézi-
sieren wir das Wirkungsprinzip fiir den vorliegenden Fall:

Die Wirkung (10) ist ein Integral lings einer Weltlinie zwischen zwei Er-
eignissen a und b in der vierdimensionalen Raumzeit; a und b sind durch
die Lage des Teilchens am Anfangs- und Endpunkt der Bewegung zu den
entsprechenden Zeiten ¢; und to gegeben. Das Wirkungsprinzip besagt nun,
da die Wirkung fiir die tatséchlich angenommene Bahn stationér ist, d.h.
daf} die Variation des Wirkungsintegrals hier verschwindet; dabei werden am
Anfangs- und Endpunkt a bzw. b die Zeit- und Ortskoordinaten festgehal-
ten, d. h. dort verschwindet deren Variation:

05 =0, wobel  0x,lq = 6zl =0 (11)

Setzen wir also fiir die Wirkung (10) ein, so ergibt sich

b
55:—m05/ds;0

. dz,,6 dzt+ dzt s d #
Aus ds=./daz#dz, erhalten wir §ds = = ‘T;;lsx oo d jsdx“
(# und z, unterscheiden sich hochstens im Vorzeichen), also

b qpH
6S:—mc/ dat édw,
o ds

Mit p* = mda*/7 und 6dx, = ddx, formen wie weiter um:
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b
05 = —/ pt ddz,

Durch partielle Integration erhalten wir

b
88 = —[p' oz, " +/ dphiz,

Der erste Term dieses Ausdruckes verschwindet, denn gem&fl dem Wir-
kungsprinzip (11) werden Anfangs- und Endpunkt der Teilchenbahn im
Minkowski-Raum fest vorgegeben, d.h. dz,|q, = dx,ls = 0. Also ist

Da die Variation dz,, beliebig ist, muf} gelten

dp”

=0
dr

Dies ist die Bewegungsgleichung (8) fiir das freie Teilchen.

2.4 Das Wirkungsintegral einer Ladung im dufleren Feld

Als nichstes betrachten wir ein Teilchen der Ladung e, das sich in ei-
nem vorgegebenen elektromagnetischen Feld bewegt. Gesucht ist nun ein
Wirkungsintegral S, sodafl aus dem Wirkungsprinzip (11) die Bewegungs-
gleichungen (7) folgen. Es ist verniinftig anzunehmen, dafl sich dieses Wir-
kungsintegral aus zwei Anteilen zusammensetzt: aus der Wirkung (10) fiir
ein freies Teilchen und einem Integral S’, das die Wechselwirkung des Teil-
chens mit dem Feld beschreibt. Dieses zweite Integral mufl also sowohl von
der Ladung e des Teilchens abhéngen, als auch vom Viererpotential (A*),
welches das elektromagnetische Feld charakterisiert. Eine wichtige Bedin-
gung an S’ ist wieder seine Lorentz-Invarianz; unter dem Integral mufl dem-
nach ein Skalar stehen. Wir versuchen es wieder mit dem einfachstméoglichen
Integral, das unseren Bedingungen geniigt:

b
S':—a/ Aldz,

Hierbei soll « eine Konstante sein, welche das Teilchen charakterisiert. Mit
der Vierergeschwindigkeit u, = dx,/dt 1a8t sich S” als ein Integral iiber die

Zeit schreiben: .
2

t2
S = ﬁ'dt:—a/ Aty dt

t1 t1
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Fiir den Anteil £ der Lagrange-Funktion, der die Wechselwirkung des Teil-
chens mit dem Feld beschreibt, ergibt sich also

L'=—-aAlu,=—a(cP—u-A)

Zur Festlegung von « gehen wir wieder von der Forderung aus, daf} fiir u < ¢
dieser Ausdruck in den Wechselwirkungsanteil £}, der klassischen Lagrange-
Funktion iibergehen soll: Ein Teilchen, das sich mit kleiner Geschwindig-
keit bewegt, wird hauptséichlich durch das elektrische Feld beeinflufit. Mit
dem skalaren Potential ® des elektrischen Feldes ergibt sich seine potentielle
Energie im Feld zu V = e ®. Da die nichtrelativistische Lagrange-Funktion
gleich T'— V ist, lautet ihr Wechselwirkungsanteil also

ﬁ%l:—eé

Vergleichen wir £’ fiir kleine Geschwindigkeiten v mit diesem Ausdruck, so
ergibt sich o = e/¢, also

L=—ed+ u-A (12)
C
und
/ € b

Zusammen mit den Ergebnissen (9) und (10) fiir ein freies Teilchen ergibt
sich also fiir die relativistische Lagrange-Funktion einer Ladung im elektro-

9 u? e
L=—mc\/l1-——eP+-u-A (14)
c? c

und fiir die relativistische Wirkung;:

magnetischen Feld:

b e b
S:—mc/ ds—E/A“dxu (15)

2.5 Ableitung der Bewegungsgleichungen aus
dem Wirkungsprinzip

Wir wollen nun die Postulierung der Wirkungsfunktion (15) rechtfertigen,
indem wir zeigen, daf} sich aus dem Wirkungsprinzip (11) die experimentell
gesicherten Bewegungsgleichungen (7) ergeben, wenn man fiir die Wirkung S
eben (15) einsetzt:

0S = 5/b <—mcds — gA“dxu) 20



18

Mit ds = /da#dz, und p* = mda*/7 findet man

b

da# 6 d

5§ = - / <mcu + AP day, + < 6A“dx“>
o ds c c

b e e
= - / <p“ déx,, + EAMdéxu + - 5A“dmu>

Die Umformung des ersten Summanden erfolgte hierbei wie in 2.3 . Die ersten
beiden Glieder im Integranden werden nun partiell integriert:
e b b e e
68 == (P + S a) ox,| + [ (aptow, + < datox, - ©sarda,)
c a c c

a

Der erste Term dieses Ausdrucks verschwindet, denn geméfl dem Wirkungs-
prinzip (11) werden Anfangs- und Endpunkt der Teilchenbahn im Minkowski-
Raum bei der Variation festgehalten, d.h. dz,|q = 0z,|p = 0. Wegen

A A
0A* = 8— o, und dA* = 8— dz,
oxv oxv

gilt also

b p DAH
B " EBA e
S —/a (dp o, + o dz,dz, — o ox,dxy,

Im dritten Summanden konnen die Indizes 1 und v vertauscht werden, da
iiber beide summiert wird:

n v
05 = / (dpﬂéxﬂ <881;1V g;lu > dx,,éacﬂ>

Mit dp* = (dp*/d7)dr und dz, = wu, d7 erhalten wir

dp“ 0AF  0AY !
08 = / ( (31‘” —W>uy> dr,ds =0

Da die Variation dz,, beliebig ist, muf} gelten

Qe (oA oarY
dr oxH oxV v =

Ersetzt man den Ausdruck in Klammern durch die Komponenten F* des
elektromagnetischen Feldstérketensors, so ergibt sich schlieflich

dpt
a” _ € Fhvy,
dr c

Dies sind die Bewegungsgleichungen (7) einer Ladung im dufleren Feld.
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3 Die Ableitung der Gleichungen des elektro-
magnetischen Feldes aus dem Wirkungsprinzip

In Abschnitt 2 haben wir die Bewegungsgleichungen eines Teilchens im elektro-
magnetischen Feld aus dem Wirkungsprinzip abgeleitet, welches besagt, dafi die
Variation einer gewissen Wirkungsfunktion fiir die tatsédchlich angenommene Bahn
verschwindet. In diesem Abschnitt zeigen wir, dafi sich aus dem Wirkungsprinzip
auch die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes ableiten lassen. Hierzu miissen
wir eine geeignete Wirkungsfunktion finden.

3.1 Die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes
Die 4 Maxwell-Gleichungen lauten
V-B =0
1
V x E + —atB = 0
C

V-E = d4np

1 4
VxB--0,E = -~

C C

Die beiden homogenen Gleichungen lieflen sich durch die Einfiihrung von Po-
tentialen A und & 16sen, welche zum Vierervektor des elektromagnetischen
Feldes (A*) = (¥, A) zusammengefafit werden konnten:

B-VxA E—--Vd-_.94
C

Die Potentiale A und @ sind jedoch nicht eindeutig bestimmt; es besteht
die Eichfreiheit

A — A+VSf
1
® — &— -0 f
c
welche geschrieben werden kann als
Ay, — Ay —0uf

Hierbei ist f eine beliebige Funktion.

Definierte man weiter weiter den elektromagnetischen Feldstérketensor
als F* = gAY — 0¥ A*, und faBite man Ladungs- und Stromdichte zum
Stromvierervektor j# = (cp, j) zusammen, so lielen sich die beiden inhomo-
genen Maxwell-Gleichungen in manifest kovarianter Form schreiben als

4
a,FH — __ﬂju (16)
c
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Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen werden auch als Feldgleichungen be-
zeichnet, da sie bei gegebener Ladungs- und Stromverteilung das elektroma-
gnetische Feld beschreiben.

Unser Ziel ist es nun, eine Wirkungsfunktion S zu finden, sodaf} die
Feldgleichungen aus dem Wirkungsprinzip 65 = 0 folgen. Hierzu prézisieren
wir zunichst das Wirkungsprinzip fiir den vorliegenden Fall.

3.2 Das Wirkungsprinzip fiir ein System von Feldern

Statt mit endlich vielen Koordinaten g;(t) wie in der Mechanik haben wir
es nun mit kontinuierlichen Feldern ¢4 (x) zu tun, wobei z im R* und der
Index a z. B. zwischen 0,1,2,3 variiert. Den Geschwindigkeiten ¢;(t) ent-
sprechen so die Feldableitungen 0,,¢,(x) = (0/0x*)¢pq(x), also die zeitlichen
und ortlichen Ableitungen der Felder.

Dementsprechend fiithrt man statt einer Lagrange-Funktion, die von den
Koordinaten ¢;(¢) und den Geschwindigkeiten ¢;(¢) abhéngt, eine Lagrange-
Dichte ein, welche von den Feldern ¢,(x) und deren Ableitungen 0,¢q(x)
abhingt:

L = L(¢a(2), Ouda())

Die Wirkung ergibt sich dann als

s = /:( Glﬁ(qﬁa(x),auqﬁa(x))dV) i

§ = 2 [ 4 L(0u@). 0u60(2) a7
G

c

Hierbei ist G’ C R? das ridumliche Integrationsgebiet, [t1,ts] das Zeitinter-
vall, iiber welches integriert wird, G = G’ x [ty,t2], und d*z = cdtdV.

Das Wirkungsprinzip besagt nun, dafl die Wirkung fiir das tatséchlich
entstehende Feld stationér ist, d. h. dafl die Variation der Wirkungsfunktion
hier verschwindet; dabei wird am Rand des Integrationsgebietes das Feld
festgehalten, d. h. dort verschwindet die Variation des Feldes:

0S5 =0, wobel ¢, (z) =0 fiir z € 0G (18)

Hieraus folgen die Feldgleichungen:

5S = l5/ Ad*z L(Ga, Ouda)
c G

1
= —/Gd4x 5[,(¢aaau¢a)

c

1 foc oL
- C/Gdx{a%wﬁa(aﬂ%)@%}




21

Der zweite Term wird partiell integriert:

L[ oC }
/Gd g {a<ama> Oub8a
oL oL
= d4 —— 0y | — 0= 00,
/G x{a“<a<ama> “b) O 3 0p0) ¢}

B oL B 4 oL
- /aads“ {a@%) ‘5‘%} /Gd g {a“amma) 5¢“}

Das Oberfldchenintegral ergab sich hier geméfl dem Satz von Gauss aus dem
Integral {iber eine Divergenz. Es verschwindet, da nach dem Wirkungsprinzip
dpa(x) = 0 ist fiir x € OG. Insgesamt erhalten wir

_1 4 oL _ oL L
S A (o A

Da die Variation d¢,(z) beliebig ist, mufl der Integrand verschwinden, was
die Feldgleichungen ergibt:

oL oL
o0n 6“73(%%) =0 (19)

3.3 Das Wirkungsintegral des elektromagnetischen Feldes

Gesucht ist nun ein Wirkungsintegral S fiir das Gesamtsystem aus dem elek-
tromagnetischem Feld und den darin befindlichen Ladungen, sodafl aus dem
Wirkungsprinzip (18) die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes (16)
folgen. Es ist verniinftig anzunehmen, dafl sich dieses Wirkungsintegral aus
drei Anteilen zusammensetzt:

S ist derjenige Anteil der Wirkung, der nur von den Eigenschaften der
Teilchen abhéngt, also die Wirkungsfunktion eines freien Teilchens, wie sie
durch (10) gegeben wird. Sind mehrere Teilchen vorhanden, so ergibt sich
ihr Anteil zur Wirkung als die Summe der Wirkungen fiir jedes einzelne

Teilchen:
Sm:—ch/ds (21)

Der Anteil S, s beschreibt die Wechselwirkung zwischen Teilchen und
Feld. Nach (13) haben wir fiir ein System von Punktladungen:

(&
Smf:—ZE/Audm“
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In jedem Glied dieser Summe ist fiir A, das Potential des Feldes an der
Stelle der Raumzeit einzusetzen, an der sich das entsprechende Teilchen
gerade befindet. Die Summe S, + S, ¢ entspricht dem uns schon bekannten
Wirkungsintegral (15) fiir Ladungen im #ufleren Feld.

Geht man iiber zu einer stetigen Ladungsverteilung im Raum, so erhélt man

1
Smp = —E/QdVAHd:c“

1 ox*

= — —A,dVdt
c e ot~
1 oxH

= A, d*
2| % pdiz

Im ersten Schritt wurde die Teilchenladung e durch die in dV enthaltene
Ladung odV ersetzt. Mit j* = g dz#/0t erhdlt man somit

1
Spnf = -5 / jrA, At (22)

Sy schlielich ist derjenige Anteil der Wirkung, der nur von den Eigen-
schaften des Feldes abhéngt, d.h. das Wirkungsintegral des Feldes, wenn
keine Ladungen vorhanden sind. Da wir uns bisher nur fiir die Bewegung
von Ladungen in einem vorgegebenen Feld interessierten, kiimmerte uns die-
ser Anteil nicht, da er in diesem Falle bei der Variation der Wirkung ver-
schwindet und somit die Teilchenbewegung nicht beeinflufit. Er ist jedoch
zur Ableitung der Feldgleichungen notig.

Wie findet man nun das Wirkungsintegral S;?

Hierzu gehen wir von einer wichtigen Eigenschaft des elektromagnetischen
Feldes aus: Erfahrungsgeméfl gehorcht es dem sogenannten Superpositions-
prinzip. Dieses Prinzip besagt folgendes: Wird von einer Ladung ein gewisses
Feld erzeugt, und von einer anderen ein zweites, so ergibt sich das Feld, das
von den beiden Ladungen zusammen erzeugt wird, durch Addition der Ein-
zelfelder, d.h. die Feldstédrke des resultierenden Feldes ist in jedem Punkt
gleich der (vektoriellen) Summe der Feldstérken der Einzelfelder.

Jede Losung der Feldgleichungen kann in der Natur verwirklicht sein. Nach
dem Superpositionsprinzip ergibt sich als Summe von beliebigen solchen Fel-
dern wieder ein Feld, welches in der Natur verwirklicht sein kann, also den
Feldgleichungen geniigen mufl.

Die linearen Differentialgleichungen sind nun gerade durch die Eigenschaft
gekennzeichnet, daff die Summe zweier Losungen wieder eine Losung ist.
Die gesuchten Feldgleichungen miissen somit lineare Differentialgleichungen
sein. Das bedeutet, daf§ der Integrand von Sy quadratisch in den Feldkom-
ponenten sein muf. Nur in diesem Falle sind ndmlich die Feldgleichungen
linear, denn man erhilt sie durch Variation des Wirkungsintegrals, wobei
der Integrand um eine Ordnung erniedrigt wird.
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Eine weitere Bedingung an das Wirkungsintegral ist seine Fichinvarianz,
also seine Invarianz unter Eichtransformationen. Der Integrand muf} hier-
nach ein Ausdruck in F),,, dem elektromagnetischen Feldstérketensor, oder

Fy,, dem dazu dualen Tensor sein; diese Groﬁen sind offenbar eichinvariant,
denn ersetzt man A, durch A;L = A, — 0uf, so &ndern sie sich nicht: Fiir

F,, gilt zum Beispiel

F;;V = aM(AV - 8Vf) - 8V(AM - uf) = 8MAV - 8VA;,L =

Zu bemerken ist, dafl die Wirkung dennoch als Funktion von A, und nicht
von F),, aufgefait wird und sie dementsprechend auch nach A, varriiert
wird.

Als dritte Bedingung an das Wirkungsintegral fordern wir schliellich
seine Lorentz-Invarianz, also seine Unabhéingigkeit vom gewédhlten Bezugs-
system. Der Integrand mufl demnach eine Invariante des elektromagnetischen
Feldes sein, also ein Skalar.

Als Skalare, die quadratisch in den Feldkomponenten sind, kommen je-
doch nur in Frage:

FWF,, = 2(B*-E?,
F*"™F, = 4E-B

Die Grofle F**F),, = 5 5“” 7 Fyo I,y 188t sich wegen der Antisymmetrie des
Tensors "9 in Form einer Vlererdlvergenz darstellen:

MO B, = 40,(c" Ay, A,)

Ihr Zusatz zum Integranden von Sy wiirde sich nicht auf die Bewegungs-
gleichungen auswirken, da sich das Integral iiber die Divergenz nach dem
Satz von Gauss als Oberflachenintegral iiber den Rand des Integrationsge-
bietes schreiben liefe; bei der Variation der Wirkung wiirde dieses verschwin-
den, da hier nach dem Wirkungsprinzip (18) die Variation der Potentiale
verschwindet. Deshalb wird diese Grofie von der Wirkung ausgeschlossen —
unabhéngig davon, daf} sie kein echter Skalar, sondern ein Pseudo-Skalar ist.
Sy muB also die Gestalt Sy =a [ FFE), d*z haben, wobei a eine Kon-
stante ist, deren Zahlenwert von der Wahl des Maflsystems abhéngt. Im
Gauss’schen Mafsystem, das wir zugrundelegen, ist a = —1/167c.
Das Wirkungsintegral des Feldes lautet dann

1
= FE,, d* 2
i 167rc/ p (23)

was sich auch schreiben 1463t als

/ / — B?)dvdt
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Die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes lautet damit

L=- Y pwp,
167
oder 1
- (B - B
8

Das gesamte Wirkungsintegral von Feld und Ladungen ergibt sich nun
nach (20), (21), (22) und (23) zu

1 [ 1 ,
S:—ZmC/dS—C—Q/]MAudZLIE—ﬁ/FM Fuyd4x (24)

Dafl die Wirkungsfunktion diese Gestalt haben mufl, haben wir plausibel
gemacht. Gerechtfertigt wird die Postulierung dieser Wirkungsfunktion da-
durch, daf die Feldgleichungen (16) aus dem Wirkungsprinzip (18) abgeleitet
werden kénnen, wenn fiir die Wirkung S eben (24) eingesetzt wird.

Bevor wir dies zeigen, iiberpriifen wir noch die Fichinvarianz der Wir-
kungsfunktion (24). Diese ist neben der Lorentz-Invarianz eine wichtige Be-
dingung an eine verniinftige Wirkungsfunktion, da die Bewegungsgleichun-
gen unabhéngig von der Eichung der Potentiale sein sollen.

Die Invarianz des dritten Terms in (24) unter Eichtransformationen A4, —
A, — 0, f haben wir bereits festgestellt. Zum zweiten Term kommt hingegen
bei einer solchen Umeichung der Potentiale das Integral

1 ‘
E/ﬂ@fd“x

hinzu, welches aber partiell integriert werden kann:
1 g ¢ gt 1 5 (if ) d4 1 5 ittt
= [ oS de = [ () de = [ Gt fde
1 .

Der erste Summand als Integral iiber eine Divergenz wurde hier geméf dem
Satz von Gauss in ein Oberflachenintegral iiber den Rand des Integrati-
onsgebietes umgewandelt, der zweite Summand verschwindet aufgrund der
Kontinuitdtsgleichung

Oo+Vj3=0
welche in kovarianter Form geschrieben werden kann als
ougt =0

Das Oberflachenintegral fillt bei der Variation der Wirkung heraus und hat
damit keinen Einfluf} auf die Feldgleichungen.
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3.4 Ableitung der Feldgleichungen aus dem Wirkungsprinzip

Wir fithren nun die gleiche Rechnung aus wie in 3.2, aber mit der konkreten
Wirkungsfunktion

1 1 1
_ = = e n171% 4
S = g mc/ds c/{cj A“+16 F Ew}dx

Zur Ableitung der Bewegungsgleichung einer Ladung im Feld aus dem Wir-
kungsprinzip in Abschnitt 2 mufiten wir das Feld als vorgegeben betrachten
und nur die Bahnkurve variieren; zur Ableitung der Feldgleichungen miissen
wir nun die Bewegung der Ladungen als vorgegeben betrachten und nur die
Potentiale variieren. Die Variation des ersten Terms im Wirkungsintegral
verschwindet also, und im zweiten Term darf j# nicht mitvariiert werden:

& &

1 [l 1 )
552——/{—]“614#—}—16—7TQF“ 5Fw}d4x

(bei der Variation im zweiten Glied wurde berticksichtigt, da8 (£ F),,) =
F 0FW + Fr6F, = 2F*§F,, ist, da sich F*¥ und F),, nur komponen-
tenweise im Vorzeichen unterscheiden).

Mit F,, = 9,A, — 0, A, erhalten wir weiter

1 1 1
_ __ Y N »1722 4
&S c/{cj 0A, 47TF ayéAﬂ}dx
denn &£ FW§E,, = & F§(9,A, — 0,A,)

= % Fr 9,04, — % Fro,0A,

= % F"rO,0A, — % Fro,0A, (Indizes p < v)

= —8% FMVaV(SA“ (Fl/u — _F},l,l/)

Der zweite Term wird partiell integriert:

e

1 1 1 1
68 = —— —jrSA, + — O, FMSA, v dre + — [ FM6A,dS,
S c/{c]5“+4wa ﬂ} T+ 0A, dS
Im zweiten Glied dieser Summe sind die Werte von F#"§A,, auf dem Rand

des vierdimensionalen Integrationsgebietes einzusetzen:
ct

c,|/ R
74.

cy |/ R
74.
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Hier ist das Integrationsgebiet im vierdimensionalen Raum dargestellt. Die
rdumlichen Integrationsgrenzen liegen im Unendlichen, wo das Feld im Sinne
des Wirkungsprinzips (18) fest vorgegeben ist; an den Grenzen der Zeitinte-
gration, d.h. am Anfangs- und Endzeitpunkt ct; bzw. cts, ist das Feld im
gesamten R3 vorgegeben (schraffierte Bereiche): Die Variation der Potentiale
0A,, verschwindet auf dem Rand des Integrationsgebietes, sodafl das zweite
Glied obiger Summe stets Null ist. Somit ergibt sich

1 (/1 1
68 = ——/ (—j“ + —6,,F“”> A, d*z =0
c c 4

Da die Variation 0A, beliebig ist, mufl der Integrand verschwinden:

0, FM = _4_7Tju
c

Dies sind die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes (16).
Natiirlich ergeben sich diese Gleichungen auch, wenn man in die allge-
mein abgeleiteten Feldgleichungen (19) die Lagrange-Funktion

1 1
L=_——jlA, — — g 25
T T " (25)

einsetzt, welche sich wegen der Beziehung (17) aus der Wirkungsfunktion
(24) ergibt. Der erste Summand kann dabei weggelassen werden, weil er nicht
von den Potentialen abhingt und daher die Feldgleichungen nicht beeinflufit.
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4 Der Energie-Impuls-Tensor

Hingt die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems nicht explizit von der
Zeit ab, so bleibt die Gesamtenergie des Systems erhalten. — In diesem Abschnitt
suchen wir nach Erhéltungsgréfien in relativistischen Feldtheorien.

4.1 Wiederholung: Die Energie eines mechanischen Systems

In der Lagrangeschen Mechanik wird ein System beschrieben durch eine
Lagrange-Funktion £, welche von den Koordinaten ¢;(¢) und den Geschwin-
digkeiten ¢;(t) der betrachteten Teilchen abhingt:

L= L(qi(t),qi(t),1t)

Die Bewegungsgleichungen lassen sich damit schreiben als die sogenannten

Lagrange-Gleichungen:
oL d oL

8(]2‘ B dt aql N
Wenn die Lagrange-Funktion £ nicht explizit von der Zeit abhéngt, also
OL/0t = 0 ist, so findet man eine Grofe, welche fiir die Teilchenbahnen, die
diese Bewegungsgleichungen erfiillen, erhalten bleibt:

0

oL, oL,
at — 9g T g b
d oL . oL .

Ea_q, Qi+8_QiQi

_ djoc
o dt &]iq’

d /oL .
o = 5 (G- <)

Diese Grofle wird als Gesamtenergie des mechanischen Systems bezeichnet:

oL
E=—¢—L
g "
Im folgenden Abschnitt werden wir durch eine analoge Rechnung Erhal-
tungsgrofen fiir ein System von Feldern ableiten.

4.2 Energie-Impuls-Tensor eines Systems von Feldern

Ein System von Feldern ¢,(x) kann, wie in Abschnitt 3 gezeigt, durch eine
Lagrange-Dichte £ beschrieben werden, welche von den Feldern ¢, (z) und
ihren Ableitungen 0,¢,(x) abhingt:

L = L(¢a(x), Dada(x))
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Die Bewegungsgleichungen lauten damit:

oL 3 oL _0

-0
8¢a a(aa¢a)

Da die Lagrange-Dichte £ nicht explizit von den z? abhingt, findet man
Groflen, welche fiir die Felder, die diese Bewegungsgleichungsgleichungen
erfiillen, erhalten bleiben:

oL oL

’rL = = - a%ﬁm 0" (Do)
B 8“6<gf¢a) '+ 0<§f¢a) %(0700)
= % (G5 %)

Im letzen Schritt wurde die Beziehung 0°L = 7% 0,L = 0, n*°L verwendet.
Definiert man also den Tensor 7 als

oL
T8 — Py — nPL 26
D0uda) O P (20)
so erhilt man
0T =0 (27)

TP wird als der (Kanonische) Energie-Impuls- Tensor bezeichnet.

4.3 Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes

Beim elektromagnetischen Feld sind die Groflen ¢, die Komponenten des
Viererpotentials A*. In Abschnitt 3.3 fanden wir fiir die Lagrange-Dichte
des freien elektromagnetischen Feldes den Ausdruck

1 1

L=—-—F"F,, = —(E*- B?
167 H 877( )

Hieraus ergibt sich fiir den Energie-Impuls-Tensor:

aﬁem

af _
T (0, AN)

AN — B Lo
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Zur Berechnung der Ableitung 0Lc,,/0(9,A) verwenden wir die Definition
des elektromagnetischen Feldstiarketensors F*:

1
T (A AY _ VAl _
Lem Tom (0"AY — 0" AM)(0,A, — 0, A,)
1
- _ WAV GV ABN(H2 AT _ JT AQ
160 Moo (OH AV — 0V AF)(9° A% — 07 A?)
OLeom, 1

= = nsy SV SH oo uv (S0 S0 0 S0
(0 AN 167 nMQnVU{(éa(SA 00N )F97 + FH (6365 5045)\)}

1 g g (o g
=~ g et {OR0XFE7 — SLONF T 4 0305 FI — G505 }

1 v v
=~ 1o (100ma FY = Magnao F + MuattaF"™ = 1uxiiua "}

Wegen der Symmetrie von 7, und der Antisymmetrie von F*” sind alle
vier Summanden gleich:

OLem 1 1

_Zmem = e —
8(8O‘A>‘) 47T 7704977)\0 47T aA

Fiir die gesuchte Ableitung ergibt sich somit

oL oL 1
em — oL em —- Oé;,LF
90.A% T 9onan) ar T TmA

und fiir den Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes:
1
10 = = M E 7 AN — P Loy, (28)

Um die Bedeutung dieses Tensors aufzuzeigen, geben wir einige seiner Kom-
ponenten explizit an. Wir beginnen mit der Berechnung von 7°:

1
700 _ -= oz Fox 04 — 02,

1

Fop A — Lo
A

(auBer n° = 1 sind alle Elemente der O-ten Zeile von 7 gleich 0).

Nun folgt die Berechnung von Fyy 9°A*:
Fop°A* = E,0°A' + E,0°A% + E,0° A3
1
= E--0,A
c
= E- (-E-V9)

= —E*-E.V®



30

Der zweite Summand kann umgeformt werden: E-V® = V(®E)-® V- E.
Bei Verwendung der freien Feldgleichung V- E =0 (o =0) ergeben sich

Fop9°A» = —E? -V (®E)
und somit

1 1

7O — _ — (—E?_-V(®E)) - — (E* - B?
= (B~ V(®E)) — —( )
1 1

7 — —(E?+ B?*)+ —V(®E 29
o (B*+ B*) + —V(2E) (29)

FEine analoge Rechnung liefert

: 1 1
T% = - (E x B); + V- (AE) (30)

Als néchstes wollen wir aus dem Erhaltungssatz oder der Kontinuitéts-
gleichung (27) einen integralen Erhaltungssatz ableiten. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, daf§ die elektromagnetischen Felder und Potentiale fiir
r — oo stirker als 1/r abfallen. Zunéchst gilt

/aaTaﬁd4x =0
Q=]0, ct]xR3

Das Integrationsgebiet €2 ist wieder eine Teilmenge der vierdimensionalen
Raumzeit R x R3. Nach dem Satz von Gauf 148t sich das Integral iiber eine
Viererdivergenz umwandeln in ein (dreidimensionales) Oberflichenintegral:

/ OuT’ d*z = / T dS, = 0
Q =0, ct]xR3 89
Nun wird iiber den Rand des abgebildeten Quaders integriert:
ct T

ct R3

i
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Der Wert dieses Integrals ergibt sich als Grenzwert (r — oo) des entspre-
chenden Integrals iiber den Rand eines solchen Quaders mit Grund- und
Deckflache der Kantenldinge o< r. Aus der Darstellung (28) sieht man, dafl
der Energie-Impuls-Tensor T%° fiir » — oo stérker als 1 /r? abfillt, wenn
die Felder und Potentiale stérker als 1/r abfallen. Da die Mantelflichen des
Quaders nur wie r? wachsen, verschwindet fiir r — oo das Integral von 77
iiber die Mantelflichen (die fiir 7 — oo im rdumlich Unendlichen liegen)
und es bleiben die Integrale iiber die in obiger Abbildung grau schraffierten
Flichen, welche den gesamten R? zu den Zeitpunkten 0 bzw. ct darstellen:

/Taﬁdsa = /Taﬁdsa + /Taﬁdsa =0

o0 20=ct 20=0

Der Vierervektor (dS,) steht iiberall senkrecht auf dem (dreidimensionalen)
Flichenelement und ist betragsmiiflig gleich d3z. Also gilt auf der oberen
Fliche iiberall (dS,) = (d®z, 0, 0, 0) und auf der unteren Fliche iiberall
(dS,) = (—d3z, 0, 0, 0). Somit ergibt sich

/T“ﬁdSa = /Toﬁd?’x - /Toﬁd?’x =0

o0 20=ct 20=0

Also bleiben die folgenden Groflen erhalten:

PA(t) = /TOB d®z = const. (31)
z0=ct

Aus (29) und (30) ergeben sich die Komponenten dieses Vierervektors zu

1
po /T00d3x = 8_/(E2+BQ)d3x = Wreld (32)

Y
) . 1 i
Pt = /Tozd?’x = 4_/(E><B)idgﬂj = ¢Ppeyq (33)
T

Hierbei wurde wieder ausgenutzt, dafl sich Integrale iiber eine Divergenz
nach dem Satz von Gaufl in Integrale iiber eine Fliche umwandeln lassen,
die sich ins Unendliche erstreckt; wenn die elektromagnetischen Felder und
Potentiale fiir 7 — oo stérker als 1/r abfallen, so liefern diese Integrale
keinen Beitrag.

Unter der Voraussetzung, dal die elektromagnetischen Felder und Po-
tentiale fiir » — oo stérker als 1/r abfallen, bleiben also Gesamtenergie und
Gesamtimpuls des freien elektromagnetischen Feldes erhalten. Diese Voraus-
setzung ist jedoch praktisch nur selten erfiillt; im allgemeinen erhilt man
nicht Erhaltungsséitze, sondern Bilanzgleichungen fiir Energie und Impuls,
in denen auch der Energie- und Impulsstrom durch den Rand des betrach-
teten Volumens in Form von elektromagnetischer Strahlung berticksichtigt
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wird. Auflerdem hat man es meist nicht mit freien Feldern zu tun, sodaf
in vollstdndigen Bilanzgleichungen auch die kinetische Energie bzw. der me-
chanische Impuls der Ladungstrager im Feld beriicksichtigt werden miissen.



Literaturverzeichnis

L. D. Lanpau, E. M. LirscHITZ: Lehrbuch der Theoretischen Physik,
Band II — Klassische Feldtheorie. 10., berichtigte Auflage. Berlin: Akademie-
Verlag 1976

J. D. JACKSON: Klassische Elektrodynamik. 3., iiberarbeitete Auflage.
Berlin, New York: de Gruyter 2002

W. NoLTING: Grundkurs Theoretische Physik, Band 1V — Spezielle Rela-
tivitdtstheorie, Thermodynamik. 4., verbesserte Auflage. Berlin: Springer
1999



