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Valence	  Bond	  (VB)	  States	  for	  S=1/2	  spins	  
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	  	  	  	  VB	  state:	  a	  set	  of	  singlets	  between	  A	  and	  B	  subla2ce	  sites	  on	  a	  bipar6te	  la2ce	  

	  	  	  	  VB	  basis:	  overcomplete	  &	  non-‐orthogonal	  
• 	  expansion	  of	  an	  arbitrary	  singlet	  state	  (not	  unique)	  	  

	  
• Possible	  VB	  superposi6on	  states	  in	  2D	  
	  

Ø  Neel	  ordered	  states	  
Ø  Spin	  liquids	  
Ø  Valence-‐bond	  solid	  (VBS)	  states	  
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Amplitude-‐Product	  (AP)	  States	  	  	  
	  	  	  	  Varia#onal	  states	  	  	  	  	  	  	  	  [Liang,	  Doucot,	  Anderson	  (1988)]	  

	  	  	  	  	  	  Assume:	  
	  
	  
	  
where	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  the	  number	  of	  bonds	  of	  length	  r	  	  in	  	  
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The	  wavefunc6on	  coefficients	  for	  a	  bond	  configura6on:	  

fv = h(a1, b1)h(a2, b2)· · ·h(aN/2, bN/2)

h(a, b) = h(|r|)

	  	  Varia#onal	  parameters:	  h(r)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

|r| = 1



Néel	  Ordered	  States	  	  

h(|r|) ∝
1

|r|3

•  Varia6onal	  op6miza6on	  of	  h(r)	  for	  the	  square-‐la2ce	  Heisenberg	  model	  
[Jie,	  Sandvik	  (2007)]	  

•  The	  subla2ce	  magne6za6on	  is	  non-‐zero	  

•  The	  ground	  state	  of	  the	  Heisenberg	  an6ferromagnet	  on	  the	  square	  la2ce	  

consistent	  with	  mean	  field	  calcula6ons	  	  	  

MC	  [Reger,	  Young	  (1988)]	  +	  spin	  wave	  theory	  

	  	  Example:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  amplitudes	  for	  2D	  Néel	  state:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

φi = +1 if i ∈ A

φi = −1 if i ∈ B

[Beach	  (2007)]	  



Spin	  Liquids	  and	  Valence-‐Bond	  Solids	  (VBS)	  	  	  

	  	  Spin	  liquids	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  VBS	  	  	  (cannot	  be	  described	  by	  AP	  states)	  	  	  	  	  

	  	  Short-‐bond	  AP	  states	  describe	  non-‐Néel	  states	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  with	  large	  	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  decays	  exponen6ally	  
•  	  	  	  

columnar	   staggered	  

plaque]e	  



Goal	  &	  Mo#va#on	  	  	  	  
	  	  Goal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
Construct	  generalized	  AP	  states	  that	  can	  describe	  VBS	  order	  in	  2D	  

	  	  Mo#va#on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
Néel-‐VBS	  transi6ons	  in	  2D	  have	  received	  much	  interest	  recently	  in	  the	  context	  of	  	  
unconven6onal	  quantum	  phase	  transi6ons	  beyond	  the	  LGW	  paradigm.	  	  
Example:	  the	  J-‐Q	  model	   [A.W.	  Sandvik,	  PRL	  98,	  227202	  (2007)]	  



Order-‐Order	  Transi#on	  	  	  	  

	  	  Neel	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

Spin	  rota#on	  symmetry	  

	  	  VBS	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

LaRce	  symmetry	  

broken	  

broken	  

not	  broken	  

not	  broken	  

[T.	  Senthil,	  	  et.	  al.	  Science	  303,	  1490	  (2004)]	  



Correlated	  Amplitude	  Product	  (CAP)	  States	  	  	  	  

Idea:	  Impose	  bond	  correla6ons	  	  	  

Possible	  dimer	  correla#ons	  in	  2D:	  	   favored	  

unfavored	  

neutral	  



Monte	  Carlo	  Sampling	  	  	  	  
	  	  Expecta#on	  value	  of	  O	  in	  a	  CAP	  state	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

where	  
	  	  Calculate	  <O>	  	  stochas#cally	  	  according	  to	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  [Liang,	  Doucot,	  Anderson	  (1988)]	  
	  	  	  	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  depends	  on	  loop	  structure	  of	  transi#on	  graphs	  

bond-‐pair	  updates	  

�v�| |v� �v�|v�

�v�|v� = 2Nloop−N/2



Observables	  on	  transi#on	  graphs	  	  	  	  
	  	  Two-‐spin	  correla#on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Dimer	  correla#on	  func#on	  	  	  
	  	  	  	  

	  	  Staggered	  magne#za#on	  	  	  
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the	  size	  (the	  number	  of	  sites)	  of	  the	  loop	  	  	  
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Order	  parameter	  	  	  	  

	  	  Neel	  order	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  VBS	  order	  parameter	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

�m2
s� �= 0

fourth-‐order	  cumulant	  of	  ms	  

U → 1AF	  ordered	  phase:	  	   U → 0disordered	  phase:	  	  
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VBS	  orderings	  	  	  	  

	  	  Columnar	  order	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  PlaqueXe	  order	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

P
�
dx, dy

�



VBS	  orderings	  	  	  	  

	  	  Columnar	  order	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  PlaqueXe	  order	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

P
�
dx, dy
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dy ≈ 1 dy ≈ 1
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Case	  for	  a	  First	  Order	  Néel-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

h(r) = 1/r3
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Case	  for	  a	  First	  Order	  Néel-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

h(r) = 1/r3
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Case	  for	  a	  First	  Order	  Néel-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  P(dx,	  dy)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

Neel-‐VBS	  coexistence	  

Z4	  symmetry	  broken	  	  

Neel	  



Case	  for	  a	  Second	  Order	  Néel-‐Liquid-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Case	  for	  a	  Second	  Order	  Néel-‐Liquid-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Case	  for	  a	  Second	  Order	  Néel-‐Liquid-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Case	  for	  a	  Second	  Order	  Néel-‐Liquid-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Case	  for	  a	  Second	  Order	  Néel-‐Liquid-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Bond	  correla#on	  factors	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Case	  for	  a	  Second	  Order	  Néel-‐Liquid-‐VBS	  transi#on	  	  	  	  	  	  	  

	  	  Distribu#on	  P(dx,	  dy)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Outlook	  	  	  	  	  	  	  

q Study	  the	  nature	  of	  the	  transi#on	  from	  a	  Neel	  state	  to	  a	  
plaqueXe	  VBS.	  	  	  

q Find	  a	  parametriza#on	  of	  the	  correlated	  AP	  states	  such	  that	  a	  
QDC	  point	  is	  obtained.	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  



Upcoming...	  	  	  	  	  	  	  

q Sta#s#cal	  Physics	  of	  Quantum	  MaXer	  	  
	   	   	   	   	   	   	   	   	   	   	  -‐-‐satellite	  mee6ng	  to	  STATPHYS	  25	  

q When:	  	  	  July	  28-‐31	  
q Where:	  	  Taipei,	  Taiwan	  
	  
quantum	  Monte	  Carlo	  simula6ons,	  tensor-‐product	  states,	  novel	  quantum	  states	  and	  
quantum	  phase	  transi6ons,	  entanglement,	  quantum	  dynamics,	  frustrated	  quantum	  
magnets,	  cold-‐atom	  systems...	  



Valence-‐Bond	  vs.	  Spin	  Representa#on	  	  	  	  	  
•  	  	  Define	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

•  	  	  A	  	  VB	  state	  	  	  	  	  	  
	  	  	  	  

•  	  	  Overlap	  	  

where	  	  

�v�|v� = 2Nloop−N/2

is	  the	  number	  of	  	  	  	  	  	  	  on	  the	  subla2ce	  A.	  
e.g.:	  

only	  the	  terms	  with	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  contribute.	  	  	  

�v�|v�



Valence	  Bond	  (VB)	  States	  for	  S=1/2	  spins	  
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	  	  	  	  VB	  state:	  a	  set	  of	  singlets	  between	  A	  and	  B	  subla2ce	  sites	  on	  a	  bipar6te	  la2ce	  

	  	  	  	  VB	  basis:	  overcomplete	  &	  non-‐orthogonal	  
• 	  expansion	  of	  an	  arbitrary	  singlet	  state	  (not	  unique)	  	  

	  
• 	  useful	  for	  

Ø  quantum	  Monte	  Carlo	  	  [A.W.	  Sandvik	  (2005)]	  

Ø  defini6on	  of	  entanglement	  entropy	  	  
§  valence	  bond	  entropy	  [Alet	  et.	  al.	  (2007);	  YCL	  &	  A.W.	  Sandvik	  (2010)]	  

§  Renyi	  entanglement	  entropy	  [M.B.	  Has6ngs	  ,	  	  R.	  Melko	  et.	  al.	  (2010)]	  

§  loop	  entropy	  [YCL	  &	  A.W.	  Sandvik	  (2010)]	  
Ø  defini6on	  of	  varia6onal	  states	  [Liang,	  Doucot,	  Anderson	  (1988)]	  
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