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Kapitel 1

Einleitung

”
Gleichwohl müßten die Atome zufolge der inneratomischen Elektronenbewegung nicht

nur elektromagnetische, sondern auch Gravitationsenergie ausstrahlen, wenn auch in
winzigem Betrage. Da dies in Wahrheit in der Natur nicht zutreffen dürfte, so scheint
es, daß die Quantentheorie nicht nur die Maxwellsche Elektrodynamik, sondern auch
die neue Gravitationstheorie wird modifizieren müssen.”

Albert Einstein 1916, [Ein16]

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel
”
Die Geometrie der Ashtekarvariablen“ beschäftigt sich

mit den klassischen Aspekten einer Theorie, deren Entwicklung durch Überlegungen initiiert wur-
de, die dem obigen Zitat entsprechen. Die Theorie, deren Grundlage die Ashtekarvariablen sind,
wird als Schleifenquantengravitation (engl. loop quantum gravity) bezeichnet. Allgemein haben
Theorien der Quantengravitation (QG) die Vereinigung der beiden wichtigsten Theorien des 20.
Jahrhunderts zum Ziel, nämlich der Quantentheorie und der allgemeinen Relativitätstheorie.
Die Quantentheorie ist dabei in der Lage, alle Grundkräfte der Natur, außer der Gravitionskraft,
im sogenannten Standardmodell SU(3)×SU(2)×U(1) zu beschreiben. Die Quantentheorie nutzt
dazu einen fixen, d.h. nicht-dynamischen, Hintergrund der Raumzeit. Sie sagt voraus, daß die
betrachteten physikalischen Größen quantisierte Werte annehmen. Die dynamische Entwicklung
dieser Größen ist nicht-determinitisch.
Die allgemeine Relativitätstheorie (ART) beschreibt hingegen die vierte Grundkraft – die Gravi-
tationkraft – als Eigenschaft der Raumzeit. Das zentrale Objekt hierbei ist die Metrik, welche als
glatt angenommen wird. Des weiteren beschreibt die ART ein streng deterministisches Verhalten
der von ihr betrachteten Objekte.
Man kann sich nun die Frage nach der Motivation zur Vereinigung dieser beiden Theorien stellen.
Dazu läßt sich zunächst bemerken, daß der Erfolg der Physik als Wissenschaft sich unter anderem
darauf gründet, daß es gelungen ist, die Vielzahl der physikalischen Gesetze mit immer einfacheren,
immer grundlegenderen Regeln zu beschreiben. Hierfür benötigt man eine immer abstraktere Ma-
thematik. Dadurch ist es möglich, mit immer weniger Aussagen die entsprechenden physikalischen
Systeme immer umfassender zu charakterisieren. Des weiteren hat sich gezeigt, daß Verallgemei-
nerungen der Naturgesetze in der Regel zu neuen tieferliegenden Erkenntnissen führen.
Eine Theorie der QG liefert möglicherweise Antworten auf das physikalische Verhalten der Raum-
zeit in der Nähe von Singularitäten (z. B. Schwarze Löcher oder der Kosmos für Zeiten nahe t = 0),
welche von der ART vorausgesagt werden. Wie wichtig diese Fragestellung ist, erkennt man schon
daran, daß die Existenz dieser Objekte, gerade wegen deren ungewöhnlichen Verhaltens, noch
lange nach deren theoretischer Beschreibung bezweifelt wurde. Mittlerweile gilt es jedoch als gesi-
chert, daß mit Sagittarius A* im Zentrum unserer Milchstraße ein supermassives Schwarzes Loch
existiert.
Eine weitere wichtige Frage ist, bei welchen physikalischen Skalen die QG eine Rolle spielen könn-
te. Max Planck zeigte bereits 1899, daß die fundamentalen Naturkonstanten Lichtgeschwindigkeit
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c, Gravitationskonstante G und Plancksches Wirkungsquantum ~ sich eindeutig zu einer Größe
Lp (heutzutage als Planck-Länge bezeichnet) mit der Dimension einer Länge kombinieren lassen.
Er erhielt

Lp :=

√

G~

c3
≈ 1, 62 × 10−33 cm . (1.1)

Dies entspricht einer Energie von etwa 1, 2×1019 GeV . Von einer Theorie der Quantengravitation
wird erwartet, daß diese erst ab einer Energie dieser Größenordnung für physikalische Prozesse
eine Rolle spielen wird. Ein moderner Beschleuniger wie der LHC (Large Hadron Collider) am
CERN, welcher 2007 in Betrieb genommen wird, um unter anderem Teilchen nachzuweisen, die
von der Theorie der Supersymmetrie vorausgesagt werden, arbeitet hingegen lediglich bei einer
Energie von 100 GeV bis 1 TeV. Das ist der Bereich des heute Machbaren und verdeutlicht somit
das Dilemma der QG, nämlich den Mangel an experimentellen Daten. Man ist somit gezwungen,
die Untersuchung der QG auf semiklassische Phänomene zu stützen. Ein wichtiges Resultat ist
dabei die 1974 von Hawking beschriebene Strahlung Schwarzer Löcher [Haw75]. Hawking zeigte,
daß ein Schwarzes Loch der Masse M das Spektrum der Strahlung eines Schwarzen Körpers mit
der Temperatur

T =
~c3

8πkGM
(1.2)

emittiert. Diese Betrachtungen fallen in den Bereich der Quantentheorie gekrümmter Raumzei-
ten. Mit dem Ergebnis von Hawking war es möglich, die Entropie Schwarzer Löcher (Bekenstein-
Hawking-Entropie) statistisch zu deuten. Für die Schwarzschild-Lösung beträgt diese Entropie:

S =
1

4

c2

~G
A, (1.3)

wobei A die Fläche des Schwarzschild-Horizontes ist. Für gängige Theorien der QG versucht man
nun, dieses Ergebnis zu reproduzieren. Als mögliche Ansätze einer Quantengravitionstheorie seien
hier die Stringtheorie und die, für diese Diplomarbeit maßgebende, Schleifenquantengravitation
genannt. In beiden Theorien konnte (unter jeweils speziellen Annahmen) die Bekenstein-Hawking-
Entropie hergeleitet werden.
Die Stringtheorie ist eine, von der Hochenergie- und Elementarteilchenphysik geprägte, Herange-
hensweise an das Problem der QG. Grundlage dieses Ansatzes ist die Störungstheorie über einer
fixen Hintergrundmetrik. Bis heute ist jedoch unklar, ob diese Betrachtungsweise ausreicht, um
die Quantenstruktur der Raumzeit korrekt zu beschreiben. Die Stringtheorie hat weiterhin den
Anspruch, sowohl die Gravitation, die anderen Grundkräfte, als auch die Materie in einer Theorie
zu vereinen. Es hat sich allerdings gezeigt, daß diese Theorie für verschiedene Modelle nur kon-
sistent ist, wenn entweder 10 oder 26 Dimensionen zur Beschreibung herangezogen werden. Für
die Stringtheorie konnte, wie oben angesprochen, die Bekenstein-Hawking-Entropie für extremale
Schwarze Löcher erfolgreich hergeleitet werden [Mal96, SV96].
Eine weitere, eher von den Relativisten bevorzugte, Herangehensweise ist die der Schleifenquan-
tengravitation (SQG). Als Voraussetzung nimmt man an, daß es möglich ist, die ART für das
Vakuum (ohne Betrachtung der anderen Wechselwirkungen mit Materie) zu quantisieren. Im Ge-
gensatz zur Stringtheorie ist die SQG eine hintergrundfreie, nicht-pertubative Feldtheorie. Die
Dimension der Raumzeit ist dabei auf 4 begrenzt. Die Gravitation wird in ihrer Hamiltonschen
Form 1 quantisiert, statt der Einsteinschen Feldgleichungen sind eine Reihe von Zwangsbedingun-
gen gegeben, welche man versucht, nach der Diracschen Quantisierungsregel zu quantisieren.
Die Anfänge dieser kanonischen Quantisierung liegen in den frühen 50er Jahren und gehen auf
Arbeiten von Bergmann und Dirac zurück. Dort wurde die allgemeine Hamiltonsche Theorie für
Systeme mit Zwangsbedingungen herausgearbeitet, auf welche die heutige Einteilung von Zwangs-
bedingungen beliebiger Ordnung in erste und zweite Art zurück geht. Dirac gelang es dann, die

1Aus diesem Grund wird dieser Ansatz auch als kanonischer Ansatz bezeichnet.
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Hamiltonsche Struktur der ART zu entschlüsseln [Dir58]. Durch die Ergebnisse von Dirac konnten
1961 Arnowitt, Deser und Misner in zweckmäßigen Variablen eine einfache Hamiltonsche For-
mulierung der ART angeben [ADM62]. Diese Version wird heute auch als ADM-Formulierung
der Gravition bezeichnet. Diese Grundlage ermöglichte es DeWitt 1967, die später nach ihm und
Wheeler benannte Wheeler-DeWitt Gleichung

Ĥψ(q) = 0 (1.4)

anzugeben [Dew67]. Ĥ ist dabei der zur Hamiltonfunktion der Gravitation zugehörige Hamilton-
operator und ψ ∈ L2(Met(Σ)) eine L2-Funktion auf dem Raum aller Riemannschen Metriken auf
der Hyperfläche Σ (dieser Raum wird im Englischen auch als superspace bezeichnet). Lösungen
dieser Gleichung waren lange Zeit unbekannt.
Ein weiterer Schritt auf dem Weg zu einer kanonischen Formulierung der QG war ein Beweis des
Positive-Energie-Theorems [Wit81]. Inspiriert durch diese Arbeit, veröffentlichte Sen eine Reihe
von Publikationen [Sen81, Sen82a, Sen82b], die es Ashtekar schließlich ermöglichten, eine neue
kanonische Formulierung der Gravitation aufzustellen [Ash86, Ash87]. Die kanonischen Variablen
waren ein gewichtetes Dreibein und ein Zusammenhang auf den durch die ADM-Zerlegung erhal-
tenen Hyperflächen der Raumzeit. Statt der Einsteinschen Feldgleichungen erhielt Ashtekar da-
bei drei Zwangsbedingungen: die Hamilton-, Diffeomorphismen- und Gaußsche Zwangsbedingung,
welche wir in Anlehnung an die englische Literatur im späteren auch als Constraints bezeichnen
werden.
Vorteil dieser neuen Darstellung war zunächst die formelle Ähnlichkeit zur Yang-Mills-Theorie,
welche bekanntermaßen zur Beschreibung des Standardmodells herangezogen wird. Eine Zielstel-
lung dieser Diplomarbeit war, ausgehend von den Einsteinschen Feldgleichungen, die Ashtekarva-
riablen herzuleiten. Dabei wurde eine etwas modernere Form gewählt, welche im Gegensatz zur
Originalarbeit [Ash86] noch einen zusätzlichen Parameter β enthält, den sogenannten Barbero-
Immirzi-Parameter [Imm97]. In der Arbeit von Ashtekar ist β = i. Diese Wahl führt zu einer
erheblichen Vereinfachung der Zwangsbedingungen und wurde anfangs als zweiter entscheiden-
der Vorteil der durch Ashtekar eingeführten Variablen angesehen. Damit β = i gesetzt werden
konnte, mußte man auf eine Formulierung der ART mit komplexen Größen zurückgreifen, was die
Einführung von Realitätsbedingungen nach sich zog. Im weiteren Verlauf war man tatsächlich in
der Lage, einzelne Lösungen für die (1.4) entsprechenden Zwangsbedingungen zu konstruieren.
Der Nachteil dieser Betrachtungen war jedoch, daß man durch die Komplexifizierung der ART
als Eichgruppe die SL(2,C) erhielt, d.h. eine nichtkompakte Gruppe. Dies führte zu erheblichen
Schwierigkeiten bei der Implementierung der Realitätsbedingungen. Aus diesem Grund betrach-
tete Barbero die Ashtekarvariablen für reelle Werte von β [Bar95a, Bar95b]. Es zeigte sich, daß
die Zwangbedingungen dabei eine kompliziertere, nicht-polynomiale Form annehmen. Ungeachtet
dieser Schwierigkeiten wird heutzutage die reelle Form der Ashtekarvariablen favorisiert. Zur Zeit
ist noch unklar, ob dieser Ansatz zum Erfolg führt.
Wie in der Stringtheorie wurde auch in der Theorie der Schleifenquantengravitation versucht, die
Bekenstein-Hawking Entropie Schwarzer Löcher herzuleiten [Kra98, ABCK98, Rov96, ABK00]. Es
zeigte sich, daß dieses Unterfangen nur für einen bestimmten Wert von β, nämlich für β ≈ 0, 2375
[Mei04, DL04], zum Erfolg führt. Man sieht hierin eine Möglichkeit, den Wert von β für die Schlei-
fenquantengravitation einfach festzulegen. Die exponierte Rolle des Barbero-Immirzi-Parameters,
der auf klassischem Niveau keine physikalische Relevanz besitzt, ist ein Kritikpunkt an der Schlei-
fenquantengravition, der von Anhängern konkurrierender Theorien der QG vorgebracht wird.

Man kann nun hoffen, daß eine bessere mathematische Durchdringung einer Theorie zu neuen Er-
kenntnissen führt; deshalb beschäftigt sich die vorliegende Arbeit, wie schon angedeutet, zu einem
Teil mit der Herleitung der Hamiltonschen Formulierung der Gravitation mit Ashtekarvariablen.
Die Herleitung soll dabei auf der Basis von Vierbeinen (später geht man zu Dreibeinen über)
vollzogen werden. Dazu wird in Kapitel 2 der Vierbeinkalkül eingeführt. Kapitel 2.4 behandelt ge-
wichtete Größen und induzierte Zusammenhänge sowie eine Formel, die aus der Cramerschen Regel
folgt. Nach diesen Vorbetrachtungen wird in Kapitel 3 die Hamiltonsche Form der Gravitation im
Dreibeinkalkül formuliert. Dabei wird den Betrachtungen von Peldán [Pel94] gefolgt, welche durch
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detaillierte Rechnungen ergänzt werden. Als Ergebnis erhält ein System von Zwangsbedingungen
für die Dreibeine eai und dazugehörigen Impulse πai, welche die kanonischen Variablen bilden.
Kapitel 4 führt schließlich die Ashtekarvariablen mit Hilfe zweier kanonischer Transformationen
ein. Nach der ersten Transformation in Kapitel 4.1 erhält man dabei die extrinsische Krümmung
Ki

a und das gewichtete Dreibein Ej
b als kanonische Variablen. Diese Transformation stellt eine

Verbindung zur Arbeit [Thi01] von Thiemann her. Die zweite Transformation in Kapitel 4.3 führt
wieder auf das gewichtete Dreibein; statt der extrinsischen Krümmung erhält man jedoch den
Ashtekarzusammenhang (also insgesamt die Ashtekarvariablen). Für jeden Transformationsschritt
wird in den Kapitel 4.2 und 4.4 die Invarianz der Poissonklammern nachgewiesen. In [Thi01] offen-
gelassene Rechnungen werden abermals ergänzt. Kapitel 5 beginnt mit einem einfachen Schema,
welches die Berechnung der Ashtekarvariablen bei vorgegebener Metrik erlaubt. Das Schema wird
auf die Schwarzschild-Metrik, die Kerr-Metrik sowie die Robertson-Walker-Metrik angewendet.
Für die Schwarzschild-Metrik konnten die Ergebnisse von Soo und Chang [CS92] verifiziert wer-
den. Die Ashtekarvariablen für die Kerr-Metrik scheinen hingegen noch nicht publiziert worden
zu sein. Zuletzt werden noch in Kapitel 5.5 die Ashtekarvariablen für die linearisierte Gravitation
betrachtet. Es zeigt sich, daß in dieser Näherung der nicht-polynomiale Anteil der Hamiltonschen
Zwangsbedingung verschwindet [ARS91].
Die dargestellten Herleitungen erlauben, weitere, noch offene Fragestellungen zu behandeln. So
ist es möglich, mit dem eingeführten Schema störungstheoretische Betrachtungen durchzuführen,
wie dies im Kapitel 5.5 für die linearisierte Gravitation schon geschehen ist. Es wäre zum Beispiel
interessant, die Form der Zwangsbedingungen für den Fall der Störung einer beliebigen Hinter-
grundmetrik zu betrachten. Die Darstellungen erlauben ebenfalls, das Transformationsverhalten
der Ashtekarvariablen unter beliebigen Koordinatentransformationen zu untersuchen. Mit dem
Ergebnis könnte man die in Kapitel 5.2 hergeleiten Ashtekarvariablen der Schwarzschild-Metrik
in Kruskalkoordinaten darstellen und so die Koordinatensingularität umgehen (natürlich kann
man ebenso das Schema anwenden). Die Herleitung, die im Vierbeinformalismus vorgenommen
wurde, läßt sich möglichweise durch eine intrinsischere Darstellung mit Repèrebündeln ersetzen.
Von der Krümmung ausgehend könnte man tiefere geometrische Strukturen der Gravitation in
Ashtekarformulierung mit charakteristischen Klassen untersuchen.
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Kapitel 2

Der Vierbeinformalismus

2.1 Geometrische Aspekte des Vierbeins

R
4

M M

e−1

∂α

ξI

TpM
TM R

4 × M

Abbildung 2.1: Geometrie des Vierbeins

Der Vierbeinformalismus ist ein wichtiges Hilfsmittel zur mathematischen Behandlung der Ein-
steinschen Feldgleichungen. Die folgenden Textzeilen sollen hierzu eine kurze Einführung geben
(siehe hierzu auch [BM]). Betrachtet werde eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit1 M mit global
trivialem Tangentialbündel und vorgebener Metrik g. Die Metrik habe überall auf M die konstante
Signatur ( − + + +). Diese Voraussetzungen sollen später auch für die jeweils betrachtete Raum-
zeit als axiomatisch angenommen werden. Das Tangentialbündel von M ist ein Vektorbündel. Ein
Vektorbündel ist wiederum ein Spezialfall eines Faserbündels. Wir nutzen die Gelegenheit um an
die Definitionen dieser beiden geometrischen Strukturen zu erinnern. Es wird dabei der Begriff der
iterierten offenen Überdeckung verwendet, wie er in [Fle01] definiert ist.

Definition 2.1.1. Eine offene Überdeckung U heißt iteriert genau dann, wenn für jedes U ∈ U
auch jede offene Menge U ′ ⊆ U wieder in U liegt.

Wir schließen die Definition des Faserbündels an.

Definition 2.1.2. Ein lokal triviales, differenzierbares Faserbündel ist ein 5-Tupel (E, π,M,F,G)
mit den folgenden Eigenschaften:

1. E (Totalraum) M (Basis) und F (Faser oder typische Faser) sind differenzierbare Mannig-
faltigkeiten.

2. Die kanonische Projektion π : E →M ist eine glatte Surjektion. Das Urbild π−1(p) ≡ Fp
∼= F

mit p ∈M heißt Faser über p.

1Die meisten der hier angestellten Betrachtungen sind auf D Dimensionen erweiterbar.
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3. G ist eine Lie-Gruppe mit linker Wirkung auf F . G wird als Strukturgruppe des Faserbündels
bezeichnet.

4. Lokale Trivialität: Für eine iterierte offene Überdeckung (Ui)i∈I von M existiert ein System
lokaler Trivialisierungen {χi}, so daß χi : π−1(Ui) → Ui × F ein Diffeomorphismus ist, für
den gilt:

(a) Das Diagramm

π−1(Ui)
χi //

π
##GG

GG
GG

GG
G

Ui × F

pr1

||xx
xx

xx
xx

x

Ui

ist kommutativ.

(b) Die Abbildung (pr2 ◦ χi)dπ−1(q) : π−1(q) → F ist ein Isomorphismus.

(c) Seien (Ui, χi), (Uj , χj) zwei lokale Trivialisierungen mit Ui ∩ Uj 6= ∅, dann ist die Ab-
bildung

χi ◦ χ−1
j : (Ui ∩ Uj) × F → (Ui ∩ Uj) × F

gegeben durch

(χi ◦ χ−1
j )(x, f) = (x, tij(x)(f)) ∀x ∈ Ui ∩ Uj , f ∈ F

mit tij : Ui ∩Uj → G. Die Funktionen {tij} werden als Übergangsabbildungen bezeich-
net. Sie erfüllen die bekannten Kozykelbedingungen.

Daran kann man nun direkt die Definition des Vektorbündels anschließen.

Definition 2.1.3. Eine reelles oder komplexes Vektorbündel vom Rank n ist ein Faserbündel,
dessen typische Faser ein n-dimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum ist.

Verkürzend schreibt man auch E
π // M oder einfach nur E für das entsprechende Vektorbündel,

wenn klar ist, was man damit meint.
Das Tangentialbündel TM einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist damit ein Vektorbündel mit
typischer Faser Rn und StrukturgruppeGL(n) 2. Die Trivialisierung von TM sei mit e−1 : TM 7−→
R4 ×M und ihre Umkehrung mit e bezeichnet. Weiterhin möge {ξI} eine Basis von Schnitten in
R4 ×M über M und {ξI} die dazu duale Basis bezeichnen. Für einen beliebigen Schnitt % sei
% = %IξI die Basiszerlegung. Schließlich soll auf R

4 ×M , bezüglich der Basis {ξI}, ein inneres
Produkt durch die Minkowskimetrik η bestimmt sein. Das innere Produkt zweier Schnitte % und σ
ergibt sich darum zu: 〈%, σ〉η = %IσJηIJ . R4 ×M ist selbst wieder ein Vektorbündel. Im Rahmen
des Vierbeinbeinformalismus spricht man von R4×M auch als internen Raum mit interner Metrik

η.
e liefert eine Abbildung der Basis von Schnitten in R4 ×M auf Schnitte in TM , die hier mit {eI}
bezeichnet werden soll :

eI := e(ξI) =: eα
I ∂α, (2.1)

wobei {∂α} die von Koordinatenvektorfeldern generierte Basis von Schnitten ist. Damit ist der
Isomorphismus e, nach der Wahl der Basissysteme {ξI} und {∂α}, bereits eindeutig durch die
Angabe der eα

I bestimmt. Aus diesem Grund werden auch die Komponentenfunktionen eα
I , ebenso

wie der Isomorphismus e und die Vektoren {eI} als Vierbein bezeichnet.
Eine wichtige Einschränkung der Menge aller Vierbeine liefert die folgende Definition:

2Durch diese Aussage sind nicht alle Eigenschaften von TM festgelegt.
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Definition 2.1.4. Das Vierbein ist orthonormal.
def⇐⇒ Die Vektorfelder {eI} sind orthonormal

bezüglich g, d.h. :

g(eI , eJ ) = ηIJ . (2.2)

Es sei im folgenden das Vierbein immer orthonormal. Durch Einsetzen von (2.1) in (2.2), mit der
Definition gαβ := g(∂α, ∂β) und aus der Linearität der Metrik folgt die für den Vierbeinkalkül
wichtige Formel:

gαβe
α
I e

β
J = ηIJ . (2.3)

Insgesamt kann man den folgenden Satz formulieren.

Satz 2.1.1. Seien v, v′ ∈ Γ(TM) sowie ρ, ρ′ ∈ R4 ×M dann gilt:

η(ρ, ρ′) = g(e(ρ), e(ρ′)) ⇔ η = g ◦ (e× e) (2.4)

bzw.

g(v, v′) = η(e−1(v), e−1(v′)) ⇔ g = η ◦ (e−1 × e−1) . (2.5)

Mit Hilfe der letzten Gleichung ist es möglich durch den Isomorphismus e−1 die Metrik g über die

Metrik η des internen Raums zu kontrollieren. Allgemein ist man bestrebt die Geometrie von TM
durch die Geometrie von R4 ×M über e bzw. e−1 festzulegen.
Über die Metrik3 g wird auf TpM ein Skalarprodukt 〈u, v〉g := g(u, v) für alle u, v ∈ TpM erzeugt.
Den dadurch definierten Isomorphismus v 7→ 〈v, ·〉g von TpM nach T ∗

pM und seinen Inversen
bezeichnet man durch:

TpM
[ // T ∗

pM
]

oo . (2.6)

Die
”
musikalischen“ Operatoren [ und ] werden im Englischen mit flat und sharp bezeichnet,

was im Deutschen soviel wie flach und spitz bedeutet. Nach [Jä92] ist die Symbolik deshalb so
zu verstehen, daß der Operator ] die Linearform α zum Vektor α]

”
anspitzt“. Durch die punkt-

weise Anwendung dieser Operationen erhält man schließlich ein Zuordnung zwischen 1-Formen
und Vektorfeldern. Man spricht auch von metrischer Äquivalenz zwischen diesen Objekten (siehe
[FK03]). Sei v ∈ TM ein Vektorfeld und v = vα∂α seine Zerlegung nach der Basis auf TM , dann
sind die Funktionen vα ∈ C∞(M) definiert als v[ =: vαdxα mit v[ := [(v). Die Operatoren [ und
] bewirken also ein Heben und Senken der Indizes. Mit

vα = v[(∂α) = 〈v, ∂α〉g = vβ〈∂β , ∂α〉g = gαβv
β

erhält man

vα = gαβv
β , (2.7)

was eine entscheidende Eigenschaft der Metrik ist. Mit der üblichen Relation gαρg
αβ = δβ

ρ läßt
sich noch

gαβvβ
(2.7)
= gαβgβγv

γ = vα (2.8)

berechnen.
Die obigen Betrachtungen sollen auch für Größen mit

”
gemischtem“ Indexbild gelten. Dement-

sprechend ist dann eI
α in bezug auf eα

I durch entsprechendes Heben und Senken der beiden Indizes
mit der räumlichen Metrik g und der internen Metrik η definiert. Daraus folgt speziell

eα
I e

J
α = δJ

I . (2.9)

3Die im folgenden angestellten Betrachtungen sollen für die beiden Metriken g und η gleichermaßen gelten.
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Mit eI
α und v = vα∂α ∈ TM läßt sich e−1(v) durch

e−1(v) = eI
αv

αξI (2.10)

darstellen, denn da e ein Isomorphismus ist, gibt es einen Schnitt s in R
4 ×M mit e(s) = v und

es gilt:

e−1(v) = eI
αv

αξI = eI
αe

α
Js

JξI = sJξJ = s (2.11)

Die Betrachtungen mit musikalischen Operatoren seien jetzt auf ein beliebiges lokal triviales,
differenzierbares Vektorbündel E mit Metrik g und entsprechenden dualem Vektorbündel E∗ (siehe
[Nak]) verallgemeinert. Definiert man als nächstes statt der Bezeichnung ω(v) für die Wirkung einer
Form auf ein Vektorfeld die ebenfalls sehr gebräuchliche Darstellung 〈ω, v〉E durch

Definition 2.1.5. Sei E ein Vektorbündel und E∗ das zugehörige duale Vektorbündel, dann ist
mit v ∈ Γ(E) und ω ∈ Γ(E∗) die Operation 〈ω, v〉E definiert durch

〈ω, v〉E := ω(v) . (2.12)

Auf dem internen Raum und auf TM (extern) soll diese Operation jeweils mit 〈·, ·〉I bzw. 〈·, ·〉Ex

bezeichnet werden. Mit den Operatoren [ und ] kann man nun das folgende einfache Lemma
formulieren.

Lemma 2.1.1. Es gilt

〈ω, v〉E = 〈v[, ω]〉E (2.13)

〈ω, v〉E = 〈ω], v〉g . (2.14)

Beweis. Gleichung (2.14) folgt direkt aus der Definition des Operators ] und (2.13) ergibt sich aus
der Symmetrie von 〈·, ·〉g sowie der zweimaligen Verwendung von (2.14) durch

〈ω, v〉E
(2.14)
= 〈ω], v〉g = 〈v, ω]〉g

(2.14)
= 〈v[, ω]〉E .

Um die Geometrie des Isomorphismus e noch etwas näher zu beleuchten definiert man das Ten-
sorprodukt zwischen Vektorbündeln.

Definition 2.1.6. Seien E1
π1 // M und E2

π2 // M zwei lokal triviale Vektorbündel vom
Rank n1 und Rank n2 über der Mannigfaltigkeit M . Dann ist das Tensorprodukt E = E1 ⊗ E2

ein lokal triviales Vektorbündel vom Rang n1 · n2 über M , das wie folgt definiert ist.

1. Der Totalraum E ist die disjunkte Vereinigung des faserweisen Tensorproduktes π−1
1 (m) ⊗

π−1
2 (m) der beiden Vektorbündel über dem Punkt m ∈M , d.h.

E =
∐

m∈M

π−1
1 (m) ⊗ π−1

2 (m) . (2.15)

2. Die Projektion π von E auf M ist gegeben durch

π : E ⊃ π−1
1 (m) ⊗ π−1

2 (m) 3 x 7→ m ∈M . (2.16)

3. Sei {Ui}i∈I eine iterierte, offene Überdeckung, so daß für jedes i ∈ I und für k = 1, 2 eine
lokale Trivialsierung χki : π−1

k (Ui) → Ui × Rnk des jeweiligen Vektorbündels Ek existiert.
Für E sei die Abbildung χi : π−1(Ui) → Ui × (Rn1 ⊗ Rn2) ∼= Ui × Rn1n2 mit q1 ⊗ q2 ∈
π−1

1 (m) ⊗ π−1
2 (m) ⊂ π−1(Ui) durch

χi(q1 ⊗ q2) = (m, pr2(χ1i(q1)) ⊗ pr2(χ2i(q2))) (2.17)

definiert. Auf E wird durch χ−1
i die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit indu-

ziert und χi ist die zu {Ui}i∈I gehörige lokale Trivialisierung von E.
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Die Aussage, E sei ein Vektorbündel, bedarf streng genommen eines Beweises, der hier nicht
erbracht werden soll. Gleichung (2.1) legt nun die Interpretation des Isomorphismus e als Schnitt
im Bündel TM ⊗ (R4 ×M)∗ nahe, d.h.

e ∈ Γ(TM ⊗ (R4 ×M)∗) . (2.18)

In der lokalen Basisdarstellung erhält man deshalb

e = eα
I ∂α ⊗ ξI . (2.19)

Das Tensorprodukt zwischen den Schnitten {∂α} und {ξI} ist dabei faserweise zu verstehen. Ent-
sprechend ist

e−1 ∈ Γ(T ∗M ⊗ (R4 ×M)) ⇒ e−1 = eI
αdxα ⊗ ξI . (2.20)

In Verbindung mit dem Operator [ möge nun e[ den Isomorphismus e, abgebildet nach Γ(TM ⊗
(R4 ×M)), bezeichnen (e[ wird im Kapitel 2.2 benötigt), d.h.

e[ = eαI∂α ⊗ ξI . (2.21)

Genauer stellt die Betrachtungsweise der Isomorphismen e und e−1 in (2.19) und (2.21) eine
Erweiterung dar, denn während zum Beispiel für e im ursprünglichen Sinne nur e(ξI) erklärt
ist, ist jetzt auch e(∂α) definiert. Diese Interpretationen soll in den kommenden Ausführungen
beibehalten werden. Für die spätere Analyse des Krümmungstensors sei abschließend hier noch
ein weiteres einfaches Lemma angegeben.

Lemma 2.1.2. Sei ωαdxα ∈ Γ(T ∗M) und vα∂α ∈ Γ(TM) dann ist

〈ω, v〉Ex = 〈e(ω), e−1(v)〉I . (2.22)

Beweis.

〈ω, v〉Ex = ωαv
α = ωαv

βδα
β = ωαv

βeα
i e

J
βδ

I
J = ωαv

β〈e(dxα), e−1(∂β)〉 = 〈e(ω), e−1(v)〉I

Von den Implikationen der hier eingeführten Strukturen für Zusammenhänge handelt nun das
nächste Kapitel.

2.2 Zusammenhang und Krümmung im Vierbeinkalkül

2.2.1 Die Geometrie der Zusammenhänge

Um Zusammenhänge auf Vektorbündeln und auf Hauptfaserbündeln einzuführen sind mehrere
äquivalente Definitionen möglich. Im Rahmen dieser Arbeit wird die in [BM] angegebene verwen-
det.

Definition 2.2.1. Sei E ein Vektorbündel über einer Mannigfaltigkeit M . Dann ist ein Zusam-
menhang D auf E eine Abbildung D : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E) mit den folgenden Eigenschaften:

D(s+ t) = Ds+Dt,

D(fs) = df ⊗ s+ fDs ∀f ∈ C∞(M), s, t ∈ Γ(E) (2.23)

Entsprechend definiert man den Zusammenhang auf E∗ über die Leibnitzregel für 〈·, ·〉, d.h

Definition 2.2.2. Sei ω ∈ Γ(E∗) dann ist Dω ∈ Γ(E∗) definiert als:

〈Dω, v〉E := d〈ω, v〉E − 〈ω,Dv〉E ∀v ∈ Γ(E) . (2.24)
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Es sollen nun für den Zusammenhang D die üblichen Definitionen und Schlußfolgerungen gelten.
In Verbindung mit dem Operator [ erhält man somit den nachfolgenden Satz.

Satz 2.2.1. Gegeben sei ein Vektorbündel E, ein darauf definierter Zusammenhang D und eine
Metrik h. Dann sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

i) [D = D[

ii) D ist metrisch.

Beweis. Mit {ξI} als Basis von Schnitten auf E und der dazu dualen Basis von Schnitten {ξI}
auf E∗ gilt mit u = uIξI :

[(Du) = D([(u))

⇔ [(D(uIξI)) = D([(uIξI))

⇔ (duI)[(ξI) + uI[(ξK)〈ξK , DξI〉E = (duI)[(ξI) + 〈D[(ξI), ξK〉EuIξK

⇔ uIgKJξ
J〈ξK , DξI〉E = d(〈[(ξI), ξK〉E)uIξK − 〈[(ξi), Dξk〉EuIξK

⇔ uIξJ〈ξJ , DξI〉h = d(〈ξI , ξK〉h)uIξK − 〈ξI , Dξk〉huIξK

⇔ 〈DξJ , ξI〉h + 〈ξJ , DξI〉h = D〈ξI , ξK〉h
⇔ D ist metrisch .

Ein metrischer Zusammenhang auf dem trivalen Bündel R4×M wird auch als Lorentz-Zusammen-

hang bezeichnet. Im vorigen Abschnitt wurde das Tensorprodukt zwischen zwei Vektorbündeln
betrachtet. Ist auf diesen Vektorbündeln jeweils ein Zusammenhang gegeben, so kann man auf
dem Tensorprodukt ebenfalls einen Zusammenhang definieren. Es gilt:

Definition 2.2.3. Gegeben sei ein Vektorbündel E1 mit einem Zusammenhang D1, sowie ein Vek-
torbündel E2 mit einem Zusammenhang D2. Beide Vektorbündel mögen dieselbe Basis besitzen.
Dann ist auf dem Tensorprodukt E1 ⊗ E2 der Zusammenhang D1 ⊗D2 durch

(D1 ⊗D2)(s
′ ⊗ s) = D1(s

′) ⊗ s+ s′ ⊗D2(s) (2.25)

definiert, mit s′ ⊗ s ∈ Γ(E1 ⊗ E2), s
′ ∈ Γ(E1) und s ∈ Γ(E2) .

Der nachfolgende Text soll sich nun wieder mehr auf die in Kapitel 2.1 betrachteten Vektorbündel
beziehen. Auf TM und R4 × M seien deshalb Zusammenhänge gegeben, welche mit ∇ und D
bezeichnet werden. Will man weiter der Philosophie folgen, daß die Strukturen von R

4 ×M und
der Isomorphismus e die Strukturen auf TM modellieren, so stellt sich hier die Frage unter welchen
Bedingungen der Zusammenhang D den Zusammenhang ∇ festlegt. Der anschließende Satz bietet
ein mögliche Betrachtungsweise.

Satz 2.2.2. Falls D ein Lorentz-Zusammenhang und e[ parallel bezüglich D = D ⊗ ∇ ist, dann
kommutiert das folgende Diagramm.

Γ(R4 ×M)
D //

e

��

Γ(T ∗M ⊗ (R4 ×M))

e⊗id

��

Γ(TM)
∇ // Γ(T ∗M ⊗ TM)

(2.26)

Beweis. Man zeigt (2.26) am besten über e−1(∇e(u)) = Du ∀u ∈ Γ(R4 × M), wobei für u
die Basisdarstellung u = uIξI angesetzt wird. Als ersten Schritt schreibt man die Voraussetzung
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De[ = 0 in eine Form, die im späteren Verlauf der Beweisführung Eingang finden wird.

0 = De[ = D(eαI∂α ⊗ ξI) = (deαI)∂α ⊗ ξI + eαI(∇∂α) ⊗ ξI + eαI∂α ⊗DξI

= (deαI)∂α ⊗ ξI + eαI〈dxβ ,∇∂α〉Ex∂β ⊗ ξI + eαI〈ξJ , DξI〉I∂α ⊗ ξJ

= (deαI)∂α ⊗ ξI + eβI〈dxβ ,∇∂β〉Ex∂α ⊗ ξI + eαK〈ξI , DξK〉I∂α ⊗ ξI

⇔ 0 = deαI + eβI〈dxα,∇∂β〉Ex + eαK〈ξI , DξK〉I . (2.27)

Im zweiten Schritt berechnet man ∇e(u). Man erhält:

e(u) = uIeα
I ∂α = uIe

αI∂α

⇔ ∇e(u) = ∇(uIe
Iα∂α) = d(uI)e

αI∂α + uI(de
αI)∂α + uIe

αI〈dxβ ,∇∂α〉Ex∂β . (2.28)

Im dritten Schritt läßt sich schließlich direkt die zu beweisende Formel zeigen. Es gilt:

e−1(∇e(u)) = d(uI)e
αIe−1(∂α) + uI(de

αI)e−1(∂α) + uIe
αI〈dxβ ,∇∂α〉Exe

−1(∂β)

= d(uI)e
αIeK

α ξK + uI(de
αI)eK

α ξK + uIe
αI〈dxβ ,∇∂α〉Exe

K
β ξK

= (duK)ξK + uIe
K
α (deαI + eβI〈dxα,∇∂β〉)ExξK

= (duK)ξK − uIe
K
α e

αS〈ξI , DξS〉IξK = (duK)ξK − uI〈ξI , D(ηKSξS)〉IξK
= (duK)ξK − uI〈(D(ηKSξS))[, (ξI)]〉IξK
= (duK)ξK − uI〈D((ηKSξS)[), ξI〉IξK
= (duK)ξK − uI〈DξK , ξI〉IξK = (duK)ξK + uI〈ξK , DξI〉IξK
= Du . (2.29)

Die Voraussetzungen von Satz (2.2.2) sollen von jetzt an immer gelten. Damit ∇ festgelegt ist, ist
es an dieser Stelle sinnvoll D zu determinieren – die Metrizität allein reicht dazu nicht aus. Für
D definiert man deshalb zusätzlich eine Art Torsionfreiheit, die sich auf ∇ überträgt.

Definition 2.2.4. Mit Dα := D(∂α) gelte für D die folgende Eigenschaft:

Dα(e−1(∂β)) = Dβ(e−1(∂α)) . (2.30)

Die Metrizität von ∇ folgt mit Satz (2.2.2) aus der von D und mit (2.30) wird ∇ zu einem
Levi-Civita-Zusammenhang auf TM .

2.2.2 Die Zusammenhangskoeffizienten

Als Beispiel für die Wirkung des Vierbeinkalküls in der Basisdarstellung werden hier die Zusam-
menhangskoeffizienten der beiden Zusammenhänge berechnet. Diese sind über die Ableitung von
e[ wie folgt definiert.

Dα(e[) = Dα(eβIdx
β ⊗ ξI) = ∂α(eβI)dx

β ⊗ ξI + eβI(∇αdxβ) ⊗ ξI + eβIdx
β ⊗Dα(ξI)

=: ∂αeβIdx
β ⊗ ξI − eβIΓ

β
αγdxγ ⊗ ξI − eβIdx

β ⊗ ω I
α Jξ

J . (2.31)

In der Basisdarstellung des Zusammenhangs Dαe[βI := Dα(e[)(∂β , ξI) ist der Operator [ redun-
dant, so daß er weggelassen werden kann. Man erhält:

DαeβI = ∂αeβI − Γγ
αβeγI − ω J

α IeβJ . (2.32)

Mit den Eigenschaften der kovarianten Ableitung D und des Isomorphismus [ ist das folgende
Lemma leicht zu zeigen.

Lemma 2.2.1. Es gilt:

De[ = 0 ⇔ De = 0 (2.33)
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Beweis. Wir erinnern noch einmal daran, daß der Operator [ mit D vertauscht. Da [ hier nur in
der zweiten Komponente wirkt, überträgt sich diese Eigenschaft auf den Zusammenhang D. Es
gilt:

De[ = 0 ⇔ [(De) = 0 ⇔ De = 0 .

In der Basisdarstellung – der Operator [ wurde wieder weggelassen – erhält man deshalb:

DαeβI = 0 und Dαe
β
I = 0 . (2.34)

Analog läßt sich Dαe
I
β = 0 und letztendlich Dαe

βI = 0 beweisen. Aus (2.34) folgt die Antisymme-
trie der ω:

Dα(eβIe
β
J ) = DαηIJ = ∂αηIJ

︸ ︷︷ ︸

=0

− ω K
α JηIK − ω K

α IηKJ = 0 ⇒ ωα(IJ) = 0 . (2.35)

∇ ist wie schon erwähnt ein Levi-Civita-Zusammenhang auf TM. Dies folgt aus der Torsionsfreiheit
und der Metrizität von ∇. Es wird hier jedoch die Gelegenheit genutzt um die Zusammenhangsko-
effizienten (in diesem Fall also Christoffelsymbole ) nach der Metrik aufzulösen (siehe auch [Pel94]).
Die Formel wird genau die eines Levi-Civita-Zusammenhangs sein, was ebenfalls als Beweis für
diese Eigenschaft von ∇ gelten mag. Die Torsionfreiheit impliziert zunächst

Γγ
[αβ] = 0 . (2.36)

Des weiteren gilt:

0
(2.34)
= Dα(eβIe

I
γ) = ∇αgβγ = ∂αgβγ − Γε

αβgεγ − Γε
αγgβε . (2.37)

Über eine zyklische Vertauschung der Koeffizienten α , β und γ in Gleichung (2.37) erhält man:

∂αgβγ − Γε
αβgεγ − Γε

αγgβε = 0

(+) + ∂γgαβ − Γε
γαgεβ − Γε

γβgαε = 0

(+) − ∂βgγα + Γε
βγgεα + Γε

βαgγε = 0

⇒ ∂αgβγ + ∂γgαβ − ∂βgγα − 2Γε
αγgβε = 0 . (2.38)

Aus (2.38) folgt die Abhängigkeit der Christoffelsymbole von der Metrik:

Γε
αγgβε =

1

2
(∂αgβγ + ∂γgαβ − ∂βgγα)

⇔ Γε
αγ =

1

2
gβε(∂αgβγ + ∂γgαβ − ∂βgγα) . (2.39)

Durch (2.39) läßt sich ∇ eindeutig als Levi-Civita-Zusammenhang identifizieren.
Im vorangegangenen Abschnitt wurde deutlich, daß die Metrik durch die Wahl der Funktionen
eα
I bereits durch Gleichung (2.3) festgelegt ist. Diese Betrachtungsweise läßt sich ebenso auf den

Zusammenhang ∇ anwenden, denn durch (2.39) sind die räumlichen Konnexionskoeffizienten Γ
als Funktion der Metrik gegeben und diese ist – wie gesagt – wieder durch eα

I darstellbar. D.h.
die bisher vorgenommenen Einschränkungen für die geometrischen Strukturen sind stark genug,
um über die Wahl des Isomorphismus e die Zusammenhänge festzulegen. Um dieses Bild noch
zu vervollständigen, soll die Abhängigkeit der ω vom Vierbein berechnet werden. Hierzu bemerkt
man zunächst, daß wegen (2.32) und (2.36)

D[αeβ]I = ∂[αeβ]I + ω
J

[αI eβ]J = 0 (2.40)
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gilt. Die freien räumlichen (holonomen) Indizes lassen sich durch

eα
Je

β
K(∂[αeβ]I + ω L

[αI eβ]L) = 0 (2.41)

in interne (anholonome) Indizes umwandeln. Mit der Definition

ΩJKI := eα
Je

β
K∂[αeβ]I (2.42)

und zyklischem Vertauschen der Indizes, sowie anschließender Addition bzw. Subtraktion der
entstehenden Gleichungen wird (2.41) zu :

ΩJKI + eα
JωαIK − eβ

KωαIJ = 0

(+) ΩIJK + eα
I ωαKJ − eβ

JωαKI = 0

(−) ΩKIJ + eα
KωαJI − eβ

I ωαJK = 0

⇒ ΩJKI + ΩIJK − ΩKIJ + 2eα
JωαIK = 0 (2.43)

(2.43) nach den ω umgestellt ergibt:

ωαKI =
1

2
eJ
α(ΩJKI + ΩIJK − ΩKIJ) . (2.44)

Setzt man die Definition (2.42) in (2.44) ein, so kann man die enstehende Formel noch etwas
kompakter schreiben. Man erhält:

ω KI
α =

1

2
eJ
α(eβ

Je
γK∂[βe

I
γ] + eβIeγ

J∂[βe
K
γ] − eβKeγI∂[βeγ]J )

=
1

2
(δβ

αe
γK∂[βe

I
γ] + eβIδγ

α∂[βe
K
γ] − eJ

αe
βKeγI∂[βeγ]J )

=
1

2
(eγK∂[αe

I
γ] + eβI∂[βe

K
α] − eJ

αe
βKeγI∂[βeγ]J)

=
1

2
(eγK∂[αe

I
γ] − eβI∂[αe

K
β] + eJ

αe
βKeγI∂[γeβ]J )

=
1

2
(eγ[K∂[αe

I]
γ] + eJ

αe
β[KeγI]∂γeβJ ) =

1

2
(eγ[K∂[αe

I]
γ] + eJ

αe
γ[KeβI]∂βeγJ )

=
1

2
eγ[K(∂[αe

I]
γ] + eJ

αe
βI]∂βeγJ ) . (2.45)

2.2.3 Der Krümmungstensor

Da die kovarianten Ableitungen gegeben sind, ist es möglich die entsprechenden Krümmungsten-
soren zu definieren. Dies soll hier über die Festlegung der Komponenten geschehen.

Definition 2.2.5.

R δ
αβγ := 〈dxδ,∇[α∇β]∂γ〉Ex (2.46)

R J
αβI := 〈ξJ , D[αDβ]ξI〉I (2.47)

Man zeigt nun das folgende Lemma.

Lemma 2.2.2. Es gilt:

〈ξJ , D[αDβ]ξI〉I = 〈e−1(ξJ),∇[α∇β]e(ξI)〉Ex . (2.48)
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Beweis.

〈ξJ , D[αDβ]ξI〉I = 〈ξJ , D[α(e−1∇β]e(ξI))〉I = 〈ξJ , e−1∇[αe(e
−1∇β]e(ξI))〉I

= 〈ξJ , e−1∇[α∇β]e(ξI)〉I = 〈e(e−1(ξJ)), e−1∇[α∇β]e(ξI)〉I
= 〈e−1(ξJ),∇[α∇β]e(ξI)〉Ex

Für den Vierbeinkalkül notiert man wegen der Linearität der Krümmungstensoren:

Lemma 2.2.3. Mit Definition 2.2.5 und Lemma 2.2.2 erhält man in der Basisdarstellung:

eγ
I e

J
δR

δ
αβγ = R J

αβI . (2.49)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Einsetzen und unter Ausnutzung der Linearitätseigen-
schaften der einzelnen Objekte.

R J
αβI = 〈ξJ , D[αDβ]ξI〉I = 〈e−1(ξJ),∇[α∇β]e(ξI)〉Ex = 〈eJ

δ dxδ,∇[α∇β](e
γ
I∂γ)〉Ex

= eγ
I e

J
δR

δ
αβγ

Für die Einsteinschen Feldgleichungen des Vakuums

Rµν − 1

2
Rgµν = 0 (2.50)

erhält man mit der obigen Definition und den Lemmata

eK
ν e

β
JR

J
µβK − 1

2
eµKe

K
ν R

J
αβI eβ

Je
αI = 0 . (2.51)

Das Ergebnis findet sich in dieser Form auch in [Pel94].

2.3 Der Bezug zur 1. Cartanschen Strukturformel

Die 1. Cartansche Strukturformel ist ein wichtiges Hilfsmittel zur expliziten Berechnung der As-
htekarvariablen (siehe Kapitel 5). Die Referenz für die nachfolgenden Ausführungen ist [Nak].
Dort wird in einer Vollständigkeit auf dieses Thema eingegangen, wie sie hier nicht weiter benötig
wird. So soll an dieser Stelle lediglich der Bezug zu den vorangegangen Kapiteln hergestellt und
die Voraussetzungen für spätere Berechnungen geschaffen werden. Ausgangspunkt ist die folgende
Definition:

Definition 2.3.1. Mit den Bezeichungen aus Kapitel 2.1 sei zu der Basis von Schnitten {eI} das
duale Komplement {ΘI} wie folgt definiert:

ΘI := eI
αdxα . (2.52)

Des weiteren sei eine matrix-wertige 1-Form {ωI
K} gegeben durch:

ωI
K := ω I

a Kdxa , (2.53)

wobei es sich bei ω I
a K um den in Kapitel 2.2 eingeführten Zusammenhang handelt.

Wählt man zwei Basissysteme {eI} und {ΘI}, so lautet die 1. Cartansche Strukturgleichung :

dΘI + ωI
K ∧ ΘK = T I . (2.54)

Dabei ist mit T I die Torsions-2-form bezeichnet worden, worauf hier nicht weiter eingegangen
werden soll. Speziell für den im vorangegangen Kapitel gewählten Zusammenhang ist die Torsion
0, so daß es reicht den folgenden Satz zu beweisen.
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Satz 2.3.1. Für den in Kapitel 2.2 definierten Zusammenhang gilt:

dΘI + ωI
K ∧ ΘK = 0 (2.55)

Beweis. Wegen Γγ
[αβ] = 0 gilt nach Gleichung (2.32) und (2.34):

∂[αeβ]I − ω J
[α Ieβ]J = 0 . (2.56)

Gleichung (2.55) läßt sich nun auf dieses Ergebnis zurückführen. Es gilt:

0 = (∂[αeβ]I − ω J
[α Ieβ]J )dxα ⊗ dxβ = (∂αeβI − ω J

α IeβJ )dxα ∧ dxβ

= (∂αeβI)dx
α ∧ dxβ − (ω J

α IeβJ )dxα ∧ dxβ

= dΘI − (ω J
α Idx

α) ∧ (eβJdxβ) = dΘI + ω J
I ∧ ΘJ ,

was nach dem Ziehen der Indizes der gesuchten Formel entspricht.

2.4 Gewichtete Größen

2.4.1 Hauptfaserbündel, assoziierte Bündel und die kovariante Ablei-

tung

Ein Teil der im späteren Verlauf abgeleiteten Ashtekarvariablen ist durch sogenannte gewichtete
Größen gegeben. Das vorliegende Kapitel soll Einblick in die Geometrie dieser Objekte geben.
Benötigt wird dazu die Theorie der Hauptfaserbündels. Leider ist hier nicht der Raum für eine
akkurate Herleitung dieses Themas. Andererseits sollte auch nicht vollständig auf eine Darstellung
verzichtet werden. Wir machen deshalb einen Kompromiß und legen die wichtigsten Definitionen
und Schlußfolgerungen dar. Einen schnellen und empfehlenswerten Einstieg bietet [Sve99]. Auch
ist es möglich, die nachfolgenden Ausführungen zu überspringen, wenn man die Schlußfolgerungen
dieses Kapitels akzeptiert.
Wir beginnen mit der Definition des Hauptfaserbündels.

Definition 2.4.1. Ein Hauptfaserbündel ist ein Faserbündel, dessen typische Faser identisch mit
der Strukturgruppe G ist. Dabei wirkt G auf F = G durch übliche Linksmultiplikation.

Ein solches Haupfaserbündel bezeichnet man auch mit PG, wenn Mißverständnisse ausgeschlossen
sind. Im nachfolgenden Text soll angedeutet werden, was man unter einem assoziierten Faserbündel
versteht. Für eine genaue Beschreibung sei die einschlägige Literatur empfohlen ([Sve99],[Nak]).
Betrachtet werde eine differenzierbare Mannigfaltigkeit F und eine linke Wirkung ρ von G auf F ,
sowie ein Hauptfaserbündel PG. Mit PG×F bezeichnet man das Bündel mit Faser G×F und der
Projektion π̂ : PG×F → X, welche durch π̂(p, f) = π(p) gegeben ist. Das Kozykel von PG×F sei
durch die linke Wirkung (g, (h, f)) 7→ (gh, f) von G auf G×F durch das Kozykel von PG induziert.
Es sei nun γ eine weitere Wirkung auf PG×F definiert mit γ(g, (p, f)) =: g ·(p, f) = (p ·g−1, g ·f).
Mit PG×ρF bezeichnet man den Raum der Orbits dieser Wirkung und mit πρ : PG×F → PG×ρF
die kanonische Abbildung auf den Quotienten. Durch π̃ = π̂ ◦ π−1

ρ erhält man eine Projektion von
PG×ρ F nach X. Man zeigt:

Satz und Definition 2.4.1. PG×ρF ist in natürlicher Weise ein Faserbündel, welches isomorph
zum Bündel mit der Faser F , der Projektion π̃ (abzüglich des Isomorphismus), der Wirkung ρ,
der Strukturgruppe G und dem Kozykel von PG ist. PG ×ρ F versehen mit den angedeuteten
Strukturen bezeichnet man als assoziiertes Bündel (zu PG).

Beweis. siehe [Sve99]

Innerhalb dieses Kapitels möge nun das Isomorphismuszeichen ausschließlich für den oben beschrie-
benen kanonischen Isomorphismus stehen (wir wollen nicht extra ein neues Zeichen einführen). Hat
man nun ein Faserbündel E mit Faser F und der Wirkung ρ : G×F → F , so findet sich umgekehrt
immer genau ein Hauptfaserbündel PG, so daß E ∼= PG ×ρ F gilt (siehe ebenfalls [Sve99]). In
diesem Sinne bezeichnet man auch PG als das zu E (re)assoziierte Hauptfaserbündel.
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Beispiel 2.4.1 (Das Repèrebündel und assoziierte Strukturen).

1. Wie schon erwähnt, ist das Tangentialbündel ein Vektorbündel mit der Strukturgruppe
Gl(n). Sei ρ1 : (A, z) → Az mit z ∈ Rn die natürliche Darstellung von Gl(n) auf Rn,
dann ist L(M) das zu TM assoziierte Hauptfaserbündel, für das gilt

TM ∼= L(M) ×ρ1
R

n . (2.57)

L(M) wird als Repèrebündel bezeichnet. Eine Diskussion zu Repèrebündeln findet man in
[Rud04].

2. Durch ρ2 : (A, z) → (AT )−1z mit z ∈ Rn∗ ist T ∗M über

T ∗M ∼= L(M) ×ρ2
R

n∗ (2.58)

gegeben.

3. Es sei weiter das Repèrebündel das zugrundeliegende Hauptfaserbündel. Wir wählen ρ3 :
A→ detA−W als Darstellung der Gl(n) auf R, dann wird das Linienbündel ∆W der Skalare
vom Gewicht W durch

∆W ∼= L(M) ×ρ3
R (2.59)

definiert.

Im obigen Beispiel wurden, ausgehend vom Repèrebündel der Mannigfaltigkeit M , mit Hilfe der
Konstruktion der assoziierten Bündel verschiedene Vektorbündel abgeleitet. Wir betrachten nun
Zusammenhänge auf diesen Strukturen. Ist allgemein ein Zusammenhang auf einem Hauptfa-
serbündel gegeben, so läßt sich auf natürliche Weise ein Zusammenhang auf den unterliegenden
assoziierten Vektorbündeln induzieren. Wie dies geschieht wird im nachfolgenden Text behandelt.
Sei V ein Vektorraum und G eine Liegruppe, welche über die Darstellung ρ : G → Gl(V ) auf
V wirke. Entlang der üblichen Konventionen bezeichnen wir mit g die zur Liegruppe zugehörige
Liealgebra. Eine Darstellung von g in V ist per Definition ein Lie-Algebra-Homomorphismus von
g nach End(V ). Die Darstellung ρ von G induziert eine Darstellung r von g durch

r(L) :=
d

dt
ρ(exp(Lt))

∣
∣
∣
∣
t=0

. (2.60)

Es sei nun auf PG ein Zusammenhang gegeben. Auf einem zu PG assoziierten Bündel ist der
entsprechende induzierte Zusammenhang in der lokalen Trivialisierung wie folgt definiert.

Definition 2.4.2. Gegeben sei ein Hauptfaserbündel PG mit einem Zusammenhang. Der lokale
Repräsentant der Zusammenhangsform werde mit ω bezeichnet. Sei E ∼= PG ×ρ F ein zu PG
assoziiertes Vektorbündel. Der auf E induzierte Zusammenhang ist in der entsprechenden korre-
spondierenden Trivialisierung über seinen lokalen Repräsentanten Γ durch

Γ(X) := r(ω(X)) für X ∈ TM (2.61)

definiert, d.h. insgesamt ist der Zusammenhang durch

∇X s = X (s) + r(ω(X))s (2.62)

gegeben (siehe [Sve99]).

Beispiel 2.4.2. Es sei ω der lokale Repräsentant eines Zusammenhangs auf dem Repèrebündel.
Für die in 2.4.1 definierten Vektorbündel erhält man:

1. TM :

Γ(X) = Γ1(X) =
d

dt
(exp(ω(X)t))

∣
∣
∣
∣
t=0

= ω(X) (2.63)
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2. T ∗M :

Γ2(X) =
d

dt
(((exp(ω(X)t))T )−1)

∣
∣
∣
∣
t=0

= −ω(X)T = −Γ(X)T (2.64)

3. ∆W :

Γ3(X) =
d

dt
(det(exp(ω(X)t))−W

∣
∣
∣
∣
t=0

= −W tr(ω(X)) = −W tr(Γ(X)) (2.65)

Ist jetzt S ∈ Γ(∆1 ⊗ TM ⊗ (M × R4)), wobei auf TM und M × R4 die in den vorangegan-
genen Kapitel eingeführten Zusammenhänge gegeben seien, dann läßt sich über dem zu TM
gehörigen Repèrebündel auf ∆1 ein entsprechender Zusammenhang induzieren. Man erhält auf
Γ(∆1 ⊗ TM ⊗ (M × R4)) einen Zusammenhang D′. Da es sich bei D′ um einen induzierten
Zusammenhang handelt, lassen wir den Strich gleich wieder wegfallen. Die Basisdarstellung der
kovarianten Ableitung ist somit durch

Da(Sbi) = ∂a(Sbi) + Γc
abSci − Γc

acSbi + ω k
ai Sbk (2.66)

gegeben.

2.4.2 Gewichtete Größen und die Cramersche Regel

Im folgenden wird mit D die Dimension des betrachteten Raumes bezeichnet. Ziel des Kapitels ist
der Beweis des folgenden (in späteren Kapiteln benötigten) Lemmas.

Lemma 2.4.1. Sei Tai eine invertierbare D ×D Matrix und T ai ihr Inverses mit TaiT
bi = δb

a ,
dann gilt

T aiT =
1

(D − 1)!
εaa1···aD−1εii1···iD−1Ta1i1 · · ·TaD−1iD−1

, (2.67)

wobei T = det(Tai) ist.

Beweis. Dazu bemerkt man, daß nach Definition der Determinante

det(Sai) :=
1

D!
εa1...aDεi1···iDSa1i1 · · ·SaDiD

(2.68)

für eine beliebige Matrix S gilt. Berücksichtigt man des weiteren den Laplaceschen Entwicklungs-
satz, so erhält man mit (2.68) für die rechte Seite von (2.67):

1

(D − 1)!
εaa1···aD−1εii1···iD−1Ta1i1 · · ·TaD−1iD−1

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

T11 · · · T1 i−1 0 T1 i+1 · · · T1D

...
...

...
...

...
Ta−1 1 · · · Ta−1 i−1 0 Ta−1 i+1 · · · Ta−1 D

Ta 1 · · · Ta i−1 1 Ta i+1 · · · Ta D

Ta+11 · · · Ta+1 i−1 0 Ta+1 i+1 · · · Ta+1 D

...
...

...
...

...
TD1 · · · TD i−1 0 TD i+1 · · · TDD

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=: Ti . (2.69)

Für das weitere Vorgehen erweist sich die Anwendung der Cramerschen Regel (siehe [Heu00]) als
sinnvoll. Sie lautet
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Satz 2.4.1 (Cramersche Regel). Das Gleichungssystem Ax = y besitzt im Falle det(A) 6= 0
stets eine, aber auch nur eine Lösung x. Die Komponenten xk berechnen sich nach der Formel

xk =
detAk

detA
, (2.70)

Dabei wird als Ak diejenige Matrix bezeichnet, die man erhält, wenn die i-te Spalte von A durch
den Spaltenvektor y ersetzt.

Um das Lemma zu zeigen, muss nun

Ti

T
=: ti (2.71)

berechnet werden. Mit (2.4.1) gilt für ti (Komponente von t):











T11 · · · T1 D

...
...

Ta 1 · · · Ta D

...
...

TD 1 · · · TD D





















t1
...
ti
...
tD











=











0
...
1
...
0











⇒











t1
...
ti
...
tD











=











T a1

...
T ai

...
T aD











, (2.72)

d. h. insbesondere ti = T ai. Die Lösung ist (nach (2.4.1)) eindeutig und das Lemma somit bewiesen.
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Kapitel 3

Die Hamiltonsche Formulierung

der Gravitation

3.1 Das Wirkungsprinzip der Gravitation

Wir werden in diesem und den nachfolgenden Kapiteln in großen Teilen den Darstellungen von
[Pel94] bzw. [NM93] folgen. Das Wirkungsprinzip ist eines der zentralen Prinzipien der klassischen
Mechanik. Es besagt für Einteilchensyteme, daß von verschiedenen möglichen Bahnkurven q(t)
eines physikalischen Systems diejenige verwirklicht wird, bei welcher die Wirkung stationär wird,
d.h.

δS[q(t)] = 0 mit S[q(t)] =

∫ t1

t0

dtL(q, q̇, t) (3.1)

Die Funktion L(q, q̇, t) wird als Lagrangefunktion bezeichnet. Das Wirkungsprinzip, auch Hamil-
tonsches Prinzip genannt, läßt sich auf Feldtheorien erweitern.

3.1.1 Die geometrische Formulierung des Wirkungsprinzips für klassi-

sche Felder

Es soll hier ein kurzer Einblick in die geometrische Formulierung des Wirkungsprinzips klassischer
Feldtheorien gegeben werden. Die Ausführungen sind keinesfalls als strenge Herleitungen zu ver-
stehen. Weitergehende Analysen findet man unter anderem in [GMS], [Woo] oder [CLM03].
Ist M weiterhin die zugrunde liegende Raumzeitmannigfaltigkeit, dann definiert man ein Feld als
einen Schnitt φ in einem lokal trivialen Vektorbündel E →M . Es erweist sich als günstig, gewisse
Äquivalenzklassen jm[s] von Feldern bzw. Schnitten über einen Punkt m ∈M zu betrachten.

Definition 3.1.1. Für s, s′ ∈ Γ(E) ist die Äquivalenzrelation ∼jm
mit m ∈M definiert durch:

s ∼jm
s′ ⇔ s(m) = s′(m), T s = Ts′ . (3.2)

Die Äquivalenzklasse jm[s] wird als Jet erster Ordnung von Schnitten im Punktm ∈M bezeichnet.

Wir betrachten eine lokale Karte {U, κ} auf M und eine zugehörige lokale Trivialisierung {U, χ}.
Es existiert eine Basis von lokalen Schnitten {σi}, so daß jeder lokale Schnitt s über U als s =
siσidargestellt werden kann. Damit gilt:

s′ ∈ jm[s] ⇔ s(m) = s′(m), ∂as
′i(m) = ∂as

i(m) . (3.3)

Wir betrachten die Menge

J1E =
⋃

m∈M

jm[s] . (3.4)
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Auf J1E sind die folgenden kanonischen Projektionen gegeben:

π1 : J1E 3 jms 7→ m ∈M (3.5)

π1
0 : J1E 3 jms 7→ s(m) ∈ E, (3.6)

so daß das folgende Diagramm kommutiert:

J1E
π1

0 //

π1

""DD
DD

DD
DD

E

π
~~}}

}}
}}

}}

M

. (3.7)

Weil E ein lokal triviales Faserbündel ist, kann man auf E ein lokales Koordinatensystem (xi, aj)
mit 1 ≤ i ≤ n = dimM , 1 ≤ j ≤ l = dimF betrachten und so auf J1E ein lokales Koordinaten-
system (xi, aj , aj

i ) über

aj
i (jm[s]) =

∂aj(s)

∂xi
(m) (3.8)

definieren. Diese lokalen Karten induzieren auf J1E die Struktur einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit. Die Dimension von J1E ist durch dim J1E = n+m+ nm gegeben.

Definition 3.1.2. J1E, versehen mit der durch die Karten induzierten Topologie, heißt Mannig-
faltigkeit der Jets erster Ordnung von E. J1E mit der Faserung (3.5) wird als Bündel der Jets
erster Ordnung (von E), mit Faserung (3.6) hingegen als affines Bündel der Jets erster Ordnung
(von E) bezeichnet.

Bemerkung 3.1.1. i) Es sei erwähnt, daß ein Zusammenhang auf E, im Sinne von Ehresmann,
gerade über einen Schnitt im Bündel J1E → E definiert werden kann. Für G-Bündel ist meist
noch die Bedingung (Rg)∗Hx = Hxg für alle x ∈ E und g ∈ G gegeben, d.h. die den Schnitt defi-
nierenden horizontalen Unterräume sind in der Faser parallel verschoben. Ein solcher (invarianter)
Zusammenhang kann dann gerade mit einem Schnitt in J1E →M identifiziert werden.
ii) J1E ist, grob gesprochen, die multidimensionale Verallgemeinerung des Tangentialraum-Begrif-
fes. Statt den Wegen in einer Mannigfaltigkeit M , welche man als Schnitte in M über einem
eindimensionalen Intervall auffassen kann, betrachtet man Schnitte in E über einer mehrdimensionalen
Mannigfaltigkeit M .

Wir definieren den Begriff der ersten Jet-Prolongation eines Schnittes.

Definition 3.1.3. Sei φ ∈ Γ(E) ein Schnitt des Bündel E →M . Die Abbildung

j1φ : M 3 m 7→ j1m[φ] ∈ J1E (3.9)

definiert einen Schnitt in J1E →M der erste Jet-Prolongation des Schnittes φ genannt wird

Das dynamische Verhalten der zu betrachtenden Felder ist durch die Lagrangedichte L : J 1E →
∧n T ∗M bestimmt. Wir definieren den Begriff der kritischen Lösung ([CLM03]).

Definition 3.1.4. Sei s ein lokaler Schnitt im Bündel E →M , dann heißt s kritische Lösung des
durch L definierten Variationsproblems, falls für jede glatte Familie {sε}ε∈R gilt:

d

dε

∫

L ◦ j1sε = 0 . (3.10)

Wir bringen dies mit den Feldgleichungen in Verbindung, durch die das Verhalten des physikali-
schen Systems bestimmt wird.

Definition 3.1.5. Eine Lagrangedichte L heißt einer bestimmten Feldtheorie zugehörig, falls jede
kritische Lösung des durch L definierten Variationsproblems, auch Lösung der Feldgleichungen ist
und umgekehrt.

Das Wirkungsprinzip für klassische Felder besagt somit, daß die Lösungen der Feldgleichungen
kritische Lösungen des, durch die zur Feldtheorie zugehörigen Lagrangedichte definierten, Varia-
tionsprinzips sind.
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3.1.2 Die Lagrangedichte der Gravitation

Im Mittelpunkt dieses Kapitels wird die Lagrangedichte der Gravitation stehen. Wir wollen hier
eine, an die Yang-Mills-Theorien stark angelehnte, geometrische Version dieser Lagrangedichte im
Vierbeinformalismus angeben, zu deren Formulierung wir noch die Definition des Keilproduktes
zwischen E und E∗-wertigen 1-Formen eines Faserbündels E →M benötigen.

Definition 3.1.6. Sei b ⊗ β mit b ∈ Γ(E), β ∈ Λ1(M) eine E-wertige 1-Form des Faserbündels
E → M und a⊗ α mit a ∈ Γ(E∗), α ∈ Λ1(M) eine E∗-wertige 1-Form des zu E dualen Bündels,
dann ist (a⊗ α) ∧ (b⊗ β) die durch

(a⊗ α) ∧ (b⊗ β) := (a⊗ b) ⊗ (α ∧ β) (3.11)

definierte End(E)-wertige 2-Form.

Es soll nun die Lagrangedichte der Gravitation im Vierbeinformalismus angegeben werden. Dazu
betrachten wir das Bündel S = T ∗M ⊗ (M × R

4) aus Kapitel 2.1. Mit den Definitionen

e−1 := eI
αdxα ⊗ ξβ , (3.12)

e−1
[ := eβJdxβ ⊗ ξJ (3.13)

ist die Lagrangedichte der Gravitation auf dem Bündel J2S := J1(J1S) 1 durch

LEH(j2e−1) = Tr(F ∧ ∗(e−1 ∧ e−1
[ )), (3.14)

wobei wir mit F die Krümmung des Lorentz-Zusammenhangs D bezeichnet haben. Bevor wir
nachweisen, daß das zu LEH zugehörige Variationsproblem auch wirklich zu den Einsteinschen
Feldgleichungen äquivalent ist, wollen wir LEH in eine etwas andere Form schreiben. Es sei vol
der Volumenoperator und R der Ricci-Skalar bezüglich der Metrik g , dann gilt:

Lemma 3.1.1.

LEH = Rvol. (3.15)

Beweis. Wir definieren eαβ := eI
αeβJξI ⊗ ξJ und berechnen somit

LEH = Tr(F ∧ ∗(e−1 ∧ e−1
[ )) = Tr(〈F, e−1 ∧ e−1

[ 〉vol)
= Tr(〈F, (eI

αdxα ⊗ ξI) ∧ (eβJdxβ ⊗ ξJ)〉)vol
= Tr(〈F, (eI

αeβJξI ⊗ ξJ) ⊗ (dxα ∧ dxβ)〉)vol = Tr(〈F, eαβdxα ∧ dxβ〉)vol
= Tr(Fγδe

γδ)vol = Tr((ξI ⊗ ξK) · (ξJ ⊗ ξL)F I
γδKe

Jγeδ
L)vol

= Tr((ξI ⊗ ξL)F I
γδJe

Jγeδ
L)vol = FL

γδJe
Jγeδ

Lvol =̂ RL
γδJe

Jγeδ
Lvol

= Rvol .

In einer lokalen Karte erhält man:

SEH :=

∫

M

L ◦ j1e−1 =

∫

M

Rvol =

∫

M

R
√

det gdxn. (3.16)

Die Lagrangedichte in der Form LEH = R
√

det g wurde zuerst von Hilbert propagiert, weshalb
LEH auch als Einstein-Hilbert Lagrangedichte bezeichnet wird. Wir kommen nun zum Variations-
problem der Lagrangedichte.

Satz 3.1.1. Die zur Gravitation zugehörige Lagrangedichte ist LEH .

1Achtung, es ist nicht von Belang, daß e−1

[
/∈ Γ(S) gilt, da die Lagrangedichte letztendlich nur Aussagen über

die Komponenten eI
α und deren partiellen Ableitungen macht.
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Beweis. Wir setzen im folgenden e := det(eαI). Aus dem Kontex soll dabei hervorgehen, ob von
der Determinate e = det(eαI) oder von Schnitten e ∈ Γ(TM ⊗ (R ×M)∗ die Rede ist. Da immer
noch der Vierbeinkalkül benutzt wird, betrachten wir LEH in der Form

LEH = e(eα
I e

β
JR

IJ
αβ ). (3.17)

Es ist nun zu zeigen, daß δSEH = 0 die Einsteinschen Feldgleichungen (für das Vakuum) impli-
ziert und daß aus den Einsteinschen Feldgleichungen das Verschwinden von δSEH abzuleiten ist.
Dazu kann man einfach nachweisen, daß die diesem Variationsproblem zugehörige Euler-Lagrange-
Gleichung (die Bündelkoordinaten auf J2E sind lokal gerade (xν , yA, yA

ν , y
A
νµ))

∂L
∂yA

(j2e−1) +
d

dxν

∂L
∂yA

ν

(j2e−1) +
d2

dxνdxµ

∂L
∂yA

νµ

(j2e−1) = 0 (3.18)

den Einsteinschen Feldgleichungen entspricht. Wir werden hier allerdings den in der Physik oftmals
verwendeten Variationskalkül benutzen. Die Gesamtvariation von (3.17) ergibt sich nach der Pro-
duktregel aus der Variation der einzelnen Faktoren, wobei der Faktor RIJ

αβ einen Oberflächenterm
liefert (wird nicht gezeigt), welcher nach der Integration verschwindet. Es gilt:

SEH =

∫

M

dx4 eeα
I e

β
JR

IJ
αβ (3.19)

⇒ δSEH =

∫

M

dx4 (δe)eα
I e

β
JR

IJ
αβ +

∫

M

dx4 e(δeα
I )eβ

JR
IJ

αβ +

∫

M

dx4 eeα
I (δeβ

J )R IJ
αβ

+

∫

M

Oberflächenterm . (3.20)

Die Variation der Determinate ist mit

e =
1

D!
εα1···αDεI1···IDeα1I1

· · · eαDID
(3.21)

gegeben durch

δe =
1

D!
Dεα α1···αDεI I1···ID(δeαI)eα2I2

· · · eαDID

(2.67)
= eeαIδeαI = eeα

I δe
I
α = −eeI

αδe
α
I (3.22)

wobei in der letzten Umformung

0 = δ(eα
I e

I
α) = eα

I δe
I
α + eI

αδe
α
I ⇒ eα

I δe
I
α = −eI

αδe
α
I (3.23)

genutzt wurde. Der erste Integrand in (3.20) berechnet sich nach Umbenennung der Indizes deshalb
zu

(δe)eα
I e

β
JR

IJ
αβ = −eeI

αe
γ
Ke

β
JR

KJ
γβ δeα

I . (3.24)

Der zweite Integrand von (3.20) ist bereits über die Variation δeα
I ausgedrückt. Der dritte Integrand

soll ebenfalls nach δeα
I umgeformt werden. Dies läßt sich leicht durch eine Umindizierung erreichen.

Wenn noch die Symmetrieeigenschaften des Krümmungstensors berücksichtigt werden, so erhält
man:

eeα
I (δeβ

J )R IJ
αβ = eeβ

J (δeα
I )R JI

βα = eeβ
J (δeα

I )R IJ
αβ . (3.25)

(3.24) und (3.25) eingesetzt in (3.20) ergibt

δSEH =

∫

dx4 e(−eI
αe

γ
Ke

β
JR

KJ
γβ + 2eβ

JR
IJ

αβ )δeα
I = 0

⇔ −eI
αe

γ
Ke

β
JR

KJ
γβ + 2eβ

JR
IJ

αβ = 0 (3.26)
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Das letzte Gleichungssystem, multipliziert mit eIδ als linear unabhängigen Vektor, ist zu den
Einsteinschen Feldgleichungen äquivalent (Die umgekehrte Schlußfolgerung ergibt sich, weil die
unten stehende Gleichung für Multiplikation eines beliebigen Vektor (eδ)I aus dem Basissystem
{eδ} verschwindet.):

⇔ eIδe
β
JR

IJ
αβ − 1

2
eIδe

I
αe

γ
Ke

β
JR

KJ
γβ = 0

⇔ Rαδ −
1

2
gαδR = 0 .

3.2 Die ADM-Zerlegung der Gravitation

3.2.1 Zerlegung des Lagrangians nach den Anholonomien

Die ADM-Zerlegung, die im nächsten Abschnitt behandelt wird, soll hier auf der Basis des Vier-
beins vollzogen werden. Es wird die Darstellung des Krümmungskalars nach den Anholonomien
ΩIJK benötigt. Dazu formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 3.2.1. Es sei O := eD[α〈ξJeα
Je

Kβ , Dβ]ξK〉. Dann gilt für den Krümmungsskalar bzw. für die
Lagrangedichte der Einstein-Hilbert-Wirkung

LEH = e

(

ΩK
LKΩIL

I − 1

2
ΩIKLΩILK − 1

4
ΩLIKΩLIK

)

+O (3.27)

Beweis. Mit der Definition (2.2.5) gilt für die Skalarkrümmung:

LEH = eR = eeαMeβ
KR

K
αβM = eeα

I e
βJ 〈ξK , D[αDβ]ξM 〉

= eeβ
KD[α〈ξK , Dβ]ξM 〉eαM − eeβ

K〈D[αξ
K , Dβ]ξM 〉eαM

= O − eeβ
Kω

JK
[α ωβ]JMeαM (3.28)

Der Term O ist nach [Pel94] ein Oberflächenterm. Dieser soll später weggelassen werden, da wir eine
Mannigfaltigkeit ohne Rand angenommen haben und O somit für die Einstein-Hilbert-Wirkung
nicht von Bedeutung ist. Es ist nun möglich, über die Gleichung

ωα
IJ =

1

2
eαK(ΩKIJ + ΩJKI − ΩIJK) (3.29)

R (bis auf O) nach den Anholonomien zu zerlegen. Als Rechnung ergibt sich dann:

eβ
Kωα

JKωβJMeαM =
1

4
eβ
KeαL(ΩLJK + ΩKLJ − ΩJKL)eI

β(ΩIJM + ΩMIJ − ΩJMI)e
αM

=
1

4
δI
Kδ

M
L · ( )( ) =

1

4
(ΩMJI + ΩIMJ − ΩJIM )(ΩIJM + ΩMIJ − ΩJMI)

= ΩMJIΩIJM + ΩMJIΩMIJ − ΩMJIΩJMI + ΩIMJΩIJM + ΩIMJΩMIJ

−ΩIMJΩIJM − ΩJIMΩIMJ − ΩJIMΩMIJ + ΩJIMΩMJI

=
1

4
(2ΩJIMΩJMI + ΩMIJΩMJI) , (3.30)

wobei in der letzten Zeile ΩMIJ = −ΩIMJ berücksichtig wurde. Der zweite Term in (3.28) wird
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N~n

t+ dt

tN i∂i

∂t

Abbildung 3.1: Zerlegung des zeitartigen Vektorfeldes

in den Anholonomien analog durch

eβ
Kωβ

JKωαJMeαM

=
1

4
eβ
KeβL(ΩKIL + ΩJKL − ΩIJL)eαN (ΩN

JM + ΩM
N

J − ΩJM
N )eαM

=
1

4
ηKLδ

M
N · ( )( ) =

1

4
(ΩK

JK + ΩK
K

J

︸ ︷︷ ︸

0

−ΩJK
K)(ΩN

JN + ΩN
N

J
︸ ︷︷ ︸

0

−ΩJN
N )

=
1

4
(2ΩK

JK)(2ΩN
JN ) = ΩK

JKΩNJ
N (3.31)

realisiert. Das Wirkungsfunktional ist somit gegeben durch:

LEH = e

(

ΩK
LKΩIL

I − 1

2
ΩIKLΩILK − 1

4
ΩLIKΩLIK

)

+O . (3.32)

Der Oberflächenterm wird in den nachfolgenden Betrachtungen weggelassen.

3.2.2 Die ADM-Zerlegung des Vierbeins und der Metrik

Die Formulierung der Gravitation nach Arnowitt, Deser und Misner [ADM62] ist durch den
Wunsch nach einer dynamischen Theorie motiviert. Voraussetzung dafür ist die globale Hyper-
bolizität der Raumzeit. Es wird angenommen, M sei topologisch äquivalent zu R × Σ, wobei die
Koordinate R die Rolle eines Zeitparameters übernimmt. Mathematisch wird die Raumzeit deshalb
durch eine Blätterung von raumartigen Untermannigfaltigkeiten nach einem zeitartigen Vektorfeld
∂t beschrieben.
Das zentrale Objekt der ADM-Formulierung ist weiterhin die Metrik, deren dynamische Entwick-
lung in den 10 Einsteinschen Feldgleichungen kodiert wird. Wird die Metrik nun auf eine der
raumartigen Hyperflächen eingeschränkt, so stellt man fest, daß nicht jede beliebige Wahl mit den
Feldgleichungen vereinbar ist. So sind 4 der Feldgleichungen Zwangsbedingungen, welche von den
Anfangsdaten (d.h. von der auf {t} × Σ eingeschränkten Metrik q) erfüllt werden müssen. Die
zeitliche Veränderung der Metrik ist dann durch die 6 übrigen Feldgleichungen (Evolutionsglei-
chungen) determiniert, wenn die Einbettung der Hyperfläche und die Blätterung der Raum-Zeit
einbezogen werden. Dies geschieht über eine Zerlegung des zeitartigen Vektorfeldes, nach den –
die Hyperfläche aufspannenden – raumartigen Vektorfeldern, sowie dem zugehörigen senkrechten
Vektorfeld ~n mit Norm −1 (siehe Abb. 3.1). Es gilt:

∂t = N~n+N i∂i mit N,N i ∈ C∞(M), i = 1, 2, 3 . (3.33)

Die hierbei auftretenden Funktionen N und N i werden als Lapse- und Shift-Funktion bezeichnet.
Sie sind durch

N = −g(~n, ∂t) (3.34)

Ni = g(∂i, ∂t) = g0i (3.35)
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gegeben. Im folgenden mögen kleine lateinische Indizes nur räumliche Koordinaten bezeichnen. Die
Hyperfläche Σ ermöglicht nun die Definition weiterer mathematischer Objekte. So ist zunächst zu
bemerken, daß die räumlichen Vektorfelder auf M per Konstruktion ebenfalls in natürlicher Weise
den Tangentialraum von Σ aufspannen. Weiterhin läßt sich auf Σ eine eingeschränkte Metrik
derart definieren, daß die Darstellung dieser 3-dimensionalen Metrik q bezüglich der ∂i gleich der
Darstellung der 4-dimensionalen Metrik g bezüglich derselben ∂i ist, d.h. es gilt:

q = qabdx
a ⊗ dxb = gabdx

a ⊗ dxb ⇒ qab = gab . (3.36)

Faßt man die Ni als tensorielle Objekte auf, so mögen deren Indizes des weiteren mit der einge-
schränkten Metrik q und ihrem dualen Komplement gehoben und gesenkt werden. Dies bedeutet
gleichwohl, daß die Ni als 3er (3-dimensionale) Tensoren auf der Hyperfläche zu interpretieren
sind. Mit

g00 = g(N~n+N i∂i, N~n+Nk∂k) = N2g(~n, ~n) +N iNkg(∂i, ∂k)

= −N2 +N iNkgik = −N2 +N iNi (3.37)

und (3.35) erhält man für die Metrik

gαβ =

(
−N2 +NaNa Na

Na gab

)

. (3.38)

Die eingeschränkte Metrik bildet in dieser Betrachtungsweise das Analogon zu den Ortsvariablen in
der klassischen Mechanik. 2 Ihre zeitliche Ableitung entspricht den klassischen Geschwindigkeiten.
Entsprechend der Philosophie, das Vierbein als grundlegendes Konfigurationssystem anzusehen,
soll die Standard-ADM-Zerlegung (3.38) der Metrik an dieser Stelle – ad hoc – über eine Substitu-
tion der Vierbeinvariablen vorgenommen werden (man interpretiere die neu eingeführten Variablen
zunächst als glatte Funktionen über M):

e0I =NNI +NaVaI , eaI = VaI , N IVaI = 0, N INI = −1 (3.39)

Unbekannte : 1 + 4 + 3 + 12 = 20

Gleichungen : 4 +12 + 3 +1 = 20

Es bleibt zu zeigen, daß diese Zerlegung wieder auf (3.38) führt, d.h. es ist die Metrik mit (3.40)
zu berechnen (interne Indizes können mit η bel. gezogen werden) :

g00 = eI
0e0I = (N ·N I +NaV I

a )(N ·NI +NaVaI)

= N2NIN
I

︸ ︷︷ ︸

−1

+N ·N INaVaI
︸ ︷︷ ︸

0

+N ·NaVaIN ·NI
︸ ︷︷ ︸

0

+Na ·Va
IN bVbI

︸ ︷︷ ︸

Def:Na:=VaIV I

b
Nb

= −N2 +NaNa

g0a = eI
0e0a = (N ·N I +N bV I

b ) · VaI = N ·N IVaI +N bV I
b · VaI

= Na

⇒ ga0 = Na

gab = eaIe
I
b = VaIV

I
b

⇒ gαβ =

(
−N2 +NaNa Na

Na VaIV
I
b

)

.

Für die nachfolgenden Ausführungen wird die zu gαβ inverse Matrix gαβ sowie die Determinante
des Vierbeins, der Metrik und die der jeweiligen Inversen benötigt. Es soll hier zunächst gαβ

berechnet werden.

2Die Bezeichnung q ist hierdurch motiviert.
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Berechnung von gαβ

Es gilt :

(
−N2 +NaNa Na

Na VaIV
I
b

)

·






g00 . . . g03

...
...

g30 . . . g33




 =






1 0
. . .

0 1




 . (3.40)

Hierbei läßt sich g00 noch ohne Zuhilfenahme der obigen Gleichung berechnen :

1 = e0I · e0I = e0I(N ·NI +NaVaI) = e0INNI +Na · δ0a
︸︷︷︸

0, denn a6=0

⇔ 1 = e0INNI | ·N I : N

⇔ e0I = −N
I

N

⇒ g00 = e0I · e0I =
N INI

N2
= − 1

N2
. (3.41)

Mit der Definition von V aI über V aIVbI = δa
b erhält man für ga0 :

⇒ Nag
00 + VaIV

I
b g

0b = 0
(3.41)⇔ −Na

N2
+ VaIV

I
b g

0b = 0

⇔ VaIV
I
b g

0b =
Na

N2

def⇒ V aIV b
I

Na

N2
= g0b

⇔ g0b = gb0 =
N b

N2
. (3.42)

Berechnung der gab :

Na′ · g0a + Va′IV
I
b g

ab = δa
a′ ⇔ Na′Na

N2
+ Va′IV

I
b g

ab = δa
a′

⇔ Va′IV
I
b g

ab = δa
a′ − Na′Na

N2
⇔ δa

a′V a′IV b
I − Na′Na

N2
V a′IV b

I = gab

⇔ gab = V aIV b
I − N bNa

N2
(3.43)

Insgesamt ergibt sich:

gαβ =

(

− 1
N2

Na

N2

Na

N2 V aIV b
I − NbNa

N2

)

(3.44)

Berechnung von det(gαβ)

1. Betrachte den Spezialfall D=3 : kab := V aIV b
I

det(gαβ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 −N2

N2

−N1

N2 k11 − N1N1

N2 k12 − N1N2

N2

−N2

N2 k21 − N2N1

N2 k22 − N2N2

N2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 −N2

N2

0 k11 k12

0 k21 k22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 −N2

N2

0 k11 k12

−N2

N2

N2N1

N2 −N2N2

N2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 −N2

N2

−N1

N2 −N1N1

N2 −N1N2

N2

0 k21 k22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 −N2

N2

−N1

N2 −N1N1

N2 −N1N2

N2

−N2

N2 −N2N1

N2 −N2N2

N2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 −N2

N2

0 k11 k12

0 k21 k22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= − 1

N2
det(V aIV b

I ) (3.45)
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2. allgemeiner Fall: gehe analog zum Spezialfall vor:

det(gαβ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 · · · −ND

N2

−N1

N2 k11 − N1N1

N2 · · · k1D − N1ND

N2

...
...

...

−N2

N2 k21 − N2N1

N2 · · · k22 − N2N2

N2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 · · · −ND

N2

0 k11 · · · k1D

...
...

...
0 k21 · · · k22

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 · · · −ND

N2

−N1

N2 −N1N1

N2 · · · −N1ND

N2

0 k21 · · · k2D

...
...

...
0 k21 · · · k22

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · · +

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 · · · −ND

N2

0 k11 · · · k1D

...
...

...
0 k(D−1)1 · · · k(D−1)D

ND

N2 −NDN1

N2 · · · −NDND

N2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ {Alle Permutationen mit 2 ′′ N − Zeilen ′′ }
︸ ︷︷ ︸

0

+ . . .+ {Alle Permutationen mit 3 ′′ N − Zeilen ′′ }
︸ ︷︷ ︸

0

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
N2 −N1

N2 · · · −ND

N2

N1

N2 −N1N1

N2 · · · −N1ND

N2

...
...

...
ND

N2 −NDN1

N2 · · · −NDND

N2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= − 1

N2
det(V aIV b

I ) (3.46)

Berechnung von det(gαβ), det(eαI)

1 = det(gαβ · gαβ) = det(gαβ) det(gαβ) = − 1

N2
· det(V aIV b

I ) · det(gαβ)

⇔ det(gαβ) = −N2 · det(VaIV
I
b ) (3.47)

⇒ det(gαβ) = det(eI
αeβI) = −det(eIα)

2 ⇒ det(eIα) = N
√

det(V aIV b
I ) (3.48)

Das inverse Vierbein sei hier nur angegeben mit:

e0I = −N
I

N
, eaI = V aI +

NaN I

N
, V bIVaI = δb

a, V aINI = 0 . (3.49)

3.2.3 Abspaltung der Zeit

Ziel soll nun die Ableitung der Hamiltondichte der Einstein-Hilbert-Wirkung sein. Dazu ist es
notwendig, die zeitlichen Komponenten der Anholonomien im Wirkungfunktional abzuspalten.
Anschließend ist es möglich, die zum Vierbein eai konjugierten Koordinanten πai zu definieren und
über eine nachfolgende Legendretransformation den Hamiltonian der Einstein-Hilbert-Wirkung zu
beschreiben. Die Rechnung wird durch die Brechung der Lorentzinvarianz des Vierbeins mit der
Wahl der Eichung

NI = (1, 0, 0, 0) ⇒ N I = (−1, 0, 0, 0) (3.50)
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vereinfacht. Es gilt:

V aINI = 0 ⇒ V a0 = 0 ⇒ ea0 = V a0 +
NaN0

N
= −N

a

N
(3.51)

e0I = −N
I

N
= (

1

N
, 0, 0, 0) (3.52)

eαI (3.51)(3.52)
=








1
N 0 0 0

−N1

N

−N2

N eai

−N3

N








(3.53)

VaIN
I = 0 ⇒ Va0 = 0 ⇒ e0I = (N,NaVai) = (N,Naeai) (3.54)

⇒ eaI = (0, eai) (3.55)

eαI
(3.54)(3.55)

=







N Naeai

0
0 eai

0







(3.56)

Man ist nun in der Lage die zeitlichen Komponenten der Anholonomien des Lagrangians

LEH = e

(

ΩK
LKΩIL

I − 1

2
ΩIKLΩILK − 1

4
ΩLIKΩLIK

)

abzuspalten. Das Ergebnis wird hier als Lemma formuliert.

Lemma 3.2.1. Für den obigen Lagrangian gilt:

LEH = e(2Ω0
l0Ωil

i + Ωk
0kΩi0

i + Ωk
lkΩil

i − 1
2 (ΩiklΩilk + Ω0(kl)Ω0kl) − 1

4ΩlikΩlik). (3.57)

Beweis. Wir führen den Beweis in drei Schritten durch.

1. Berechnung von Anholonomien mit Zeitkomponenten:

Ωij0 = eαieβj∂[αe
0
β] = eaiebj∂[ae

0
b] = 0, da eb0 = 0 (3.58)

Ωijk = eαieβj∂[αe
k
β] = eaiebj∂[ae

k
b] (3.59)

Ω0j0 = eα0eβj∂[αe
0
β] = −eα0eβj∂[b e0α]

︸︷︷︸

6=0, für α=0

= − 1

N
ebj∂bN (3.60)

Ω0jk = eα0eβj∂[αe
k
β] = eα0ebj∂[αe

k
b] =

1

N
ebj∂[0e

k
b] −

Na

N
ebj∂[ae

k
b] (3.61)

2. Zerlegung der Anholonomieprodukte:

ΩK
LKΩIL

I = (Ω0
L0 + Ωk

Lk)(Ω0L
0 + ΩiL

i)

= Ω0
L0Ω0L

0 + Ω0
L0ΩiL

i + Ωk
LkΩ0L

0 + Ωk
LkΩiL

i

= Ω0
l0Ω0l

0 + Ω0
00

︸︷︷︸

0

Ω00
0 + Ω0

00

︸︷︷︸

0

Ωi0
i + Ω0

l0Ωil
i + Ωk

0k Ω0
00

︸︷︷︸

0

+Ωk
lkΩ0l

0

+ Ωk
0kΩi0

i + Ωk
lkΩil

i = Ω0
l0Ω0l

0 + 2Ω0
l0Ωil

i + Ωk
0kΩi0

i + Ωk
lkΩil

i (3.62)
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ΩIKLΩILK = ΩIkLΩILk + ΩI0LΩIL0 = ΩIklΩIlk + ΩIk0ΩI0k + Ωi0LΩiL0 + Ω00L
︸ ︷︷ ︸

0

Ω0L0

= ΩiklΩilk + Ω0klΩ0lk + Ωik0
︸︷︷︸

0

Ωi0k + Ω0k0 Ω00k
︸︷︷︸

0

+Ωi0l Ωil0
︸︷︷︸

0

+Ωi00Ωi00

= ΩiklΩilk + Ω0klΩ0lk + Ω0i0Ω0i0 (3.63)

ΩLIKΩLIK = ΩLIkΩLIk + ΩLI0ΩLI0 = ΩLikΩLik + ΩL0kΩL0k + ΩLi0ΩLi0 + ΩL00ΩL00

= ΩlikΩlik + Ω0ikΩ0ik + Ωl0kΩl0k + Ω00k Ω00k
︸︷︷︸

0

+Ωli0 Ωli0
︸︷︷︸

0

+Ω0i0Ω0i0

+ Ωl00Ωl00 + Ω000 Ω000
︸︷︷︸

0

= ΩlikΩlik + 2Ω0ikΩ0ik + 2Ω0i0Ω0i0 (3.64)

3. Herleitung des Lagrangians :

LEH = e(delΩ0
l0Ω0l

0del + 2Ω0
l0Ωil

i + Ωk
0kΩi0

i + Ωk
lkΩil

i − 1

2
(ΩiklΩilk + Ω0klΩ0lk + Ω0i0Ω0i0)

− 1

4
(ΩlikΩlik) − 1

2
(Ω0ikΩ0ik + Ω0i0Ω0i0))

= e(2Ω0
l0Ωil

i + Ωk
0kΩi0

i + Ωk
lkΩil

i − 1

2
(ΩiklΩilk + Ω0(kl)Ω0kl) −

1

4
ΩlikΩlik) (3.65)

Der obige Lagrangian läßt mit den Strukturen der Hyperfläche Σ weiter umformen. Um die Nota-
tion nicht überzustrapazieren, sollen einander entsprechende Objekte auf Σ und M , bis auf wenige
Ausnahmen, nicht streng durch ihre Symbolik unterschieden werden. Den Ausführungen des vor-
herigen Kapitels folgend, ist die eingeschränkte Metrik durch (3.36) gegeben. Mit der Eichung
(3.50) ist die inverse Matrix zu qab nach

qabe
b
ie

ic = ej
aejbe

b
ie

ic = ej
aejβe

β
i e

ic = ej
aδjie

ic = ej
ae

c
j = δc

a

⇒ qab = eb
ie

ic (3.66)

zu berechnen. Ebenfalls ist eai invers zu eai. Dies bedeutet, daß die eingeschränkte Metrik durch
die räumlichen Komponenten des 4-dimensionalen Dreibeins ebenso berechnet wird wie die 4-
dimensionale Metrik durch dieses Vierbein. Deshalb sind alle vorangegangenen 4-dimensionalen
Gleichungen wegen der speziellen Wahl der Eichung auf den 3-dimensionalen Fall übertragbar. Im
folgenden erklären wir ∇ angewandt auf Objekte mit gemischtem Indexbild durch:

∇bλ
ka := ∂bλ

ka + Γa
bcλ

ck. (3.67)

Der Term 2eΩ0
l0Ωil

i in (3.57) erweist sich als Oberflächenterm. Es gilt der folgende Satz.

Satz 3.2.2. Mit (3)e als Determinate bzgl. räumlicher Indizes des Vierbeins und ∇ als kovarianter
Ableitung auf Σ gilt:

2eΩ0
l0Ωil

i = ∇[a(N (3)eebk∇b]e
a
k) . (3.68)

Beweis. Als ersten Schritt zeigt man die folgende Gleichheitsrelation:

2eΩ0
l0Ωil

i (3.48)
= 2N (3)eΩ0

l0Ωil
i (3.59)(3.60)

= 2N (3)e

(
1

N
eal∂aN

)(

eb
ie

c
l∂[be

i
c]

)

=2 (3)eqac∂aNe
b
i∂[be

i
c] . (3.69)
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Im zweiten Schritt ist dann

∇[a(N (3)eebk∇b]e
a
k) = 2 (3)eeb

i∂[be
i
c]q

ca∂aN (3.70)

zu beweisen.

(∇aN) (3)eebk∇be
a
k = −(∂aN) (3)eebkωbk

lea
l

= −1

2
(∂aN) (3)eebkebm(Ωm

k
l + Ωlm

k − Ωk
lm)ea

l

= −1

2
(∂aN) (3)e(Ωlk

k − Ωk
lk)ea

l = (∂aN) (3)e Ωk
lkea

l

= (∂aN) (3)e eb
ke

lc∂[be
k
c]e

a
l = ∂aN

(3)e eb
kq

ac∂[be
k
c] (3.71)

−(∇bN) (3)eebk∇ae
a
k =

1

2
(∂bN) (3)eebkeam(Ωm

k
l + Ωlm

k − Ωk
lm)ea

l

=
1

2
(∂bN) (3)eebkηml(Ω

m
k

l + Ωlm
k − Ωk

lm)

=
1

2
(∂bN) (3)eebk (Ωlk

l + Ωl
lk

︸︷︷︸

0

−Ωk
l
l) = −(∂bN) (3)eebkΩkl

l

= −(∂aN) (3)eealΩlk
k = (∂aN) (3)eealΩkl

k , siehe oben

= ∂aN
(3)e eb

kq
ac∂[be

k
c] (3.72)

⇒ (∇[aN) (3)eebk∇b]e
a
k = 2∂aN

(3)e eb
kq

ac∂[be
k
c] . (3.73)

Dies entspricht schon der rechten Seite von (3.70). Auf der linken Seite entstehen wegen der
Produktregel noch weitere Terme, die aufgrund der Behauptung verschwinden müssen. Dies wird
im Folgenden gezeigt.

N (3)eebk∇[a∇b]e
a
k = N (3)e (3)R (3.74)

N (3)e∇[ae
bk∇b]e

a
k = N (3)eω[a

kj · eb
kωb]kme

ma

= −N 3e

(

Ωk
ikΩji

j − 1

2
ΩijkΩikj −

1

4
ΩijkΩijk

)

= −N (3)e (3)R (3.75)

∇ (3)g = 0 = ∇ (3)e2 = 2 (3)e∇ (3)e⇒ ∇(3)e = 0 . (3.76)

Mit diesen 4 Gleichungen verifiziert leicht man die Behauptung.

Die Mannigfaltigkeit wurde so gewählt, daß die Integration über Oberflächenterme verschwindet.
Der Lagrangian ist deshalb mit dem 3-Krümmungsskalar gegeben durch:

LEH = N (3)e

(

−1

2
Ω0(kl)Ω0kl + Ωk

0kΩi0
i + (3)R

)

(3.77)

3.3 Die Legendre-Transformation des Einstein-Hilbert La-

grangians

Die Form des Lagrangians ermöglicht jetzt eine Berechnung der zu den eai konjugierten Variablen
πai.

Satz 3.3.1. Es gilt:

πai :=
δL

δ ˙eai
= (3)e(Ω0(ki)ea

k − 2Ω0
k

k
eai). (3.78)
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Beweis.

δΩ0kl

δėai
= − 1

N
eb
k

δ(∂[0ebl])

δėai
= − 1

N
ea
k

δ(∂0eal)

δėai
= − 1

N
ea
kδ

i
l (3.79)

πai :=
δL

δėai
= N (3)e

δ

δėai

(

−1

2
Ω0(kl)Ω0kl + Ωk

0kΩj0
j + (3)R

)

= N (3)e

(

−1

2
Ω0(kl) δΩ0kl

δėai
− 1

2
Ω0kl δΩ0(kl)

δėai
+

δ

δėai
(Ωk

0kΩj0
j)

)

= N (3)e

(

−Ω0(kl) δΩ0kl

δėai
+ 2Ω0

k
k δΩ0j

j

δėai

)

= N (3)e

(

Ω0(kl) 1

N
ea
kδ

i
l − 2Ω0

k
k 1

N
ea
j δ

ij

)

= (3)e

(

Ω0(ki)ea
k − 2Ω0

k
k
eai

)

(3.80)

Daraus läßt sich der folgende Primary Constraint ableiten.

Lemma 3.3.1.

Li := εijkπa
j eak ≈ 0 (3.81)

Beweis.

πa
j = (3)e(Ω0

(kj)e
ak + 2Ω0k

kea
j ) (3.82)

πa
j eas = (3)e(Ω0

(kj)δ
k
s + 2Ω0k

kδjs) = (3)e(Ω0
(sj) + 2Ω0k

kδjs) (3.83)

πa
seaj = (Ω0

(js) + 2Ω0k
kδsj) = (Ω0

(sj) + 2Ω0k
kδjs) ⇒ πa

j eas = πa
seaj

Nachdem die konjugierten Variablen definiert sind, ist die Legendre-Transformation des Lagran-
gians durch den folgenden Satz gegeben.

Satz 3.3.2. Es gilt:

H = πaiėai − L + ΛiL
i

=
N

2 (3)e

(

πijπij −
1

2
(πi

i)
2 − 2 (3)e2 (3)R

)

−N ceci
(3)Daπ

ai + ΛiL
i. (3.84)

Beweis. 1. Inversion der Gleichung πai = (3)e(Ω0(ki)ea
k − 2Ω0

k
k
eai) :

πbjebj = (3)e(Ω0(kj)eb
kebj − 2Ω0

k
k
ebjebj
︸ ︷︷ ︸

3

) = (3)e(Ω0(kj)δkj − 6Ω0
k

k
)

= −4 (3)eΩ0
k

k
(3.85)

2. Berechnung von πaiπai in Termen von Anholonomien:

πai = (3)e(Ω0(ki)ea
k − 2Ω0

k
k
eai) πai := (3)e((Ω0k

i + Ω0
i
k
)eak − 2Ω0

k
k
eai) (3.86)

πaiπai = (3)e2(Ω0(ki)ea
k − 2Ω0

k
k
eai)((Ω0j

i + Ω0
i
j
)eaj − 2Ω0

j
j
eai)

= (3)e2(Ω0(ki)(Ω0j
i + Ω0

i
j
)ea

keaj − 2Ω0(ki)Ω0
j
j
ea
keai − 2Ω0

k
k
(Ω0j

i + Ω0
i
j
)eaje

ai

+ 4Ω0
j
j
Ω0

k
k
(eaieai))

= (3)e2(Ω0(ki)(Ω0j
i + Ω0

i
j
)δkj − 4Ω0

i
i
Ω0

j
j − 4Ω0

k
k
Ω0

i
i
+ 12Ω0

k
k
Ω0

j
j
)

= (3)e2(Ω0(ki)Ω0
(ki) + 4Ω0

k
k
Ω0

j
j
) = −2 (3)e2(Ω0(ki)Ω0ki + 2Ω0

k
k
Ω0j

j) (3.87)

⇒ − 1

2 (3)e2
πaiπai = Ω0(ki)Ω0ki + 2Ω0

k
k
Ω0j

j

⇔ − 1

4 (3)e2
πaiπai − Ω0

k
k
Ω0j

j =
1

2
Ω0(ki)Ω0ki (3.88)
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3. Mit Hilfe des Primary Constraints zeigt sich, daß πai · ωai
j = πaiek

aΩj
ki gilt:

πaiek
aΩjki = πakei

aΩjki = πaiek
aΩjik (3.89)

πaiek
aΩki

j = πakei
aΩki

j = πaiek
aΩik

j = −πaiek
aΩki

j ⇒ πaiek
aΩki

j = 0 (3.90)

(3.91)

und somit

πaiωai
j = πai 1

2
eak

(

Ωk
i
j

︸︷︷︸

=0

+Ωjk
i − Ωi

jk

)

(3.90)
= πai 1

2
ek
a

(

Ωj
ki + Ωj

ik

)
(3.89)
= πaiek

aΩj
ki. (3.92)

4. Es gilt πai∂γeai = πaiek
ae

b
i∂γebk denn:

πai(∂γeai) = πaiδk
i δ

b
a∂γebk = πaiek

c e
c
ie

j
ae

b
j∂γebk = πajek

c e
c
ie

i
ae

b
j∂γebk = πajek

ae
b
j∂γebk

= πaiek
ae

b
i∂γebk (3.93)

5. Behandlung des Ausdrucks −N ceci
(3)Daπ

ai in Hinblick auf die zu beweisende Gleichung
(Oberflächenterme werden vernachlässigt):

−N ceci
(3)Daπ

ai = + (3)Da(N ceci)π
ai + Oberflächenterm

(3.54)
= (∂ae0i +N cecjωai

j)πai

(3.91)
= (∂ae0i +N cecje

k
aΩj

ki)π
ai = (∂ae0i +N c′ec′je

k
a(ejbec

k∂[bec]i))π
ai

= (∂ae0i +N b∂[bea]i)π
ai = (∂[ae0]i +N b∂[bea]i + ∂0eai)π

ai

= (−∂[0ea]i +N b∂[bea]i)π
ai + ėaiπ

ai

(3.93)
= Nπai

(

− 1

N
eb
ie

k
a∂[0eb]k +

N c

N
ek
ae

b
i∂[ceb]k

)

+ėaiπ
ai

= Nπaiek
aΩ0ik + πaiėai (3.94)

N πaiek
aΩ0ik = N (3)e(Ω0(ij)ea

j e
k
aΩ0ik − 2Ω0

j
j
eaiek

aΩ0ik)

= N (3)e(Ω0(ik)Ω0ik − 2Ω0
j
j
Ω0k

k)

⇒ −N ceci
(3)Daπ

ai = N (3)e(Ω0(ik)Ω0ik − 2Ω0
j
j
Ω0k

k) + ėaiπ
ai (3.95)

Wird die intrinsische Krümmung der Hyperfläche (3)R auf beiden Seiten von (3.95) addiert,
so ergibt sich:

(3.95) ⇒ −N ceci
(3)Daπ

ai −N (3)e

(
1

2
Ω0(ik)Ω0ik − Ω0

j
j
Ω0k

k

)

= N (3)e

(
1

2
Ω0(ik)Ω0ik − Ω0

j
j
Ω0k

k

)

+ėaiπ
ai | −N (3)e(3)R

⇔ −N ceci
(3)Daπ

ai −N (3)e

(
1

2
Ω0(ik)Ω0ik − Ω0

j
j
Ω0k

k +(3) R

)

= ėaiπ
ai − L . (3.96)

6. Herleitung der zu beweisenden Gleichung:

N (3)e

(
1

2
Ω0(ki)Ω0ki − Ω0

k
k
Ω0j

j +(3) R

)
(3.88)
= N (3)e

(

− 1

4 (3)e2
πaiπai − 2Ω0

k
k
Ω0j

j +(3) R

)

(3.85)
= N (3)e

(

− 1

4 (3)e2
πaiπai

+
1

8 (3)e2
(πj

j)
2 +(3) R

)

(3.97)
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⇒ πaiėai − L (3.95)(3.97)
=

N

4 (3)e

(

πaiπai −
1

2
(πj

j)
2 − 4 (3)e2 (3)R

)

−N ceci
(3)Daπ

ai

(3.98)

Die Formel ist korrekt bis auf den Faktor 1/2 der rechten Seite. Eine Variablentransformation
ergibt die richtige Gleichung.

Die Faktoren N und N c wirken in (3.98) als Lagrange-Multiplikatoren, so daß man insgesamt das
folgende System von Zwangsbedingungen (Constraints) erhält:

Li = εijkπa
j eak = 0 (Gauß-Constraint) (3.99)

Hc := eci
(3)Daπ

ai = 0 (Diffeomorphismen-Constraint) (3.100)

H :=
1

4 (3)e

(

πaiπai −
1

2
(πj

j)
2 + 4 (3)e2 (3)R

)

= 0 (Hamilton-Constraint) (3.101)
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Kapitel 4

Einführung der Ashtekarvariablen

Wir werden zu Beginn dieses Kapitels die Verbindung von [Pel94] zu [Thi01] herstellen und an-
schließen den Betrachtungen in [Thi01] bis zum Ende dieses Kapitels folgen.

4.1 Erste Transformation: Die extrinsische Krümmung und

das gewichtete Dreibein

Die extrinsische Krümmung ist definiert durch:

Kab := −g(∇b∂a, ~n) . (4.1)

Damit läßt sich die extrinsische Krümmung wie folgt durch die räumlichen Christoffelsymbole
ausdrücken (siehe [BM]):

Kab : = g(Γc
ab∂c, ~n) = g

(

Γ0
ab∂0,

1

N
(∂0 −N c∂c)

)

=
Γ0

ab

N
g(∂0, ∂0) −

Γ0
ab

N
N cg(∂0, ∂c)

=
Γ0

ab

N
(−N2 +N cNc) −

Γ0
ab

N
N cNc = −Γ0

abN . (4.2)

Die Konfigurationsvariablen πai sind, wie vorher schon angegeben, durch die Anholonomien Ωαβγ

ausdrückbar. Dies ist der Grund, warum die extrinsische Krümmung ebenfalls durch die Ω darge-
stellt werden soll. Die Umstellung geschieht durch Ausnutzung von DαeIβ = 0.

0 = ∂αeIβ − Γγ
αβeIγ + ω J

αI eJβ ⇔ Γγ
αβeIγ = ∂αeIβ + ω J

αI eJβ

⇒ Γδ
αβ = eIδ(∂αeIβ + ω J

αI eJβ) . (4.3)

Γ0
ab ist somit gegeben durch:

Γ0
ab = e0I(∂aeIb + ω J

aI eJb), e0I 6= 0 für I = 0, e00 =
1

N

=
1

N
(∂ae0b + ω J

a0 eJb), eb0 = 0

=
1

N
ω J

a0 eJb =
1

N
ω j

a0 ejb
(4.2)⇒ Kab = −Γ0

ab ·N = −ω j
a0 ejb . (4.4)

In den ω sind die gewünschten Anholonomien enthalten.

ω j
a0 =

1

2
eK
a (Ω j

K0 + Ωj
K0 − Ω j

0 K)
e0

a
=0
=

1

2
ek
a(Ω j

k0 + Ωj
k0

︸︷︷︸

0

−Ω j
0 k) =

1

2
ek
a(Ω j

k0 − Ω j
0 k)

=
1

2
eak(−Ω kj

0 − Ω jk
0 ) = −1

2
eakΩ

(kj)
0 (4.5)
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(4.4) mit (4.5) umgestellt nach den Ω ergibt :

Ω0(hi) = −2Kabe
ahebi (4.6)

Ω0 i
i = −Kabe

aheb
h . (4.7)

An dieser Stelle soll als erstes der Hamilton-Constraint über die extrinsische Krümmung ausge-
drückt werden. Hierzu müssen notwendigerweise die πai und πi

i ersetzt werden durch Kcd, d.h. die
K’s sollen letztendlich die Funktion der π’s als unabhängige Variablen übernehmen. Die Kanoni-
zität dieser Transformation wird später bewiesen. Für den Hamilton-Constraint erhält man:

H =
1

4 (3)e

(

πaiπai −
1

2
(πj

j )
2

)

− (3)e (3)R

(3.97)
=

(3)e

4
(−Ω0(ki)Ω0

(ki) + 4Ω0 k
k Ω j

0j ) − (3)e (3)R

=
(3)e

4
(4eahebiKabKcde

d
i e

c
h − 4eaheb

hKabe
cjed

jKcd) − (3)e (3)R

= (3)e(KabKcd)((e
ahec

h)(ebied
i ) − (eaheb

h)(ecjed
j )) − (3)e (3)R , (4.8)

wobei in der zweiten Zeile noch

1

2
Ω0(ki)Ω0

ki =
1

4
Ω0(ki)Ω0

(ki) (4.9)

benutzt wurde. Die extrinsische Krümmung ist als Tensor der Hyperfläche aufzufassen. Das be-
deutet insbesondere, daß sich die Indizes von Kab mit qab bzw. qab ziehen. Für die Gleichung (4.8)
bedeutet das:

H = (3)e(KabKcd)(q
acqbd − qabqcd) − (3)e (3)R = (3)e(KcdKcd −K2 −R)

= q1/2(KcdKcd −K2 − (3)R) . (4.10)

Als nächstes soll der Diffeomorphismen-Constraint umgeformt werden. Man geht hierbei analog
zum Hamilton-Constraint vor. Zuerst ersetzt man πbi durch die Triade (d.h. durch das Dreibein)
und die extrinsische Krümmung.

πbi = (3)e(Ω0(ki)eb
k − 2Ω0 k

k ebi) = − (3)e(Kace
akeci2eb

k − 2Kace
ahec

he
bi) (4.11)

= −2 (3)e(Kb
ce

ci −Kc
ce

bi) (4.12)

Dieses Ergebnis ist in den Diffeomorphismen-Constraint einzusetzen.

Ha = eaiDbπ
bi (4.12)

= Db(eaiπ
bi) = −2 (3)eDb(K

b
ce

cieai −Kc
cδ

b
a) = −2 (3)eDb(K

b
a −Kδb

a) (4.13)

Die Berechnung des Primary-Constraints ergibt lediglich eine bekannte Symmetrieaussage für die
extrinsische Krümmung. Hierfür soll zunächst der Term πa

j eas berechnet werden.

πa
j eas

(3.83)
= (3)e(Ω0

(sj) − 2Ω0 k
k δjs)

(4.6)(4.7)
= − (3)e(Kabe

a
se

b
j − 2Kδjs)

Aus dem Primary-Constraint folgt schließlich:

Kabe
a
se

b
j = Kabe

a
j e

b
s | ·escejd ⇒ Kabq

acqbd = Kabq
adqbc

⇒ Kcd = Kdc . (4.14)

Damit wurden alle Constraints als Funktionen der Variablen Kab und eai ausgedrückt. Als weiterer
Schritt soll die Umformung von den Dreibeinen (Triaden) zu den gewichteten Dreibeinen Ea

j

berechnet werden. Die Kanonizität dieser Transformation (πai; ebj) 7→ (Ki
a;Eb

j ) wird im Anschluß
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gezeigt. Das gewichtete Dreibein ist eine der beiden Ashtekarvariablen (bis auf Skalierung). Es ist
wie folgt definiert:

Ea
j := ea

j det(ej
a) = (3)eea

j , E
j
a := ej

a det(ea
j ), Eaj := eaj det(eaj), Eaj := eaj det(eaj) (4.15)

Ej
a ist somit invers zu Ea

j . Der Hamilton-Constraint ist nun gegeben durch:

H = q1/2(Kh
b K

i
ce

c
he

b
i −Kh

b K
i
ce

b
he

c
i ) − q1/2 (3)R

= q−1/2(Kh
b K

i
cE

c
hE

b
i −Kh

b K
i
cE

b
hE

c
i ) − q1/2 (3)R

= q−1/2[(Kh
b E

b
i )(K

i
cE

c
h) − (Kh

b E
b
h)2] − q1/2 (3)R . (4.16)

Aus den Primary-Constraint ergibt sich:

Kcd −Kdc = 0 | ec
j ⇒ Ki

ce
c
jedi −Ki

dδij = 0 | ed
k ⇒ Kcke

c
j −Kdje

d
k = 0

⇒ Kd
[kEj]d = 0 (4.17)

Der Diffeomorphismen-Constraint berechnet sich analog zu:

Ha = −2 (3)eDb(K
b
a −Kδb

a) = −2 (3)eDb(K
j
ae

b
j − δb

aK
j
c e

c
j) = −2Db(K

j
aE

b
j − δb

aK
j
cE

c
j ) (4.18)

4.2 Nachweis der Kanonizität der 1. Transformation

Man ist also von den Variablen πai und ebj zu den Variablen Ki
a und Eb

j übergegangen. Die
Transformation soll jetzt gewissermaßen rückwärst betrachtet werden. Das heißt es wird

{Ea
j (x),Ki

b(y)}E,K = δa
b δ

i
jδ

3(x− y), {Ea
j , E

b
k}E,K = 0, {Kj

a,K
k
b }E,K = 0 (4.19)

gesetzt. Die Transformation (eai, π
bj) (Ec

k,K
h
d ) ist kanonisch, wenn die Poissonklammern inva-

riant gelassen werden, d.h. falls mit (4.19) gilt :

{πai(x), ebj(y)}E,K = δa
b δ

i
jδ

3(x− y), {πai, πbj}E,K = 0, {eai, ebj}E,K = 0 (4.20)

Als Aussage soll damit folgende Satz beweisen werden.

Satz 4.2.1. Der Übergang von den Triaden eia und ihren zugehörigen Impulsen πbj zum gewich-
teten Dreibein Ea

j und der extrinsischen Krümmung Kj
a ist eine kanonische Transformation.

Beweis. Zur Erinnerung: Für die Poissonklammern gelten die folgenden algebraischen Relationen:

i) Bilinearität: {f, g} ist bilinear in f und g (4.21)

ii) Antikommutativität: {f, g} = −{g, f} (4.22)

iii) Jacobi-Identität: {{f, g}, h} + {{h, f}, g} + {{g, h}, f} = 0 (4.23)

iv) Leibnizregel: {fg, h} = f{g, h} + g{f, h} (4.24)

Da eaj = eaj(E
d
h) ist, folgt sofort: {eaj , ebk} = {eaj(E

d
h), ebk(Ec

i )} = 0. Womit bereits eine der
Relationen von (4.20) gezeigt ist. Als nächtes sollen die Poissonklammern {eai, π

bj} betrachtet
werden. Zu deren Berechnung werden noch einige Relationen benötigt. Mit f, g, h, sc

k(ea
i ), tdl (e

a
i , E

j
b )
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als beliebige Funktionen gilt:

a) E := detEa
j = det(ea

j det(ej
a)) = det(ej

a)3 det(ea
j ) = det(ej

a)2 ⇒ E = (3)e2 (4.25)

b) Aus der Variation des Krümmungstensors ist schon bekannt:

δ(det g) = (det g)gαβδgαβ = (det g)tr(g−1δg) ⇒ δ(det g)/g = gαβδgαβ (4.26)

c) { (3)e, f} =
1

2 (3)e
{E, f}, denn :

{ (3)e2, f} = (3)e{ (3)e, f} + (3)e{ (3)e, f} = 2 (3)e{ (3)e, f} (4.27)

d)
1

f

{

f, h

}

= −f
{

1

f
, h

}

⇒
{

1

f
, h

}

=
1

f2

{

f, h

}

(4.28)

e) {det sc
k(ea

i ), tdl (e
a
i , E

j
b )} = (det s)si

a{sa
i , t

d
l } (4.29)

g) {fg, fh} = f2{g, h} + fg{f, h} + fh{g, f} (4.30)

h) { (3)e,Kj
b}

(4.27)
=

1

2 (3)e
{E,Kj

b}
(4.29)
= (3)eEi

a{Ea
i ,K

j
b} =

1

2
ej
b (4.31)

Damit ist {eai, π
bj} in folgender Weise gegeben:

{eaj , π
bi} = −ecjeak{eck, πbi} (4.12)

= −ecje
k
a

{
Ec

k
(3)e

,−2 (3)e(Ki
he

hb −Kh
d e

d
he

bi)

}

= 2 (3)eecje
k
a

{
Ec

k
(3)e

,Ki
ee

e
he

hb −Kh
d e

d
he

bi

}

= 2 (3)eecje
k
ae

e
he

hb

{
Ec

k
(3)e

,Ki
e

}

−2 (3)eed
he

biecje
k
a

{
Ec

k
(3)e

,Kh
d

}

= 2 (3)eecje
k
ae

e
he

hb (3)eec
k

{
1

(3)e
,Ki

e

}

+2ecje
k
ae

e
he

hb{Ec
k,K

i
e}

−2ed
he

biecje
k
a{Ec

k,K
h
d } − 2 (3)eed

he
biecje

k
ae

c
k

(3)e

{
1

(3)e
,Kh

d

}

(4.28)
= −2ecje

k
aq

ebec
k{ (3)e,Ki

e} + 2ecje
k
ae

eiehb{Ec
k,Khe}

−2ed
he

biecje
k
aδ

c
dδ

h
k + 2ed

he
biecje

k
ae

c
k{ (3)e,Kh

d }
(4.31)
= −eajq

ebei
e + 2ecje

k
ae

eiehbδc
eδkh − 2edjδ

d
ae

bi + eaje
d
he

bieh
d

= −eajq
ebei

e + 2δb
aδ

i
j − 2eaje

bi + 3eaje
bi = 2δb

aδ
i
j . (4.32)

Der Faktor 2 läßt sich noch durch eine zusätzliche Transformation Ki
e −→ 1

2K
i
e absorbieren.

Der Berechnung der letzten Poissonklammer {πai, πbj} erweist sich als am umfangreichsten. Aus
praktischen Gründen soll zunächst {Kai, ebj} betrachtet werden.

{Kai, ebj} = qac

{

Ki
c,
Ebj

(3)e

}

=
qac

(3)e
{Ki

c, E
bj} + qacEbj

{

Ki
c,

1
(3)e

}

= − qac

(3)e
δijδb

c −
1

(3)e2
qacEbj{Ki

c,
(3)e} (4.31)

= − qab

(3)e
δij +

1

2 (3)e
ebjeai . (4.33)

Gleichung (4.33) liefert noch die folgende nützliche Vertauschungsrelation : {Kbj , eai} = {Kai, ebj}.
Mit (4.32) ist { (3)e, πbj} durch :

{ (3)e, πbj} = eai (3)e{eai, π
bj} (4.32)

= eai (3)eδb
aδ

j
i = (3)eebj (4.34)

zu berechnen. Des weiteren läßt sich

{Kai,Kbj} = 0 (4.35)
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zeigen, denn wegen

Kj
d{Kai, qbd} = Kj

d{Kai, eb
ke

bk} = Kj
de

b
k{Kai, edk} +Kj

de
d
k{Kai, ebk}

(4.33)
= Kj

de
b
k

1
(3)e

(

−qabδik +
1

2
eaiedk

)

+Kj
de

d
k

1
(3)e

(

−qabδik +
1

2
eaiebk

)

=
1

(3)e

(

Kajebi +
1

2
Kbjeai −Kijqab +

1

2
Kbjeai

)

=
1

(3)e
(Kajebi +Kbjeai −Kijqab) (4.36)

erhält man für

{Kai,Kbj} = {qacKi
c, q

bdKj
d} = qac{Ki

c, q
bdKj

d} +Ki
c{qac, qbdKj

d}
= qacKj

d{Ki
c, q

bd} +Ki
c{qac,Kjb} = Kj

d{Kai, qbd} −Ki
c{Kjb, qac}

(4.36)
= 0 .

Für {πai, πbj} ergibt sich schließlich:

{πai, πbj} = 4 (3)e2{Kai −Keai,Kbj −Kebj} − 2(Kai −Keai){ (3)e, 2 (3)e(Kai −Keai)}
− 2(Kbj −Kebj){2 (3)e(Kai −Keai), (3)e}

= 4 (3)e2{Kai −Keai,Kbj −Kebj} +
1

(3)e
πai{ (3)e, πbj} +

1
(3)e

πbj{πai, (3)e}

= 4 (3)e2{Kai,Kbj −Kebj} − 4 (3)e2{Keai,Kbj −Kebj} + 2πaiebj − 2πbjeai

= − 4 (3)e2{Kai,Kche
chebj} − 4 (3)e2{Keai,Kbj} + 4 (3)e2{Keai,Kebj} + 2(πaiebj − πbjeai)

=− 4 (3)e2K{Kai, ebj} − 4 (3)e2Kch{Kai, ech} − 4 (3)e2K{eai,Kbj} − 4 (3)e2eaiKch{ech,Kbj}
+ 4 (3)e2eaiK{K, ebj} + 4 (3)e2ebjK{eai,K} + 2(πaiebj − πbjeai)

= − 4 (3)e2Kche
bj{Kai, ech} − 4 (3)e2eaiKch{ech,Kbj} + 4 (3)e2eaiKech{Kch, ebj}

+ 4 (3)e2ebjKech{eai,Kch} + 2(πaiebj − πbjeai)

= − 4 (3)e2(Kch +Kech)ebj{Kai, ech} + 4 (3)e2(Kch +Kech)eai{Kbj , ech} + 2(πaiebj − πbjeai)

= − 4 (3)e2(Kch +Kech)ebj

(

− gac

(3)e
δih +

1

2 (3)e
eaiech

)

+2(πaiebj − πbjeai)

+ 4 (3)e2(Kch +Kech)eai

(

− gbc

(3)e
δjh +

1

2 (3)e
ebjech

)

= − 4 (3)eebj

(

−Kai +
Keai

2
−Keai +

3

2
Keai

)

+2(πaiebj − πbjeai)

+ 4 (3)eeai

(

−Kbj +
Kebj

2
−Kebj +

3

2
Kebj

)

= − 4ebj (3)e(−Kai +Keai) + 4eai (3)e(−Kbj +Kebj) + 2(πaiebj − πbjeai)

= − 2πaiebj + 2πbjeai + 2(πaiebj − πbjeai) = −2(πaiebj − πbjeai) + 2(πaiebj − πbjeai) = 0

Damit ist gezeigt worden, daß die Transformation (eai, π
bj) → (Ec

k,K
d
h) kanonisch ist.

4.3 Zweite Transformation: Die Zusammenhangsvariablen

Um die letzte Ashtekarvariable zu bilden ist zunächst noch die Einführung eines Skalierungspara-
meters β notwendig. Sei also β eine komplexe Zahl 6= 0, dann ist die Transformation

(Ea
i ,K

j
b ) → ( (β)Ea

i :=
1

β
Ea

i ,
(β)Kj

b := βKj
b ) (4.37)
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kanonisch, wie man leicht sieht. β wird als Barbero-Immirzi-Parameter bezeichnet. Drückt man
die ω durch das gewichtete Dreibein aus, kann das Dreibein gleich wieder durch (β)Ei

a ersetzt
werden, da die ω invariant unter dieser Reskalierung sind:

ω ik
a =

1

2
ee[i(∂[ae

k]
e] + ebk]el

a∂beel) =
1

2

Ee[i

E1/2

(

∂[a

(

E
k]
e]E

1/2

)

+
Ebk]

E1/2

El
a

E−1/2
∂b

(

EelE
1/2

))

=
1

2

Ee[i

E1/2

(

E1/2∂[aE
k]
e] +

1

2
E−1/2E

k]
[e ∂a]E + Ebk]El

aE
1/2∂bEel +

1

2
Ebk]El

aEelE
−1/2∂bE

)

=
1

2
Ee[i

(

∂[aE
k]
e] +

1

2E
E

k]
[e ∂a]E + Ebk]El

a∂bEel +
1

2

Ebk]

E
El

aEel∂bE

)

=
1

2
Ee[i(∂[aE

k]
e] + Ebk]El

a∂bEel) +
1

4
Ee[i

(
1

E
E

k]
[e ∂a]E +

Ebk]

E
El

aEel∂bE

)

. (4.38)

Da Ei
a zu Ea

i invers ist, transformiert sich Ei
a mit Ei

a → βEi
a = βEi

a. Das bedeutet insbesondere,

daß (β)ω ik
a := ω ik

a ( (β)Ej
b ) = ω ik

a ( (1)Ej
b ) = ω ik

a gilt. Eine wichtige Gleichung die unmittelbar
zur Definition der zweiten Ashtekarvariable führt ist im nachfolgenden Lemma formuliert.

Lemma 4.3.1. Es gilt:

∂aE
a
i + εiklΓ

k
aE

al = DaE
a
i = 0, (4.39)

wobei ωaik =: εilkΓl
a .

Beweis.

0 = DaE
a
j = Da( (3)eebjq

ba) = (3)eqbaDaebj

= (3)eqba∂aebj − (3)eqbaΓc
abecj + (3)eqbaω k

aj ekb

= (3)eqba∂aebj −
1

2
(3)eqbaqececj(∂aqbe + ∂bqae − ∂eqab) + ω k

aj Ea
k

= (3)eqba∂aebj − (3)eecj

(

−δc
b∂aq

ab − 1

2
qecqab∂e(e

k
aebk)

)

+ω k
aj Ea

k

= (3)eqba∂aebj + (3)eebj∂aq
ab + (3)eee

je
bk∂eebk + ω k

aj Ea
k

= (3)e∂a(qbaebj) + ee
jE

bk∂eebk + ω k
aj Ea

k

(4.26)
= (3)e∂a(ea

j ) + ee
j∂e(

(3)e) + ω k
aj Ea

k

= ∂a(Ea
j ) + ω k

aj Ea
k = ∂a(Ea

j ) + εjlkΓl
aE

ak (4.40)

Bemerkung 4.3.1. Man erhält dieses Ergebnis auch, wenn man das gewichtete Dreibein als in
den beiden Indizes zweifach gewichtete Größe interpretiert und für D auf den Gewichten einen
induzierten Zusammenhang wählt.

Diese Betrachtungen sind ebenso für die bereits durchgeführte Reskalierung richtig. Der Primary-
Constraint (4.17) läßt sich auch als Gi := εikjK

k
cE

cj = 0 schreiben. Mit Gleichung (4.40) erhält
man somit:

0 = 0 + εjlk
(β)Kl

c
(β)Eck = ∂c

(β)Ec
j + εjlkΓl

c
(β)Eck + εjlk

(β)Kl
c

(β)Eck

= ∂c
(β)Ec

j + εjlk(Γl
c + (β)Kl

c)
(β)Eck (4.41)

Gleichung (4.41) legt die Definition eines neuen Zusammenhangs und einer neuen Zusammen-
hangsvariable nahe. Man definiert :

(β)Ai
a := Γi

a + (β)Ki
a (4.42)

(β)Dc
(β)Ec

j := ∂c
(β)Ec

j + εjlkA
l
c

(β)Eck = 0 . (4.43)
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Mit den neuen Variablen erhält man abermals eine Darstellung der Zwangsbedingungen. Dazu sind
noch einige Rechnungen anzustellen, die den Abschluß des vorliegenden Kapitels bilden werden.
Dazu definiert man:

Rk
ab := ∂[aΓk

b] + εkmnΓm
a Γn

b (4.44)

und (β)F j
ab := ∂[a

(β)Aj
b] + εjkl

(β)Ak
a

(β)Al
b . (4.45)

Es zeigt sich zunächst

Rabjl = εjklR
k
ab, (4.46)

wenn man

Rabjl = ∂[aωb]jl + ω[ajkω
k

b] l (4.47)

akzeptiert (siehe [Pel94]), was mit den Mitteln des Kapitels (2.2) leicht zu beweisen ist.

Beweis. Der zweite Term in (4.47) läßt sich über

ω[ajkω
k

b] l = εkjsε
k
tlΓ

s
[aΓt

b] = εkjsε
k
tl(Γ

s
aΓt

b − Γs
bΓ

t
a) = (δjtδsl − δjlδst)(Γ

s
aΓt

b − Γs
bΓ

t
a)

= (δjtδsl − δjlδst − δjsδtl + δjlδts)Γ
s
aΓt

b = (δjtδsl − δjsδtl)Γ
s
aΓt

b

= εkjlε
k
tsΓ

s
aΓt

b = εjklε
k
stΓ

s
aΓt

b (4.48)

in den neuen Variablen ausdrücken und man erhält damit:

Rabjl
(4.47)
= ∂[aωb]jl + ω[ajkω

k
b] l

(4.48)
= εjkl∂[aΓk

b] + εjklε
k
stΓ

s
a = εjklR

k
ab

Lemma 4.3.2. Für den Diffeomorphismen-Constraint gilt

Ha = (β)F j
ab

(β)Eb
j . (4.49)

Beweis. Denn aus der Definition (4.45) ist

(β)F j
ab = ∂[a

(β)Aj
b] + εjkl

(β)Ak
a

(β)Al
b = ∂[a(Γj

b] + (β)Kj
b]) + εjkl(Γ

k
a + (β)Kk

a )(Γl
b + (β)Kl

b)

= ∂[aΓj
b] + ∂[a

(β)Kj
b] + εjkl(Γ

k
aΓl

b + Γk
a

(β)Kl
b + Γl

b
(β)Kk

a + (β)Kl
b

(β)Kk
a )

= ∂[aΓj
b] + εjklΓ

k
aΓl

b + ∂[a
(β)Kj

b] + εjklΓ
k
a

(β)Kl
b + εjklΓ

l
b

(β)Kk
a + εjkl

(β)Kl
b

(β)Kk
a

= Rj
ab + D[a

(β)Kj
b] + εjkl

(β)Kl
b

(β)Kk
a (4.50)

zu berechnen. Eine Verjüngung von (4.50) mit (β)Eb
j ergibt

(β)F j
ab

(β)Eb
j =

1

β
Rj

abE
b
j + Eb

j (D[aK
j
b]) + εjklβK

l
bK

k
aE

b
j

=
1

β
Rj

abE
b
j + Eb

j (D[aK
j
b]) + βKk

aGk . (4.51)

Um (4.49) zu zeigen ist also das Verschwinden des ersten und dritten Terms in (4.51) nachzuweisen.
Für den dritten Term ist das wegen Gk = 0 trivial. Für den ersten Term hingegen benötigt man
die folgende Symmetrieeigenschaft des Krümmungstensors

Rabcd +Radbc +Racdb = 0 . (4.52)
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Denn wegen

Rj
abE

b
j =

1

2
εbcdεjkle

k
c e

l
dR

j
ab = −1

2
εbcdRabcd (4.53)

erhält man mit (4.52)

εbcdRabcd = −εbcd(Racdb +Radbc) = −εbcdRacdb − εdbcRadbc = −2εbcdRacdb

⇒ 3εbcdRabcd = 0 ⇒ εbcdRabcd = 0 (4.54)

und deshalb

Eb
jR

j
ab = 0, (4.55)

was gerade zu beweisen war.

Es bleibt noch die Betrachtung des Hamilton-Constraints.

Lemma 4.3.3.

H =
1√
q

(

β2 (β)F j
abεjkl

(β)Eak (β)Ebl + (1 + β2)( (β)Eb
[i

(β)Ec
h]

(β)Kh
b

(β)Ki
c)

)

− 2

β
EajDaGj . (4.56)

Proof. Man bemerkt :

εjkl
(β)F j

ab
(β)Eak (β)Ebl = − 1

β2
εkjlR

j
abE

akEbl + εjkl
(β)Eak (β)EblD[a

(β)Kj
b]

+ εjmnεjkl
(β)Km

a
(β)Kn

b
(β)Eak (β)Ebl

= − q

β2
R− 2

β
EajDaGj + (δmkδnl − δmlδnk)Km

a K
n
b E

akEbl

= − q

β2
R+Km

a K
n
b E

a
mE

b
n −Km

a K
n
b E

a
nE

b
m − 2

β
EajDaGj

= − q

β2
R+ (Km

a E
a
m)2 − (Km

a E
a
n)(Kn

b E
b
m) − 2

β
EajDaGj .

Bringt man den zweiten Term der rechten Seite auf die linke Seite und ergänzt diese schließlich
noch zu H, so erhält man nach Multiplikation mit β2 und Division durch

√
q:

H =
1√
q
β2εikl

(β)F j
ab

(β)Eak (β)Ebl +

(
β2

√
q

+
1√
q

)(

(Km
a E

a
n)(Kn

b E
b
m) − (Km

a E
a
m)2

)

− 2

β
EajDaGj

=
1√
q

(

β2εikl
(β)F j

ab
(β)Eak (β)Ebl + (1 + β2)

(

( (β)Km
a

(β)Ea
n)( (β)Kn

b
(β)Eb

m) − ( (β)Km
a

(β)Ea
m)2

))

− 2

β
EajDaGj ,

was auf Gleichung (4.56) führt.

Diese Formulierung ist insofern inkonsequent, als daß (4.56) noch die extrinsische Krümmung als
Variable enthält. Dies ist dadurch zu begründen, daß man anfänglich β = i setzte, um den zweiten
Term zu eliminieren. Die Constraints sind aus Übersichtsgründen bisher ohne die zugehörige Inte-
gration dargestellt worden. Integriert man H, so ist zu berüchksichtigen, daß es sich bei dem Term
2
βE

ajDaGj Oberflächenterm handelt – dieser also bei Integration verschwindet. Deshalb läßt sich
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ein neues System von Zwangsbedingungen aufstellen, in dem man diesen Oberflächenterm wegläßt.
Insgesamt erhält man:

H′ =
1√
q

(

β2 (β)F j
abεjkl

(β)Eak (β)Ebl + (1 + β2)( (β)Eb
[i

(β)Ec
h]

(β)Kh
b

(β)Ki
c)

)

= 0

Ha = (β)F j
ab

(β)Eb
j = 0

Gj = (β)Dc
(β)Ec

j := ∂c
(β)Ec

j + εjlk
(β)Al

c
(β)Eck = 0 .

4.4 Nachweis der Kanonizität der 2. Transformation

Um die Kanonizität der Transformation (Ea
i ,K

j
b ) → ( (β)Ea

i ,
(β)Aj

b) zu beweisen, muß

{ (β)Ai
a(x), (β)Aj

b(y)} = { (β)Ea
i (x), (β)Eb

j (y)} = 0, { (β)Ea
i (x), (β)Aj

b(y)} = δa
b δ

k
j δ

3(x, y) (4.57)

mit den Poissonklammern von (4.19) gezeigt werden. Die Transformation mit β ist in diesem Zu-
sammenhang leicht zu zeigen. Der Übersicht halber soll der Index β deshalb in diesem Kapitel
weggelassen werden. Da die Γi

a nur von den Eb
j abhängen, sieht man leicht die zweite und drit-

te Relation in (4.57). Die Hauptschwierigkeit liegt darin, dasVerschwinden der Poissonklammer
zwischen den Zusammenhangsvariablen aufzuzeigen. Hierzu bemerkt man zunächst (ohne Beweis)
das folgende Lemma.

Lemma 4.4.1. Es gilt:

(3)eεi1···iDea1

i1
· · · eaD

iD
= εa1···aD und (4.58)

δ(ea
i,b) = (δea

i ),b . (4.59)

Damit läßt sich als nächstes das folgende Lemma beweisen (der Nutzen von Lemma (4.4.2) wird
später ersichtlich werden), wobei der Argumentation von [Thi01] gefolgt wird.

Lemma 4.4.2. Es gilt:
∫

Σ

dx3Ea
i δΓ

i
a = 0 . (4.60)

Beweis. Für den Term Ea
i δΓ

i
a erhält man (D = 3)

Ea
i δΓ

i
a = (3)eea

i

1

2
εijkδ(eb

k[eja,b − ebj,a + ec
jeale

l
c,b])

=
1

2
εijk (3)e(ea

i δ(e
b
k[eja,b − ebj,a]) + δilδ(e

b
ke

c
je

l
c,b) + ea

i e
b
ke

c
je

l
c,bδeal)

=
1

2
εijk (3)e(δ(ea

i e
b
k[eja,b − ebj,a] + eb

ke
c
jeic,b) − δ(ea

i )eb
k[eja,b − ebj,a] + ea

i e
b
ke

c
je

l
c,bδeal)

=
1

2
εijk (3)e(δ(ea

i e
b
keja,b − eb

ie
a
keaj,b + eb

ke
a
j eia,b) − δ(ea

i )eb
k[eja,b − ebj,a]) +

1

2
εacbel

c,bδeal

=
1

2
εijk (3)e(δ(ea

i e
b
keja,b + eb

ke
a
i eaj,b + eb

ke
a
j eia,b) − δ(ea

i )eb
k[eja,b − ebj,a]) +

1

2
εacbel

c,bδeal

=
1

2
εijk (3)e(δ(eb

k)ea
i eja,b + δ(ea

i )eb
kebj,a + eb

ke
a
i δ(eja,b)) +

1

2
εacbel

c,bδeal

=
1

2
εijk (3)eeb

ke
a
i δ

l
jδ(ela,b) +

1

2
εacbel

c,bδ(eal) =
1

2
εijk (3)eeb

ke
a
i e

l
ce

c
jδ(ela,b) +

1

2
εacbel

c,bδ(eal)

=
1

2
εacb(el

cδ(ela,b) − el
c,bδ(eal)) = −1

2
εabc∂b(e

l
cδ(ela)) = ∂b

(

−1

2
εabcel

cδ(ela)

)

.

Da dies ein Oberflächenterm ist, folgt
∫

Σ

Ea
i δΓ

i
adx3 = 0 .
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Über (4.4.2) erhält man nun eine Darstellung der Zusammenhangsvariablen. Ideen zu den nach-
folgenden Ausführungen finden sich in [NM93].

Lemma 4.4.3. Die Zusammhangsvariablen lassen sich mit den Poissonklammern als

{F,Ki
a} +Ki

a = Ai
a, (4.61)

darstellen, wobei F durch

F :=

∫

Σ

d3x′Γk
bE

b
k (4.62)

definiert ist.

Beweis.

{F,Ki
a} +Ki

a =

{∫

Σ

d3x′Σk
bE

b
k,K

i
a

}

=

∫

Σ

dx′′
δ
∫

d3x′Γk
bE

b
k

δEc
j

δKi
a

δKj
c

+Ki
a

(4.61)
=

∫

Σ

dx′′
(∫

Σ

d3x′Γk
b δ(x

′, x′′)δb
cδ

j
k

)

δ(x′′, x)δc
aδ

i
j +Ki

a

= Γi
a +Ki

a = Ai
a

Damit läßt sich der entscheidende Satz beweisen:

Satz 4.4.1. Die Poissonklammer zwischen den Zusammenhangsvariablen verschwinden. Es gilt:

{Ai
a, A

j
b} = 0 . (4.63)

Beweis. Mit (4.61) gilt

{Ai
a, A

j
b} = {{F,Ki

a} +Ki
a, {F,Kj

b} +Kj
b}

= {Γi
a,Γ

j
b} + {Ki

a,K
j
b} + {{F,Ki

a},Kj
b} + {Ki

a, {F,Kj
b}}

= {{F,Ki
a},Kj

b} + {{Kj
b , F},Ki

a}
= {{Ki

a,K
j
b}, F} = 0 ,

wobei im vorletzten Schritt die Bianci-Idendität verwendet wurde.

4.5 Der Gauß-Constraint und die Interpretation der Ash-

tekarvariablen im Rahmen von Yang-Mills-Theorien

Der auffälligste Vorteil der Ashtekarvariablen ist die Möglichkeit, diese im Rahmen einer Yang-
Mills-Theorie zu interpretieren und die Theorie der Gravitation so den Theorien der anderen drei
Grundkräfte der Natur anzunähern. Wie dies geschieht, ist nun Gegenstand dieses Kapitels.
Als erstes betrachten wir die in Kapitel 4.3 vorgenommene Zerlegung der Zusammenhangsvaria-
blen ωaik nach Variablen Γl

a, welche wir über die Gleichung ωaik =: eilkΓl
a definiert hatten. Es

ist zunächst zu bemerken, daß die antisymmetrischen Tensoren zweiter Stufe in drei Dimensionen
einen dreidimensionalen Vektorraum aufspannen. Dies impliziert einen Isomorphismus zwischen
den antisymmetrischen Tensorfeldern zweiter Stufe in drei Dimensionen und den ebenfalls dreidi-
mensionalen Vektorfeldern. Die angesprochene Zerlegung

Γl
a =

1

2
εilkωaik (4.64)
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ist gerade ein solcher Isomorphismus zwischen den antisymmetrischen Tensorfeldern ωa zweiter
Stufe und den Vektorfeldern Γa (alles in drei Dimensionen und alles über der Hyperfläche Σ).
Insgesamt kann man also die Γs, in einem Zwischenschritt, als Tensoren zweiter Stufe interpre-
tieren: Γ = Γl

adxa ⊗ ξl . Diese Sichtweise erklärt auch, warum man im Rahmen der kanonischen
Transformationen nun die Möglichkeit besitzt, zu den Γs das β-fache der extrinsischen Krümmung
(welche ihrer Konstruktion nach ebenfalls ein Tensorfeld zweiter Stufe ist) zu addieren. Das Ergeb-
nis davon ist die Zusammenhangsform Ai

a nach Ashtekar, obwohl wir von einem Zusammenhang
jetzt noch nicht sprechen wollen.
Im zweiten Schritt betrachten wir den Gauß-Constraint (der Index (β) wird innerhalb dieses Ka-
pitels weggelassen).

∂cE
c
i + ε k

ij A
j
cE

c
k = 0 . (4.65)

Um diesen Constraint in Verbindung mit einer Yang-Mills-Theorie zu interpretieren, nutzen wir
abermals den Isomorphismus zwischen dreidimensionalen Vektoren und antisymmetrischen 3 ×
3 Matrizen, indem wir die Basis von Vektorfeldern ξi auf Generatoren εi der so(3)-Liealgebra
abbilden. Als Strukturgleichungen nehmen wir

[εi, εj ] = ε k
ij εk (4.66)

an. Die Form des Gauß-Constraints legt nun nahe, A (für reellwertiges β) als so(3)-wertigen
Zusammenhang und E als so(3)-wertiges gewichtetes Vektorfeld zu deuten, so daß Gleichung (4.65)
nichts weiter als eine kovariante Ableitung von E ist. Dies erzwingt von den beiden Variablen A
und E ein entsprechendes Transformationsverhalten gegenüber vertikalen Automorphismen im
Sinne dieser Interpretation. Man ist nun an einem Punkt angelangt an dem man neben der Form
des Gauß-Constraints eine zweite Eigenschaft desselben brücksichtigen muß. Der Gauß-Constraint
ist nämlich ein first-class Constraint (wird hier nicht bewiesen siehe [HT]). In dieser Eigenschaft
erzeugt er selbst Eichtransformation. Wir werden zeigen, daß diese Transformationen für E und
A gerade die durch die Yang-Mills-Interpretation implizierten sind. Damit stimmen beim Gauß-
Constraint die Interpretation der Form im Rahmen der Yang-Mills-Theorie und die

”
hamiltonsche

Eigenschaft“ als first-class Constraint überein.
Wir berechnen die Poissonklammern der kanonischen Variablen mit dem Gauß-Constraint.

Lemma 4.5.1. Es gilt:

δGE
a
i := {Ea

i , G(Λ)} = εijkE
jaΛk, δGA

i
a := {Ai

a, G(Λ)} = −∂aΛi(x) + εiljA
l
c(x)Λ

j(x) . (4.67)

Beweis.

{Ea
i (x), G(Λ)} = {Ea

i (x),

∫

Λj(x′)Gj(x
′)dx′}

= {Ea
i (x),

∫

Λj(x′)(∂bE
b
j (x

′) + εjlkA
l
c(x

′)Eck(x′))dx′}

= −{Ea
i (x),

∫

Eb
j (x

′)∂bΛ
j(x′)dx′} +

∫

εjlk{Ea
i (x), Al

c(x
′)}Eck(x′)Λj(x′)dx′

=

∫

εjlkδ
a
c δ

l
iδ(x

′ − x)Λj(x′)Eck(x′)dx′ = εikjE
ak(x)Λj(x)

{Ai
a(x), G(Λ)} = {Ai

a(x),

∫

Λj(x′)Gj(x
′)dx′}

= {Ai
a(x),

∫

Λj(x′)(∂bE
b
j (x

′) + εjlkA
l
c(x

′)Eck(x′))dx′}

= −∂aΛi(x)δi
jδ

b
a + εjklA

l
c(x)Λ

j(x)δc
aδ

ik

= −∂aΛi(x) + εiljA
l
c(x)Λ

j(x)
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Die Poissonklammern von Funktionen der kanonischen Variablen, und insbesondere der kanoni-
schen Variablen selber, mit den first-class Constraints ergeben die infinitesimalen Eichtransfor-
mationen dieser Funktionen (siehe [HT]). Des weiteren erhält man durch Exponentialbildung die
Transformationsgleichungen, d.h. es gilt für (β)E und (β)A

E′ = (exp δG)E, A′ = (exp δg)A. (4.68)

Drückt man nun die infinitesimalen Transformationen von Lemma 4.5.1 in der im ersten Teil dieses
Kapitels beschrieben Interpretation aus, so ergibt sich

δGE := {E,G(Λ)} = [E,Λ], δGA := {A,G(Λ)} = −dΛ + [A,Λ] . (4.69)

Wir zeigen den folgenden Satz.

Satz 4.5.1. Die durch den Gauß-Constraint erzeugten Eichtransformationen für E und A sind:

E′ = g(Λ)Eg(Λ)−1, A′ = g(Λ)dg(Λ)−1 + g(Λ)Ag(Λ)−1 . (4.70)

Beweis. Es ist

E′ = (exp δG)E = E + [E,Λ] +
1

2!
[[E,Λ],Λ] +

1

3!
[[[E,Λ],Λ],Λ] + ...

= eΛEe−Λ = g(Λ)Eg(Λ)−1,

wobei der vorletzte Schritt auf einer Schlußfolgerung aus der Cambell-Baker-Hausdorff-Formel
beruht. Um die Systematik in der Reihenentwicklung der Transformationsformel für den Zusam-
menhang zu erkennen, berechnen wir noch δGδGA. Man erhält:

δGδGA = −dΛ + [δGA,Λ] = −dΛ + [dΛ + [A,Λ],Λ]

= [dΛ,Λ]
︸ ︷︷ ︸

0

+[[A,Λ],Λ] = [[A,Λ],Λ] .

A′ ist somit durch

A′ = −dΛ +A+ [A,Λ] +
1

2!
[[A,Λ],Λ] +

1

3!
[[[A,Λ],Λ],Λ]

= −dΛ + g(Λ)Ag(Λ)−1 = exp(Λ)d exp(−Λ) + g(Λ)Ag(Λ)−1

= g(Λ)dg(Λ)−1 + g(Λ)Ag(Λ)−1

gegeben.

Insgesamt wurde damit gezeigt, daß die Variablen Ea
i und Ai

a den Phasenraum einer SO(3)-Yang-
Mills-Theorie über der dreidimensionalen Hyperfläche Σ bilden.
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Metrik gαβ

inverse Metrik gαβ

eai Θi

Ashtekarvariablen: Ea
i , A

i
a

ω ik
a Kab

eaie
i
b = qab

Θi = ei
adxa

Ea
i = ea

i det(ei
a)

dΘi + ωi
k ∧ Θk = 0

Γ0
ab = 1

2g
0c(∂agcb + ∂bgac + ∂0gab)

g00 = −N2 +NaNa

Γi
a

Ai
a = Γi

a + βKi
a

Na N

gαβg
βγ = δγ

αqab = gab

Na = g0a

qab

Γ0
ab

Kab = −NΓ0
ab

Γi
a = − 1

2 ε
i
kjω

kj
a

Abbildung 5.1: Schema zur Berechnung der Ashtekarvariablen
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Kapitel 5

Lösungen der Einsteinschen

Feldgleichungen in

Ashtekarvariablen

5.1 Vorbetrachtungen

Gegeben sei eine Metrik welche die Vakuum-Feldgleichungen löst. Dann lassen sich dazu nach
Schema 5.1 die Ashtekarvariablen berechnen. Das Schema soll hier kurz erläutert werden.
Die Berechnung der extrinsischen Krümmung erfolgt nach Formel (4.2). Dazu benötigt man die
Lapse-Funktion N und die Christoffelsymbole Γ0

ab mit einen zeitlichen oberen Index. Für die Lapse-
Funktion liest man die Shift-Funktionen Na wegen Na = g0a einfach aus der Metrik ab und hebt
deren Index mit der zur räumlichen Metrik qab = gab inversen Metrik qab. Dieser Schritt wurde im
Diagramm aus Gründen der Übersichtlichkeit unterschlagen. Hat man nun die Shift-Funktionen
berechnet, so läßt sich die Lapse-Funktion mit der Gleichung (3.37) ermitteln. Dabei soll N > 0
gelten. Für die Christoffelsymbole bestimmt man zunächst die inverse Metrik und benutzt dann die
Gleichung (2.39). Damit hat man alle Variablen, die zur Berechnung der extrinsischen Krümmung
notwendig sind, ermittelt.
Als nächstes soll das Dreibein betrachtet werden. Hierbei stellt man fest, daß die Koeffizienten
eai lediglich durch die Gleichung (2.3) eingeschränkt werden. Das hat zur Folge das alle mögli-
chen Lösungen für das Dreibein durch Rotation und Spiegelung auseinander hervorgehen, d.h. die
Symmetriegruppe ist O(D−1). Zur Erklärung definiert man ea := e(∂a). Gleichung (2.3) läßt nun
schreiben als :

eaeb = gab, (5.1)

wobei sich das Problem wegen ηij = δij auf eine Gleichung mit einem Skalarprodukt im eukli-
dischen Raum reduziert. Durch (5.1) werden also die Winkel zwischen den Vektoren und deren
Länge festgelegt. Die Symmetriegruppe, die diese Parameter im (D − 1)-dimensionalen euklidi-
schen Raum erhält, ist gerade die O(D − 1). Aus dem Dreibein ist nun das gewichtete Dreibein

durch Bildung der Determinante det(ei
a) und mit Ea

i = ea
i det(ei

a) einfach abzuleiten.
Es bleibt noch die Berechnung des Zusammenhangs Ai

a. Dies läßt sich mit der Gleichung (4.42)
bewerkstelligen, wenn man vorher die Zusammenhangskomponenten Γi

a ermittelt hat. Hierzu exis-
tieren wiederum mindestens zwei Methoden, von denen aber nur eine im Schema 5.1 notiert ist.
Dabei wird die Cartansche Strukturformel und die Metrizität des Zusammenhangs genutzt, in-
dem man zuerst die duale Basis {Θi} zu den {ei} bildet und in dΘI + ωI

K ∧ ΘK = 0 einen
Koeffizientenvergleich durchführt. Es lohnt sich diese Rechnung für den Fall D = 3 allgemein für
ein beliebiges Dreibein auszuführen, da das Ergebnis in den nachfolgenden Kapitel benötigt wird.
Gleichzeitig erhält man ein explizites Beispiel wie der Koeffizientenvergleich durchzuführen ist.
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Wie schon erwähnt, benutzt man die Torsionsfreiheit (d.h. Cartansche Strukturformel für Torsion
T i = 0) und die Metrizität, d.h. die beiden Gleichungen:

dΘi = ω i
k ∧ Θk und (5.2)

ω i
k = −ω k

i . (5.3)

Zerlegt man die äußere Ableitung dΘi durch

dΘi = AiΘ1 ∧ Θ2 +BiΘ2 ∧ Θ3 + CiΘ1 ∧ Θ3 (5.4)

nach der Basis von 2-Formen die von den {Θi} gebildet werden, so leitet man aus (5.2) das folgende
Gleichungssystem ab:

ω 1
2 ∧ Θ2 + ω 1

3 ∧ Θ3 = A1Θ1 ∧ Θ2 +B1Θ2 ∧ Θ3 + C1Θ1 ∧ Θ3

ω 2
1 ∧ Θ1 + ω 2

3 ∧ Θ3 = A2Θ1 ∧ Θ2 +B2Θ2 ∧ Θ3 + C2Θ1 ∧ Θ3

ω 3
1 ∧ Θ1 + ω 3

2 ∧ Θ2 = A3Θ1 ∧ Θ2 +B3Θ2 ∧ Θ3 + C3Θ1 ∧ Θ3 . (5.5)

Seien nun die Funktionen Θω i
ak die Komponenten der ω bezüglich der Basis {ΘI}, dann erhält

man durch Koeffizientenvergleich im obigen Gleichungssystem die folgenden Komponenten

Θω 1
12 = A1 Θω 2

21 = −A2 Θω 3
31 = −C3

Θω 1
13 = C1 Θω 2

23 = B2 Θω 3
32 = −B3 (5.6)

und einen weiteren Satz von Gleichungen, der durch

Θω 1
23 −Θ ω 1

32 = B1

Θω 2
13 +Θ ω 1

32 = C2

Θω 1
23 −Θ ω 2

13 = A3 (5.7)

gegeben ist. Dieses Gleichungsystem läßt sich eindeutig nach den Komponentenfunktionen auflösen.
Es gilt:

Θω 2
13 =

1

2

(

C2 +B1 −A3

)

Θω 1
23 =

1

2

(

B1 + C2 +A3

)

Θω 1
32 =

1

2

(

C2 +A3 −B1

)

. (5.8)

Damit erhält man den Spinzusammenhang. Benutzt man anschließend die Formel Θi = ei
adxa so

bekommt man die ursprüngliche Zerlegung von ω in der Koordinatenbasis. Des weiteren lassen
sich nun die Zusammenhangskomponenten Γi

a über Γi
a = − 1

2 ε
i
jkω

jk
a berechnen.

Die zweite Methode bezieht sich auf einen anderen Zugang zu den ω ik
a . So ist auch möglich zuerst

die Christoffelsymbole der räumlichen Metrik zu bestimmen und dann über

ω ik
a = −ebk∂ae

i
b + ebkΓc

abe
i
c (5.9)

den Spinzusammenhang zu berechnen.

5.2 Die Schwarzschildmetrik

Die Ashtekarvariablen sollen hier für die Schwarzschildmetrik in der Form

g = −
(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(
r

r − 2M

)

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (5.10)

dargestellt werden [Kel05]. Da das in dieser Diagonalgestalt besonders einfach ist, kann man als
Ausgleich die Koordinatensingularität bei r = 2M in Kauf nehmen.
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5.2.1 Berechnung der extrinsischen Krümmung

Die Berechnung der extrinsischen Krümmung erfolgt nach Formel (4.2), d.h. es müssen insbeson-
dere die Christoffelsymbole der Form Γ0

ab ermittelt werden. Nach Schema 5.1 benötig man dazu
die inverse Metrik gαβ , welche sich wegen der Diagonalgestalt von g besonders einfach berechnen
läßt. Es gilt:

gαβ = diag

(

−
(

1 − 2M

r

)−1

,

(

1 − 2M

r

)

,
1

r2
,

1

r2 sin2 θ

)

. (5.11)

Für die zu ermitteln Christoffelsymbole gilt nun nach Formel (2.39) und wegen a, b 6= 0:

Γ0
ab =

1

2
g0c(∂a gb0

︸︷︷︸

0

+∂b ga0
︸︷︷︸

0

−∂0gab) = −1

2
g0c∂0gab = 0 , (5.12)

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, daß gab nicht zeitabhängig ist. Folglich muß die extrin-
sische Krümmung nach :

Kab
(4.2)
= −Γ0

abN = 0 (5.13)

verschwinden (das Ergebnis stimmt mit [Kel05] überein).

5.2.2 Berechnung des gewichteten Dreibeins

Auch bei der Berechnung der Dreibeins ist die Diagonalgestalt von entscheidendem Vorteil. Leider
besteht ein durch die Bezeichnungen ei und ea hervorgerufener Konflikt bei der expliziten Angabe
des Dreibeins. Möge also momentan das Dreibein mit holonomem Index betrachtet werden, dann
erhält man als (eine) Lösung:

er =

√
r

r − 2M





1
0
0



 eφ = r sin θ





0
1
0



 eθ = r





0
0
1



 , (5.14)

wie man durch nachrechnen von Gleichung (5.1) leicht zeigt. Es bleibt noch anzumerken, daß in
dieser Darstellung eI und ea gerade übereinstimmen. Die Determinante ist nun durch

det(eai) = r2
√

r

r − 2M
sin θ (5.15)

gegeben. Für das gewichtete Dreibein erhält man deshalb

Er =
1

r2 sin θ





1
0
0



 Eφ =

√

r − 2M

r

1

r





0
1
0



 Eθ =

√

r − 2M

r

1

r sin θ





0
0
1



 , (5.16)

als Lösung.

5.2.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen und der Krümmung

Nach Schema 5.1 ist erst einmal die duale Basis Θi zu notieren. Mit den Dreibein (5.14) erhält
man:

Θr =

√
r

r − 2M
dr Θφ = r sin θdφ Θθ = rdθ . (5.17)
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Daraus ergeben sich die 2-Formen dΘi. Durch Nachrechnen zeigt sich leicht:

dΘr = 0

dΘφ = sin θdr ∧ dφ+ r cos θdθ ∧ dφ

=

√

r − 2M

r

1

r
Θr ∧ Θφ +

cos θ

r sin θ
Θθ ∧ Θφ

dΘθ = dr ∧ dθ =

√

r − 2M

r

1

r
Θr ∧ Θθ . (5.18)

Als nächstes bestimmt man über die 1. Cartansche Strukturformel die Komponenten ω ik
a des

Spinzusammenhangs. Für die in (5.4) eingeführten Variablen erhält man aus (5.18) mit r=̂1, φ=̂2
und θ=̂3

A2 =

√

r − 2M

r

1

r
B2 = − cos θ

r sin θ
C3 =

√

r − 2M

r

1

r
. (5.19)

Der Rest ist gleich 0. Aus den Gleichungen (5.6) und (5.8) erhält man die Funktionen Θω i
ak . Es

gilt

Θω 2
21 = −

√

r − 2M

r

1

r
Θω 2

23 = −
√

r − 2M

r

1

r
Θω 3

31 = − cos θ

r sin θ
, (5.20)

d.h. der Spinzusammenhang ergibt sich zu

ω 2
1 = −

√

r − 2M

r

1

r
Θ2 ω 3

1 = −
√

r − 2M

r

1

r
Θ3 ω k

i = − cos θ

r sin θ
Θ2 . (5.21)

Die Zerlegung dieses Zusammenhangs in der Koordinatenbasis ist deshalb durch

ω 2
21 =̂ ω rφ

φ = −ω φr
φ = −

√

r − 2M

r
sin θ

ω 2
23 =̂ ω Θφ

φ = −ω φΘ
φ = − cos θ

ω 3
31 =̂ ω rΘ

Θ = −ω Θr
Θ = −

√

r − 2M

r
(5.22)

gegeben. Wegen Kab = 0 berechnet man die Zusammenhangsvariablen mit Aj
a = − 1

2 ε
j
ikω

ik
a zu

Ar
φ = − cos θ; Aθ

φ =

√

r − 2M

r
sin θ; Aφ

θ = −
√

r − 2M

r
, (5.23)

wobei die Amit verschwindendem Wert wieder weggelassen wurden. Mit dem gewichteten Dreibein
aus (5.16) hat man somit einen Satz von Ashtekarvariablen für die Schwarzschildmetrik bestimmt.
Ein Ergebnis, das in dieser Form schon in [CS92] publiziert wurde. Für den Zusammenhang A
kann man noch die Krümmung berechnen. Dazu schreibt man A als:

A = − cos θdφ⊗ ε1 +

√

r − 2M

r
sin θdφ⊗ ε3 −

√

r − 2M

r
dθ ⊗ ε2 . (5.24)

Mit ε wurden dabei Basiselemente der so(3)-Lie-Algebra bezeichnet. Im nächsten Schritt benutzt
man die bekannte Formel (siehe hierzu [BM],[Nak]):

F = dA+A ∧A . (5.25)
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Die einzelnen Summanden sind mit (5.24) gegeben durch:

dA = sin θdθ ∧ dφ⊗ ε1 +
M

r2

√
r

r − 2M
sin θdr ∧ dφ⊗ ε3 +

√

r − 2M

r
cos θdθ ∧ dφ⊗ ε3

−M
r2

√
r

r − 2M
dr ∧ dθ ⊗ ε2

A ∧A = cos θ

√

r − 2M

r
dφ ∧ dθ ⊗ (ε1ε2 − ε2ε3) −

∣
∣
∣
∣

r − 2M

r

∣
∣
∣
∣
sin θdφ ∧ dθ ⊗ (ε3ε2 − ε2ε3)

= cos θ

√

r − 2M

r
dφ ∧ dθ ⊗ ε3 +

∣
∣
∣
∣

r − 2M

r

∣
∣
∣
∣
sin θdφ ∧ dθ ⊗ ε1 . (5.26)

Für die Krümmung erhält man:

F =

(

1 −
∣
∣
∣
∣

r − 2M

r

∣
∣
∣
∣

)

sin θdθ ∧ dφ⊗ ε1 −
M

r2

√
r

r − 2M
dr ∧ dθ ⊗ ε2

+
M

r2

√
r

r − 2M
sin θdr ∧ dφ⊗ ε3 . (5.27)

5.3 Die Kerr-Metrik

In diesem Abschnitt sollen die Ashtekarvariablen für die Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist-Koordinaten
[Kel05]

g = −
(

1 − 2Mr

Σ

)

dt2 − 4Mar sin2 θ

Σ
dtdφ+

Σ

∆
dr2 + Σdθ2 +

Ω

Σ
sin2 θdφ2 (5.28)

bestimmt werden. Die dabei auftretenden Variablen sind wie folgt definiert:

Σ = r2 + a2 cos2 θ; ∆ = Λ − 2Mr; Ω = ΛΣ + 2Ma2r sin2 θ; Λ = r2 + a2 . (5.29)

5.3.1 Berechnung der extrinsischen Krümmung

Im Gegensatz zur Schwarzschild-Metrik in der Form (5.10) verschwindet die extrinsische Krümmung
der Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist-Koordinaten nicht. Bei der Berechnung geht man am besten
wieder nach Schema 5.1 vor (konkret wurde für die Berechnung des extrinsischen Krümmung
[Kel05] gefolgt). Für die Christoffelsymbole ist deshalb erst einmal gαβ zu bestimmen. Dazu
benötigt man die Inversion der Matrix

A :=

(
g00 g03
g30 g33

)

mit A−1 =

(
g00 g03

g30 g33

)

. (5.30)

Über

(
g00 g03
g30 g33

)−1

=
1

detA

(
g33 −g03

−g30 g00

)

(5.31)

lassen sich die einzelnen Einträge von A−1 bestimmen.

Bestimmung von detA

Für die Berechnung von detA erweist sich die folgende Umformung als nützlich:

Ω(Σ − 2Mr) + 4M2a2r2 sin2 θ = Σ2∆ . (5.32)
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Dies sieht man über:

Ω(Σ − 2Mr) + 4M2a2r2 sin2 θ = (ΛΣ + 2Ma2r sin2 θ)(Σ − 2Mr) + 4M2a2r2 sin2 θ

= ΛΣ2 − 2MrΛΣ + 2Ma2rΣ sin2 θ

= Σ2

(

Λ − Σ − 2MrΛ

Σ
+

2Ma2r sin2 θ

Σ

)

= Σ2 Ω − 2MrΛ

Σ
= Σ2∆ ,

womit sich detA durch

detA = −
(

1 − 2Mr

Σ

)
Ω

Σ
sin2 θ − 4M2a2r2

1

Σ2
sin4 θ

=
1

Σ2

(

−(Σ − 2Mr)Σ sin2 θ − 4M2a2r2 sin4 θ

)

(5.32)
= −Σ2∆

Σ2
t sin2 θ = −∆ sin2 θ (5.33)

berechnen läßt.

Berechnung von gαβ

Mit (5.31) erhält man nun

g00 =
g33

detA
= −Ω

Σ

sin2 θ

∆ sin2 θ
= − Ω

Σ∆

g03 = g30 = − g30
detA

= −2Mar sin2 θ

Σ

1

∆ sin2 θ
= −2Mar

Σ∆

g33 =
g00

detA
=

(

1 − 2Mr

Σ

)
1

∆ sin2 θ
=

Σ − 2Mr

Σ∆ sin2 θ
=

∆ − a2 sin2 θ

Σ∆ sin2 θ
. (5.34)

Die übrigen Werte liest man leicht aus der Bestimmungsgleichung gαβg
βγ = δγ

α ab. Es gilt

g11 =
∆

Σ
g22 =

1

Σ
(5.35)

und der Rest ist 0.

Evaluierung der Γ0
ab

Es sei daran erinnert, daß sich die Variablen a und b auf räumliche Indizes beziehen. So ist z.B.
der Term ∂ag0a = 0, denn g0a ist nur für a = 3 ungleich 0, da aber g03 nicht von φ=̂3 abhängt
ist ∂3g03 = 0 und somit auch ∂ag0a. Aus diesem Grund sind auch die Christoffelsymbole Γ0

aa mit
identischen unteren räumlichen Indizes gleich 0, wie man über

Γ0
aa =

1

2
g0γ

(

∂agγa + ∂agγa − ∂γgaa

)

= g0γ∂agγa − 1

2
g0γ∂γgaa

= g00∂ag0a + g03∂ag3a − 1

2
g00∂agaa − 1

2
g03∂3gaa = 0 (5.36)

sieht, weil alle partiellen Ableitungen verschwinden. Bleiben noch die 3 Christoffelsymbole Γ0
rθ, Γ0

rφ

und Γ0
φθ zu berechnen. Dafür werden die 2 folgenden partiellen Ableitungen separat betrachtet.

57



Es gilt:

∂1g03 = −∂r

(
2Mar sin2 θ

Σ

)

= −2Ma∂r

(
r

Σ

)

sin2 θ = −2Ma

(
1

Σ
− 1

Σ2
2r2
)

sin2 θ

= −2Ma sin2 θ

Σ2

(

Σ − 2r2
)

(5.37)

∂1g33 = ∂r

(
Ω

Σ
sin2 θ

)

=

(
∂rΩ

Σ
− Ω

Σ2
∂rΣ

)

sin2 θ =
sin2 θ

Σ2

(

Σ∂rΩ − Ω2r

)

. (5.38)

Da für die restlichen Christoffelsymbole a 6= b ist gilt:

Γ0
ab =

1

2
g0γ

(

∂agγb + ∂bgγa − ∂γ gab
︸︷︷︸

0

)

=
1

2
g00

(

∂ag0b + ∂bg0a

)

+
1

2
g03

(

∂ag3b + ∂bg3a

)

= −1

2

Ω

Σ∆

(

∂ag0b + ∂bg0a

)

−Mar

Σ∆

(

∂ag3b + ∂bg3a

)

. (5.39)

Damit erhält man:

Γ0
12 =̂ Γ0

rθ = −1

2

Ω

Σ∆

(

∂1 g02
︸︷︷︸

0

+∂2 g01
︸︷︷︸

0

)

−Mar

Σ∆

(

∂1 g32
︸︷︷︸

0

+∂2 g31
︸︷︷︸

0

)

= 0 (5.40)

Γ0
13 =̂ Γ0

rφ = −1

2

Ω

Σ∆

(

∂1g03 + ∂3 g01
︸︷︷︸

0

)

−Mar

Σ∆

(

∂1g33 + ∂3 g31
︸︷︷︸

0

)

=
ΩMa sin2 θ

Σ3∆

(

Σ − 2r2
)

−Mar sin2 θ

Σ3∆

(

Σ∂rΩ − 2Ωr

)

=
Ma sin2 θ

∆Σ3

(

ΩΣ − 2Ωr2 − Σr∂rΩ + 2Ωr2
)

=
Ma sin2 θ

Σ2∆

(

Ω − r∂rΩ

)

(5.41)

Γ0
32 =̂ Γ0

φθ = −1

2

Ω

Σ∆

(

∂2g03 + ∂3 g02
︸︷︷︸

0

)

−Mar

Σ∆

(

∂2g33 + ∂3 g32
︸︷︷︸

0

)

=
1

2

Ω

Σ∆

(

∂θ

(
2Mar sin2 θ

Σ

))

−Mar

Σ∆

(

∂θ

(
Ω

Σ
sin2 θ

))

= −Mar

Σ∆

sin2 θ

Σ
∂θΩ . (5.42)

Berechnung von Kab

Die Shift-Funktionen und die Metrik der Hyperfläche lassen sich leicht aus gαβ ablesen. Man
bekommt daher die folgenden Ausdrücke

gab = diag

(
Σ

∆
,Σ,

Ω

Σ
sin2 θ

)

⇒ gab = diag

(
∆

Σ
,

1

Σ
,

Σ

Ω sin2 θ

)

Na = diag

(

0, 0,−2Mar sin2 θ

Σ

)

(5.43)

und mit Na = gabNb

Na = diag

(

0, 0,−2Mar

Ω

)

. (5.44)

Daraus berechnet man die Lapse-Funktion.

N2 = NaNa − g00 =

(

1 − 2Mr

Σ

)

+
4M2a2r2 sin2 θ

ΣΩ

=
ΣΩ − 2MrΩ + 4Ma2r2 sin2 θ

ΣΩ
=

Σ∆

Ω
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Die Eichung für N sei hier so gewählt, daß

N =

√

Σ∆

Ω
(5.45)

gilt. Damit sind alle Variablen die zur Berechnung der extrinsischen Krümmung nach der im
Schema angegebenen Formel notwendig sind ermittelt. Man erhält:

Krφ =
(r∂rΩ − Ω)Ma sin2 θ√

Σ3Ω∆
KΘφ =

(∂θΩ)Mar sin2 θ√
Σ3Ω∆

. (5.46)

Die restlichen Komponenten verschwinden.

5.3.2 Berechnung des gewichteten Dreibeins

Die Metrik der Hyperfläche besitzt aufgrund der gewählten Koordinatendarstellung wieder die
vorteilhafte Diagonalgestalt, so daß man ein mögliches Dreibein leicht ablesen kann. So generiert
das Dreibein

er =

√

Σ

∆





1
0
0



 eθ =
√

Σ





0
1
0



 eφ =

√

Ω sin2 θ

Σ





0
0
1



 (5.47)

die Metrik gab. Das Gewicht dieses Dreibeins (also det(eai)) lässt sich einfach nach der Sarrusregel
berechnen. Das gewichtete Dreibein ist deshalb mit

Er =

√

1

Ω sin2 θ





1
0
0



 Eθ =

√

∆

Ω sin2 θ





0
1
0



 Eφ =

√

∆

Σ2





0
0
1



 (5.48)

anzugeben.

5.3.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen

Man benötigt wieder die duale Basis {Θi}. Es gilt:

Θ1 =

√

Σ

∆
dr Θ2 =

√
Σdθ Θ3 =

√

Ω sin2 θ

Σ
dφ, (5.49)

so daß die äußeren Ableitungen dieser Formen durch

dΘ1 = ∂θ

(√

Σ

∆

)

dθ ∧ dr

dΘ2 = ∂r(
√

Σ)dr ∧ dθ

dΘ3 = ∂r

(
√

Ω sin2 θ

Σ

)

dr ∧ dφ+ ∂θ

(
√

Ω sin2 θ

Σ

)

dθ ∧ dφ (5.50)
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anzugeben sind. Das obige Gleichungssystem motiviert die Vereinfachung der darin auftretenden
partiellen Ableitungen. Es ergibt sich:

∂θ

(√

Σ

∆

)

=
1

2

√

∆

Σ
∂θ

(
Σ

∆

)

= − 1√
Σ∆

a2 sin θ cos θ (5.51)

∂r(
√

Σ) =
r√
Σ

(5.52)

∂r

(
√

Ω sin2 θ

Σ

)

=

√

Σ

Ω sin2 θ

1

2
∂r

(
Ω sin2 θ

Σ

)

=

√

Σ

Ω

1

2
∂r

(
Ω

Σ

)

sin θ

=
1

2

√

Σ

Ω

(
∂rΩ

Σ
− Ω

1

Σ2
∂rΣ

)

sin θ =
1

2

√

Σ

Ω

sin θ

Σ2

(

Σ∂rΩ − Ω2r

)

=
1

2

sin θ

Σ
√

ΣΩ

(

Σ∂rΩ − Ω2r

)

(5.53)

∂θ

(
√

Ω sin2 θ

Σ

)

=
1

2

√

Σ

Ω sin2 θ
∂θ

(
Ω sin2 θ

Σ

)

=
1

2

√

Σ

Ω sin2 θ
∂θ

(
2 sin θ cos θΩ

Σ
+

sin2 θ

Σ
∂θΩ − Ω sin2 θ

Σ2
∂θΣ

)

=
1

2Σ2

√

Σ

Ω

(

2ΣΩ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ − Ω(∂θΣ) sin θ

)

=
1

2Σ
√

ΣΩ

(

2ΣΩ cos θ + 2Ωa2(sin2 θ) cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

=
1

2Σ
√

ΣΩ

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

. (5.54)

Für das Gleichungssystem der äußeren Ableitungen folgt deshalb:

dΘ1 = − 1√
Σ∆

a2 sin θ cos θdθ ∧ dr

dΘ2 =
r√
Σ

dr ∧ dθ

dΘ3 =
1

2

sin θ

Σ
√

ΣΩ

(

Σ∂rΩ − Ω2r

)

dr ∧ dφ

+
1

2Σ
√

ΣΩ

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

dθ ∧ dφ . (5.55)

Man braucht von (5.55) wieder die Darstellung in der Basis {Θi}. Wegen der einfachen Struktur
von (5.49) ist dies leicht zu bewerkstelligen. Es ist:

dΘ1 =
1

Σ
√

Σ
a2 sin θ cos θΘ1 ∧ Θ2

dΘ2 =
1

Σ

√

∆

Σ
Θ1 ∧ Θ2

dΘ3 =
1

2

1

ΣΩ

√

∆

Σ

(

Σ∂rΩ − 2rΩ

)

Θ1 ∧ Θ2

+
1

2ΣΩ

1√
Σ sin2 θ

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

Θ2 ∧ Θ3. (5.56)
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Hieraus liest man die in (5.4) eingeführten Variablen ab. Man bekommt:

A1 =
1

Σ
√

Σ
a2 sin θ cos θ

A2 =
1

Σ

√

∆

Σ

B3 =
1

2ΣΩ

1√
Σ sin2 θ

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

C3 =
1

2

1

ΣΩ

√

∆

Σ

(

Σ∂rΩ − 2rΩ

)

. (5.57)

Die Koeffizienten des Spinzusammenhangs zur {Θi}-Basis lassen sich nun durch:

Θω 1
12 = −Θω 2

11 =
1

Σ
√

Σ
a2 sin θ cos θ

Θω 2
21 = −Θω 1

22 = − 1

Σ

√

∆

Σ

Θω 3
31 = −Θω 1

33 = −1

2

1

ΣΩ

√

∆

Σ

(

Σ∂rΩ − 2rΩ

)

Θω 3
32 = −Θω 2

33 = − 1

2ΣΩ

1√
Σ sin2 θ

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

(5.58)

angeben, woraus sich der Spinzusammenhang zu

ω 1
2 =

1

Σ
√

Σ
a2 sin θ cos θΘ1 +

1

Σ

√

∆

Σ
Θ2

ω 3
1 = −1

2

1

ΣΩ

√

∆

Σ

(

Σ∂rΩ − 2rΩ

)

Θ3

ω 3
2 = − 1

2ΣΩ

1√
Σ sin2 θ

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

Θ3 (5.59)

ergibt. Durch Einsetzen der Gleichungen für die Θis erhält man die Koordinatendarstellung des
Spinzusammenhangs:

ω 21
1 = −ω 12

1 =
1

Σ
√

∆
a2 sin θ cos θ

ω 21
2 = −ω 12

2 =
r

Σ

√
∆

ω 13
3 = −ω 31

3 = −1

2

1

Σ2

√

∆ sin2 θ

Ω

(

Σ∂rΩ − 2Ωr

)

ω 23
3 = −ω 32

3 =
1

2

1

Σ2
√

Ω

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

. (5.60)

Bei der Berechnung des Ashtekarzusammenhangs für die Kerr-Lösung muß im Gegensatz zur
Schwarzschild-Lösung die extrinsische Krümmung mit berücksichtigt werden, inbesondere sind
Ausdrücke Ka

i = Kabe
bi zu benutzen. Diese sind nach dieser Gleichung durch

K1
3 =

(r∂rΩ − Ω)Ma sin2 θ

Σ2
√

Ω
K2

3 =
(∂θΩ)Mar sin2 θ√

Ω∆Σ2

K3
1 =

(r∂rΩ − Ω)Ma

Σ
√

Ω2∆

√

sin2 θ K3
2 =

(∂θΩ)Mar
√

sin2 θ

ΣΩ
√

∆
(5.61)
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zu notieren. Um den Ashtekarzusammenhang nach Schema 5.1 zu ermitteln, braucht man noch
die Γi

a. Diese berechnen sich wie gehabt mit Γi
a = − 1

2 ε
i
jkω

jk
a . Man erhält

Γ3
1 =

1

Σ
√

∆
a2 sin θ cos θ Γ3

2 = −
√

∆
r

Σ

Γ2
3 =

√
∆

2

sin θ

Σ2
√

Ω

(

Σ∂rΩ − 2rΩ

)

Γ1
3 = − 1

2Σ2
√

Ω

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

. (5.62)

Insgesamt ergibt sich deshalb für den Zusammenhang:

A1
3 = − 1

2Σ2
√

Ω

(

2ΩΛ cos θ + Σ(∂θΩ) sin θ

)

+β
(r∂rΩ − Ω)Ma sin2 θ

Σ2
√

Ω

A3
1 =

1

Σ
√

∆
a2 sin θ cos θ + β

(r∂rΩ − Ω)Ma

Σ
√

Ω2∆

√

sin2 θ

A2
3 =

√
∆

2

sin θ

Σ2
√

Ω

(

Σ∂rΩ − 2rΩ

)

+β
(∂ΘΩ)Mar sin2 θ√

Ω∆Σ2

A3
2 = −

√
∆r

Σ
+ β

(∂θΩ)Mar
√

sin2 θ

ΣΩ
√

∆
. (5.63)

5.4 Die Robertson-Walker-Metrik

Zur Berechnung der Ashtekarvariablen für die Robertson-Walker-Metrik [Olo02] sei diese hier in
der Form

ds2 = −dt2 +R2(t)

[
dr2

1 − kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]

(5.64)

angegeben, womit von der üblichen Form in umgekehrter Signatur abgewichen wird, da die Kon-
ventionen der vorangegangen Abschnitte beibehalten werden sollen. Für die Shift-Funktionen liest
man Ni = 0 ab, weshalb sich N = 1 für die Lapse-Funktion ergibt.

5.4.1 Berechnung der extrinsischen Krümmung

Die entsprechenden Christoffelsymbole sind durch

Γ0
ab =

1

2
g0γ(∂agbγ + ∂bgaγ − ∂γgab)

=
1

2
g00(∂agb0 + ∂bga0 − ∂0gab)

= −1

2
g00∂0gab (5.65)

gegeben. Bei Nichtverschwinden muss also a = b sein, d.h. für Kab 6= 0 gilt:

Kab =
Ṙ

R
gab, (5.66)

wobei noch verwendet wurde, daß wegen

gαβ = diag

(

−1,
1 − kr2

R2
,

1

R2r2
,

1

R2r2 sin2 θ

)

(5.67)

g00 = −1 ist.
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5.4.2 Berechnung des gewichteten Dreibeins

Durch Nachrechnen zeigt sich leicht, daß

e1 = e1i =

√

R2

1 − kr2





1
0
0



 e2 = e2i = Rr





0
1
0



 e3 = e3i = Rr sin θ





0
0
1



 (5.68)

ein mögliches Dreibein ist. Nach Division durch

det(eai) =

√

1

1 − kr2
R3r2 sin θ (5.69)

erhält man das zugehörige gewichtete Dreibein.

5.4.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen und der Krümmung

Mit dem Dreibein berechnet sich die duale Basis zu:

Θ1 =

√

R2

1 − kr2
dr Θ2 = Rrdθ Θ3 = Rr sin θdφ . (5.70)

Die äußere Ableitung ist dann mit

dΘ1 = 0

dΘ2 = Rdr ∧ dθ =

√
1 − kr2

Rr
Θ1 ∧ Θ2

dΘ3 = R sin θdr ∧ dφ+Rr cos θdθ ∧ dφ

=
1

r

√

1 − kr2

R2
Θ1 ∧ Θ3 +

cos θ

Rr sin θ
Θ2 ∧ Θ3 (5.71)

zu notieren. Hieraus liest man die benötigten Koeffizienten ab. Man erhält:

A2 =
1

Rr

√

1 − kr2 B3 =
cos θ

Rr sin θ
C3 =

1

r

√

1 − kr2

R2
. (5.72)

Die Koeffizienten des Spinzusammenhangs ergeben sich deshalb zu

Θω 2
21 = − 1

Rr

√

1 − kr2 Θω 3
31 = −1

r

√

1 − kr2

R2
Θω 3

32 = − cos θ

Rr sin θ
, (5.73)

so daß man für diesen

ω 2
1 = − 1

Rr

√

1 − kr2Θ2 ω 3
1 = −1

r

√

1 − kr2

R2
Θ3 ω 3

2 = − cos θ

Rr sin θ
Θ3 (5.74)

in der Theta-Basis erhält. Hieraus lassen sich wieder die Spinkoeffizienten in der Koordinaten-Basis
zu

ω 2
21 = −

√

1 − kr2 ω 3
31 = −

√

1 − kr2 sin θ ω 3
32 = − cos θ (5.75)

ablesen. Im nächsten Schritt berechnet man die Γi
a und erhält:

Γ1
3 = cos θ Γ2

3 = −
√

1 − kr2 sin θ Γ3
2 =

√

1 − kr2 (5.76)

Um schließlich die Komponenten des Ashtekarzusammenhangs auszudrücken benötigt man noch
die Komponenten Ki

a der extrinsischen Krümmung mit einem internen Index. Hierzu sei an die
Formel Ki

a = ebiKab erinnert. Man bekommt

Ki
a =

Ṙ

R
ei
a (5.77)
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beziehungsweise

Ki
a = diag

(

− Ṙ√
1 − kr2

,−Ṙr,−Ṙr sin θ

)

(5.78)

in expliziter Form als Lösung, so daß sich für den Ashtekarzusammenhang

A1
1 = −β Ṙ√

1 − kr2
A2

2 = −βṘr A3
3 = −βrṘ sin θ

A3
2 =

√

1 − kr2 A2
3 = −

√

1 − kr2 sin θ A1
3 = cos θ (5.79)

ergibt. Für die Krümmung schreibt man den Zusammenhang wieder als

A = −β Ṙ√
1 − kr2

dr ⊗ ε1 − βṘrdθ ⊗ ε2 − βṘr sin θdφ⊗ ε3

+
√

1 − kr2dθ ⊗ ε3 −
√

1 − kr2 sin θdφ⊗ ε2 + cos θdφ⊗ ε1 (5.80)

und berechnet

dA = −βṘdr ∧ dθ ⊗ ε2 − βṘ sin θdr ∧ dφ⊗ ε3 − βṘr cos θdθ ∧ dφ⊗ ε3

− 1√
1 − kr2

krdr ∧ dθ ⊗ ε3 −
1√

1 − kr2
kr sin θdr ∧ dφ⊗ ε2

−
√

1 − kr2 cos θdθ ∧ dφ⊗ ε2 − sin θdθ ∧ dφ⊗ ε1 (5.81)

A ∧A =
β2Ṙ2r√
1 − kr2

dr ∧ dθ ⊗ [ε1, ε2] +
β2Ṙ2r sin θ√

1 − kr2
dr ∧ dφ⊗ [ε1, ε3] − βṘdr ∧ dθ ⊗ [ε1, ε2]

+β2Ṙ2r2 sin θdθ ∧ dφ⊗ [ε2, ε3] − βṘr cos θdθ ∧ dφ⊗ [ε2, ε1] + βṘ sin θ ⊗ [ε1, ε2]

−|1 − kr2| sin θdθ ∧ dφ⊗ [ε3, ε2] +
√

1 − kr2 cos θdθ ∧ dφ⊗ [ε3, ε1], (5.82)

womit sich schließlich

F =
r√

1 − kr2

(

β2Ṙ+ k

)

dr ∧ dθ ⊗ ε3 +

(

β2Ṙ2 − k

)
r sin θ√
1 − kr2

dr ∧ dφ⊗ ε2

+(β2Ṙ2r2 + |1 − kr2| − 1) sin θdθ ∧ dφ⊗ ε1 (5.83)

ergibt.

5.5 Die Ashtekarvariablen für die linearisierte Theorie

In der linearisierten Theorie setzt man eine Metrik an, die nur wenig von der des flachen Raumes
abweicht:

gαβ = ηαβ + hαβ , hαβ � 1, (5.84)

d.h. Terme, welche nichtlinear in der Ordnung h oder den Ableitungen von h sind, werden ge-
genüber linearen Termen in h vernachlässigt (siehe [Ste88]).

5.5.1 Berechnung der extrinsischen Krümmung

Zur Berechnung der extrinsischen Krümmung benötigt man die inverse Metrik gαβ . Dazu setzen
wir gαβ = ηαβ − h̄αβ an, wobei h̄αβ noch näher bestimmt werden muß. Es folgt:

δγ
α = gγβgαβ = (ηαβ + hαβ)(ηγβ − h̄γβ) = δγ

α − ηαβ h̄
γβ + hαβη

γβ − hαβ h̄
γβ , (5.85)
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d.h. die letzten 3 Terme müssen verschwinden. Nehmen wir mal für einen Moment an wir hätten
h̄ so gewählt, daß der letzte Term von quadratischer Ordnung wäre, dann müßten nur noch die
beiden gemischten Terme verschwinden. Es ist jetzt

ηαβ h̄
γβ = hαβη

γβ | · ηαδ

⇔ h̄γδ = ηαδhαβη
γβ (5.86)

zu schlußfolgern. Wie man feststellt, ist h̄ von der Ordnung h, so daß unsere Bedingung, der letzte
Term in (5.85) sei von quadratischer Ordnung erfüllt ist. Im nächsten Schritt ist es möglich, die
Christoffelsymbole der Form Γ0

ab zu bestimmen. Man erhält:

Γ0
ab =

1

2
g0γ

(

∂agγb + ∂bgγa − ∂γgab

)

=
1

2
gaγ

(

∂ahγb + ∂bhγa − ∂γhab

)

=
1

2
η0γ

(

∂ahγb + ∂bhγa − ∂γhab

)

+O(h2)

≈ −1

2

(

∂ah0b + ∂bh0a − ∂0hab

)

. (5.87)

Für die räumliche Metrik gilt qab = δab + hab, so daß man qab = δab − δachcdδ
db folgern kann.

Da nun Na wegen Na = g0a = h0a von der Ordnung h ist, ist NaNa mit Na = qabNb von der
Ordnung h2. Für die Berechnung der Lapse-Funktion gilt deshalb:

g00 = −N2 +NaNa ≈ −N2

⇒ N =
√

1 − h00 ≈ 1 − 1

2
h00 . (5.88)

Die extrinsische Krümmung läßt sich somit durch:

Kab = NΓ0
ab =

(

1 − 1

2
h00

)

Γ0
ab = Γ0

ab + O(h2) ≈ Γ0
ab (5.89)

angeben.

5.5.2 Berechnung des inversen Dreibeins

Es ist ηik = δik. Für das Dreibein muß bekanntermaßen

eaie
i
b = eaiebi = gab (5.90)

gelten. Deshalb setzt man eai = δb
i (δab + 1

2hab) an (das Dreibein ist natürlich nicht eindeutig
festgelegt) und zeigt zum Beweis (5.90).

eaie
i
b = δc

i

(

δac +
1

2
hac

)

δdi

(

δbd +
1

2
hbd

)

= δcd

(

δac +
1

2
hac

)(

δbd +
1

2
hbd

)

= δcd

(

δacδbd +
1

2
hacδbd +

1

2
δachbd +

1

4
hachbd

)

= δab +
1

2
hab +

1

2
hba + O(h2) = δab + hab = gab . (5.91)

Das inverse Dreibein ist durch eci = (δab− 1
2hab)δ

acδbi gegeben, wie man durch Nachrechnen leicht
zeigt. Des weiteren ist die Determinante für kleine X durch det(1 +X) ≈ 1 + tr(X) zu nähern, so
daß man insgesamt für das gewichtete Dreibein

Ea
i =

(

δa
i − 1

2
δbahbcδ

c
i

)(

1 + tr(hab)

)

(5.92)

erhält. Achtung im folgenden werden wir mit trh die Spur von h ohne die h00-Komponente be-
zeichnen.
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5.5.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen und der Krümmung

Zur Bestimmung der ω soll hier erstmals die Formel

ω ik
a = −ebk∂ae

i
b

︸ ︷︷ ︸

À

+ ebk Γc
ab

︸︷︷︸

Á

ei
c

︸ ︷︷ ︸

Â

(5.93)

angewendet werden, wobei die Vorgehensweise mit den entsprechenden Zahlen in der obigen Glei-
chung markiert worden ist. Es gilt:

À

−ebk∂ae
i
b = −

(

δa′b′ −
1

2
ha′b′

)

δa′bδb′k∂a

(

δei

(

δbe +
1

2
hbe

))

= −
(

δa′b′ −
1

2
hab′

)

δa′bδb′kδei 1

2
∂ahbe = −δa′b′δ

a′bδb′kδei 1

2
∂ahbe + O(h2)

≈ −1

2
δbkδei∂ahbe (5.94)

Á

Γc
ab =

1

2
gcα

(

∂agαb + ∂bgαa − ∂αgab

)

=
1

2
gcα

(

∂ahαb + ∂bhαa − ∂αhab

)

≈ 1

2
δcα

(

∂ahαb + ∂bhαa − ∂αhab

)

(5.95)

Â

ebkΓc
abe

i
c =

(

δa′b′ −
1

2
ha′b′

)

δa′bδb′k 1

2

(

∂ahαb + ∂bhaα − ∂αhab

)

δcαδei

(

δce +
1

2
hce

)

= δa′b′δ
a′bδb′k 1

2

(

∂ahαb + ∂bhαa − ∂αhab

)

δcαδeiδce + O(h2) + O(h3)

≈ 1

2
δbkδdi

(

∂ahdb + ∂bhda − ∂dhab

)

. (5.96)

Insgesamt ergibt sich damit ω zu:

ω ik
a = −1

2
δbkδdi∂ahbd +

1

2
δbkδdi

(

∂ahbd + ∂bhda − ∂dhab

)

=
1

2
δbkδdi

(

∂bhda − ∂dhab

)

. (5.97)

Des weiteren lassen sich nun die Zusammenhangskomponenten der Form Γi
a berechnen. Man erhält:

Γj
a = −1

2
εjikω

ik
a = −1

4
εjikδ

bkδdi

(

∂bhda − ∂dhab

)

= −1

4
εjdb

(

∂bhda − ∂dhab

)

=
1

2
εjbd∂bhda . (5.98)

Zur Angabe des Ashtekarzusammenhangs benötigen wir abschließend noch die extrinsische Krümmung
in der Ki

a-Darstellung. Da Kab von der Ordnung h ist, gilt

Ki
a = ebiKab = δbiKab = δbiΓ0

ab, (5.99)
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so daß der Ashtekarzusammenhang durch

A = Ai
adxa ⊗ εi

=

(
1

2
εibd∂bhda − β

2

(

∂ah0b + ∂bh0a − ∂0hab

)

δbi

)

dxa ⊗ εi (5.100)

gegeben ist. Wir berechnen die Krümmung des Zusammenhangs. dA ist durch:

dA =

(
1

2
εibd∂c∂bhda − β

2

(

∂c∂ah0b + ∂c∂bh0a − ∂c∂0hab

)

δbi

)

dxc ∧ dxa ⊗ εi

=

(
1

2
εibd∂c∂bhda − β

2

(

∂c∂bh0a − ∂c∂0hab

)

δbi

)

dxc ∧ dxa ⊗ εi (5.101)

gegeben und von der Ordnung h. Da A von der Ordnung h ist, muß A∧A ∼ O(h2) sein, weshalb
F = dA gilt. Für die Komponenten von F erhält man:

F i
ca =

1

2

(

εibd∂b∂[cha]d − β

(

∂b∂[cha]0 − ∂0∂[cha]b

)

δbi

)

. (5.102)

5.5.4 Berechnung der Zwangsbedingungen für die linearisierte Theorie

Es liegt die Vermutung nahe, daß die eingebrachte Näherungsmethode für die Metrik eine Verein-
fachung der Zwangsbedingungen zur Folge hat. Aus diesem Grund sollen hier die Zwangsbedin-
gungen mit den Lösungen aus dem vorangegangenen Kapitel berechnet werden.

Berechnung des Gauß-Constraints

Als erster Schritt soll der Gauß-Constraint berechnet werden. Dieser hat die Form

Gj = ∂c
(β)Ec

j
︸ ︷︷ ︸

À

+ εjlk
(β)Al

c
(β)Eck

︸ ︷︷ ︸

Á

, (5.103)

wobei in der obigen Formel wieder die Vorgehensweise bei der Berechnung der einzelnen Terme
markiert worden ist. Man erhält:

À

∂c
(β)Ec

j =
1

β
∂c

(

δc
j −

1

2
δachbaδ

b
j + δc

jtrh− 1

2
δbchbaδ

a
j trh

)

≈ 1

β

(

δc
j∂c(trh) −

1

2
δac(∂chba)δb

j

)

∼ O(h) (5.104)

Á

(β)Al
c

(β)Eck ≈ 1

β
(β)Al

cδ
ck

⇒ εjlk
(β)Al

c
(β)Eck ≈ 1

β
ε c
jl

(β)Al
c =

1

2β
εlbdε c

jl ∂bhdc −
1

2
ε c
jl δ

lb

(

∂ch0b + ∂bh0c − ∂0hbc

)

= − 1

2β
εlbdε c

lj ∂bhdc = − 1

2β

(

δb
jδ

dc − δbcδd
j

)

∂bhdc

= − 1

2β

(

δb
j∂btr(h) − δbc∂bhdcδ

d
j

)

. (5.105)

Insgesamt erhält man für den Gauß-Constraint:

Gj =
1

2β
δb
j∂btrh . (5.106)
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Berechnung des Diffeomorphismen-Constraints

Im zweiten Schritt betrachten wir den Diffeomorphismen-Constraint. Da F von der Ordnung h
ist, ist

Ha = (β)F j
ab

(β)Eb
j ≈ (β)F j

abδ
b
j

1

β

=
1

2β
δb
j

(

εjcd∂c∂[ahb]d − β(+∂c∂[ahb]0 − ∂0∂[ahb]c)δ
cj

)

= −1

2
δbc

(

∂c∂[ahb]0 − ∂0∂[ahb]c

)

. (5.107)

Berechnung des Hamilton-Constraints

Bevor wir den Hamilton-Constraint berechnen soll nochmal an dessen Form erinnert werden. Es
gilt:

H =
1√
q

(

β2 (β)F j
ab εjkl

(β)Eak (β)Ebl

︸ ︷︷ ︸

À
︸ ︷︷ ︸

Á

+ (1 + β2)

(

(β)Eb
[i

(β)Ec
h]

(β)Kh
b

(β)Ki
c

)

︸ ︷︷ ︸

Â

)

. (5.108)

Wir bemerken, daß in Â die extrinsische Krümmung auftaucht. Diese ist von der Ordnung h,
weshalb Â mindestens von der Ordnung h2 sein muß. Des weiteren zeigt eine Berechnung von Term
À, daß dieser Terme der Ordnung 1 beinhaltet. F ist von der Ordnung h und der gesamte Term
Á somit ebenfalls von h-ter Ordnung. Der Term Â kann also gegenüber Term Á vernachlässigt
werden. Wir untermauern die eben getätigten Aussagen durch die konkrete Berechnung von À
und Á. Für À erhält man

εjkl
(β)EakEbl =

1

β2
εjkl

(

1 + trh

)2(

δak − 1

2
δachcdδ

dk

)(

δbl − 1

2
δbehefδ

fl

)

≈ 1

β2
εjkl

(

1 + 2trh

)(

δakδbl − 1

2
δblδachcdδ

dk − 1

2
δakδbehefδ

fl

)

(5.109)

und schließlich für Á

β2 (β)F j
ab

︸ ︷︷ ︸

∼O(h)

εjkl
(β)Eak (β)Ebl ≈ (β)F j

abε
ab

j . (5.110)

Vereinfacht man 5.110 weiter, so ergibt sich

(β)F j
abε

ab
j = (β)F j

caε
ca

j = ε ca
i

1

2

(

εibd∂b∂[cha]d − β

(

∂b∂[cha]0 − ∂0∂[cha]b

)

δbi

)

=
1

2
ε ca
i εibd∂b∂[cha]d =

1

2

(

δcbδad − δcdδab

)(

∂b∂chad − ∂b∂ahcd

)

=
1

2

(

δcb∂b∂ctrh− δcdδab∂b∂chad − δbcδad∂b∂ahcd + δab∂a∂btrh

)

= δab∂a∂btrh− δcdδab∂b∂chad . (5.111)

Insgesamt ist der Hamilton-Constraints also mit

H = − 1√
q
δcdδab∂b∂chad (5.112)

anzugeben, wobei der erste Term in (5.111) wegen seiner Abhängigkeit zum Gauss-Constraint
weggelassen wurde. Die genäherten Constraints finden sich in der entsprechenden Form unter
anderen in [ARS91].
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5.5.5 Die Ashtekarvariablen für Gravitationswellen

Nach [Ste88] gilt: Gravitationswellen breiten sich mit Lichtgeschwindigkeit aus. Sie sind transversal
und besitzen zwei Freiheitsgrade der Polarisation. In geeigneten Koordinaten haben sie die Metrik
(siehe [Ste88];c = 1):

ds2 = (1 + fxx)dx2 + 2fxydxdy + (1 − fxx)dy2 + dz2 − dt2 (5.113)

mit

fxx = axx cos(ωz − ωt+ φ), fxy = axy cos(ωz − ωt+ ψ) . (5.114)

Mit den Formeln (5.100) und (5.92) lassen sich die zugehörigen Ashtekarvariablen berechnen. Als
Ergebnis erhält man mit tr(hab) = 0

E = Ea
i ∂a ⊗ εi =

(

1 − 1

2
fxx

)

∂x ⊗ ε1 +
1

2
fxy∂y ⊗ ε2 +

1

2
fxy∂x ⊗ ε2 +

(

1 +
1

2
fxx

)

∂y ⊗ ε2 + ∂z ⊗ ε3 (5.115)

für das gewichtete Dreibein und

A =
1

2

(

gyx − βgxx

)

dx⊗ ε1 −
1

2

(

gxy − βgxx

)

dy ⊗ ε2

−1

2

(

gxx + βgxy

)

dy ⊗ ε1 +
1

2

(

gxx + βgxy

)

dx⊗ ε2, (5.116)

wobei

gxx := axxω sin(ωz − ωt+ φ) = ∂tfxx (5.117)

gyy := axyω sin(ωz − ωt+ ψ) = ∂tfxy (5.118)

gesetzt wurde.

69



Literaturverzeichnis

[ABCK98] Ashtekar, A., J. Baez, A. Corichi und Kirill Krasnov: Quantum geometry and
black hole entropy. Phys. Rev. Lett., 80:904–907, 1998.

[ABK00] Ashtekar, A., John C. Baez und Kirill Krasnov: Quantum geometry of isolated
horizons and black hole entropy. Adv. Theor. Math. Phys., 4:1–94, 2000.

[ADM62] Arnowitt, R., S. Deser und C. W. Misner: The dynamics of general relativity.
1962.

[ARS91] Ashtekar, Abhay, Carlo Rovelli und Lee Smolin: Gravitons and loops. Phys.
Rev., D44:1740–1755, 1991.

[Ash] Ashtekar, A.: Lectures on nonperturbative canonical gravity. Singapore, Singapore:
World Scientific (1991) 334 p. (Advanced series in astrophysics and cosmology, 6).

[Ash86] Ashtekar, A.: New Variables for Classical and Quantum Gravity. Phys. Rev. Lett.,
57:2244–2247, 1986.

[Ash87] Ashtekar, A.: New Hamiltonian formulation of general relativity. Phys. Rev. D,
36:1587–1602, September 1987.

[Bar95a] Barbero, J. Fernando: Real Ashtekar variables for Lorentzian signature space times.
Phys. Rev., D51:5507–5510, 1995.

[Bar95b] Barbero, J. Fernando: Reality conditions and Ashtekar variables: A Different per-
spective. Phys. Rev., D51:5498–5506, 1995.

[BM] Baez, J. and J. P. Muniain: Gauge fields, knots and gravity. Singapore, Singapore:
World Scientific (1994) 465 p. (Series on knots and everything, 4).
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