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Kapitel 1
Einleitung

,, Gleichwohl miifiten die Atome zufolge der inneratomischen Elektronenbewegung nicht
nur elektromagnetische, sondern auch Gravitationsenergie ausstrahlen, wenn auch in
winzigem Betrage. Da dies in Wahrheit in der Natur nicht zutreffen diirfte, so scheint
es, daf$ die Quantentheorie nicht nur die Maxwellsche Elektrodynamik, sondern auch
die neue Gravitationstheorie wird modifizieren miissen.”

Albert Einstein 1916, [Ein16]

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel ,Die Geometrie der Ashtekarvariablen“ beschéftigt sich
mit den klassischen Aspekten einer Theorie, deren Entwicklung durch Uberlegungen initiiert wur-
de, die dem obigen Zitat entsprechen. Die Theorie, deren Grundlage die Ashtekarvariablen sind,
wird als Schleifenquantengravitation (engl. loop quantum gravity) bezeichnet. Allgemein haben
Theorien der Quantengravitation (QG) die Vereinigung der beiden wichtigsten Theorien des 20.
Jahrhunderts zum Ziel, ndmlich der Quantentheorie und der allgemeinen Relativitétstheorie.

Die Quantentheorie ist dabei in der Lage, alle Grundkrifte der Natur, aufler der Gravitionskraft,
im sogenannten Standardmodell SU(3) x SU(2) x U(1) zu beschreiben. Die Quantentheorie nutzt
dazu einen fixen, d.h. nicht-dynamischen, Hintergrund der Raumzeit. Sie sagt voraus, dafl die
betrachteten physikalischen Gréflen quantisierte Werte annehmen. Die dynamische Entwicklung
dieser Grofen ist nicht-determinitisch.

Die allgemeine Relativitétstheorie (ART) beschreibt hingegen die vierte Grundkraft — die Gravi-
tationkraft — als Eigenschaft der Raumzeit. Das zentrale Objekt hierbei ist die Metrik, welche als
glatt angenommen wird. Des weiteren beschreibt die ART ein streng deterministisches Verhalten
der von ihr betrachteten Objekte.

Man kann sich nun die Frage nach der Motivation zur Vereinigung dieser beiden Theorien stellen.
Dazu a8t sich zunéichst bemerken, dafl der Erfolg der Physik als Wissenschaft sich unter anderem
darauf griindet, daf es gelungen ist, die Vielzahl der physikalischen Gesetze mit immer einfacheren,
immer grundlegenderen Regeln zu beschreiben. Hierfiir benttigt man eine immer abstraktere Ma-
thematik. Dadurch ist es moglich, mit immer weniger Aussagen die entsprechenden physikalischen
Systeme immer umfassender zu charakterisieren. Des weiteren hat sich gezeigt, dal Verallgemei-
nerungen der Naturgesetze in der Regel zu neuen tieferliegenden Erkenntnissen fiihren.

Eine Theorie der QG liefert moglicherweise Antworten auf das physikalische Verhalten der Raum-
zeit in der Nihe von Singularitéten (z. B. Schwarze Locher oder der Kosmos fiir Zeiten nahe ¢t = 0),
welche von der ART vorausgesagt werden. Wie wichtig diese Fragestellung ist, erkennt man schon
daran, dafl die Existenz dieser Objekte, gerade wegen deren ungewdohnlichen Verhaltens, noch
lange nach deren theoretischer Beschreibung bezweifelt wurde. Mittlerweile gilt es jedoch als gesi-
chert, dafl mit Sagittarius A* im Zentrum unserer Milchstrafle ein supermassives Schwarzes Loch
existiert.

Eine weitere wichtige Frage ist, bei welchen physikalischen Skalen die QG eine Rolle spielen kénn-
te. Max Planck zeigte bereits 1899, daf} die fundamentalen Naturkonstanten Lichtgeschwindigkeit



¢, Gravitationskonstante G und Plancksches Wirkungsquantum 7 sich eindeutig zu einer Grofie
L, (heutzutage als Planck-Lénge bezeichnet) mit der Dimension einer Linge kombinieren lassen.
Er erhielt

L,:= % ~1,62x 107 cm . (1.1)
Dies entspricht einer Energie von etwa 1,2 x 10'® GeV . Von einer Theorie der Quantengravitation
wird erwartet, dafl diese erst ab einer Energie dieser Groéflenordnung fiir physikalische Prozesse
eine Rolle spielen wird. Ein moderner Beschleuniger wie der LHC (Large Hadron Collider) am
CERN, welcher 2007 in Betrieb genommen wird, um unter anderem Teilchen nachzuweisen, die
von der Theorie der Supersymmetrie vorausgesagt werden, arbeitet hingegen lediglich bei einer
Energie von 100 GeV bis 1 TeV. Das ist der Bereich des heute Machbaren und verdeutlicht somit
das Dilemma der QG, ndmlich den Mangel an experimentellen Daten. Man ist somit gezwungen,
die Untersuchung der QG auf semiklassische Phanomene zu stiitzen. Ein wichtiges Resultat ist
dabei die 1974 von Hawking beschriebene Strahlung Schwarzer Locher [Haw75]. Hawking zeigte,
dafl ein Schwarzes Loch der Masse M das Spektrum der Strahlung eines Schwarzen Korpers mit
der Temperatur

he3
T = ———— 1.2
8rkGM (1.2)
emittiert. Diese Betrachtungen fallen in den Bereich der Quantentheorie gekriimmter Raumzei-
ten. Mit dem Ergebnis von Hawking war es moglich, die Entropie Schwarzer Locher (Bekenstein-
Hawking-Entropie) statistisch zu deuten. Fiir die Schwarzschild-Losung betrigt diese Entropie:

1 c?

S = 1% GA, (1.3)
wobei A die Fliache des Schwarzschild-Horizontes ist. Fiir gingige Theorien der QG versucht man
nun, dieses Ergebnis zu reproduzieren. Als mogliche Ansétze einer Quantengravitionstheorie seien
hier die Stringtheorie und die, fiir diese Diplomarbeit mafigebende, Schleifenquantengravitation
genannt. In beiden Theorien konnte (unter jeweils speziellen Annahmen) die Bekenstein-Hawking-
Entropie hergeleitet werden.

Die Stringtheorie ist eine, von der Hochenergie- und Elementarteilchenphysik geprigte, Herange-
hensweise an das Problem der QG. Grundlage dieses Ansatzes ist die Storungstheorie iiber einer
fixen Hintergrundmetrik. Bis heute ist jedoch unklar, ob diese Betrachtungsweise ausreicht, um
die Quantenstruktur der Raumszeit korrekt zu beschreiben. Die Stringtheorie hat weiterhin den
Anspruch, sowohl die Gravitation, die anderen Grundkréifte, als auch die Materie in einer Theorie
zu vereinen. Es hat sich allerdings gezeigt, dafl diese Theorie fiir verschiedene Modelle nur kon-
sistent ist, wenn entweder 10 oder 26 Dimensionen zur Beschreibung herangezogen werden. Fiir
die Stringtheorie konnte, wie oben angesprochen, die Bekenstein-Hawking-Entropie fiir extremale
Schwarze Locher erfolgreich hergeleitet werden [Mal96, SV96).

FEine weitere, eher von den Relativisten bevorzugte, Herangehensweise ist die der Schleifenquan-
tengravitation (SQG). Als Voraussetzung nimmt man an, dafi es mdoglich ist, die ART fiir das
Vakuum (ohne Betrachtung der anderen Wechselwirkungen mit Materie) zu quantisieren. Im Ge-
gensatz zur Stringtheorie ist die SQG eine hintergrundfreie, nicht-pertubative Feldtheorie. Die
Dimension der Raumzeit ist dabei auf 4 begrenzt. Die Gravitation wird in ihrer Hamiltonschen
Form ! quantisiert, statt der Einsteinschen Feldgleichungen sind eine Reihe von Zwangsbedingun-
gen gegeben, welche man versucht, nach der Diracschen Quantisierungsregel zu quantisieren.

Die Anfiange dieser kanonischen Quantisierung liegen in den frithen 50er Jahren und gehen auf
Arbeiten von Bergmann und Dirac zuriick. Dort wurde die allgemeine Hamiltonsche Theorie fiir
Systeme mit Zwangsbedingungen herausgearbeitet, auf welche die heutige Einteilung von Zwangs-
bedingungen beliebiger Ordnung in erste und zweite Art zuriick geht. Dirac gelang es dann, die

1 Aus diesem Grund wird dieser Ansatz auch als kanonischer Ansatz bezeichnet.



Hamiltonsche Struktur der ART zu entschliisseln [Dir58]. Durch die Ergebnisse von Dirac konnten
1961 Arnowitt, Deser und Misner in zweckméfligen Variablen eine einfache Hamiltonsche For-
mulierung der ART angeben [ADMG62]. Diese Version wird heute auch als ADM-Formulierung
der Gravition bezeichnet. Diese Grundlage ermoglichte es DeWitt 1967, die spéter nach ihm und
Wheeler benannte Wheeler-DeWitt Gleichung

Hy(q) = 0 (1.4)

anzugeben [Dew67]. H ist dabei der zur Hamiltonfunktion der Gravitation zugehérige Hamilton-
operator und ¢ € L?(Met(X)) eine L2-Funktion auf dem Raum aller Riemannschen Metriken auf
der Hyperfliche ¥ (dieser Raum wird im Englischen auch als superspace bezeichnet). Losungen
dieser Gleichung waren lange Zeit unbekannt.

Ein weiterer Schritt auf dem Weg zu einer kanonischen Formulierung der QG war ein Beweis des
Positive-Energie-Theorems [Wit81]. Inspiriert durch diese Arbeit, versffentlichte Sen eine Reihe
von Publikationen [Sen81, Sen82a, Sen82b|, die es Ashtekar schliellich ermdglichten, eine neue
kanonische Formulierung der Gravitation aufzustellen [Ash86, Ash87]. Die kanonischen Variablen
waren ein gewichtetes Dreibein und ein Zusammenhang auf den durch die ADM-Zerlegung erhal-
tenen Hyperflichen der Raumzeit. Statt der Einsteinschen Feldgleichungen erhielt Ashtekar da-
bei drei Zwangsbedingungen: die Hamilton-, Diffeomorphismen- und Gaufische Zwangsbedingung,
welche wir in Anlehnung an die englische Literatur im spéteren auch als Constraints bezeichnen
werden.

Vorteil dieser neuen Darstellung war zunichst die formelle Ahnlichkeit zur Yang-Mills-Theorie,
welche bekanntermaflen zur Beschreibung des Standardmodells herangezogen wird. Eine Zielstel-
lung dieser Diplomarbeit war, ausgehend von den Einsteinschen Feldgleichungen, die Ashtekarva-
riablen herzuleiten. Dabei wurde eine etwas modernere Form gew&hlt, welche im Gegensatz zur
Originalarbeit [Ash86] noch einen zusétzlichen Parameter § enthilt, den sogenannten Barbero-
Immirzi-Parameter [Imm97]. In der Arbeit von Ashtekar ist § = 4. Diese Wahl fiihrt zu einer
erheblichen Vereinfachung der Zwangsbedingungen und wurde anfangs als zweiter entscheiden-
der Vorteil der durch Ashtekar eingefiihrten Variablen angesehen. Damit 3 = ¢ gesetzt werden
konnte, mufite man auf eine Formulierung der ART mit komplexen Grofien zuriickgreifen, was die
Einfithrung von Realitdtsbedingungen nach sich zog. Im weiteren Verlauf war man tatséchlich in
der Lage, einzelne Losungen fiir die (1.4) entsprechenden Zwangsbedingungen zu konstruieren.
Der Nachteil dieser Betrachtungen war jedoch, dafl man durch die Komplexifizierung der ART
als Eichgruppe die SL(2,C) erhielt, d.h. eine nichtkompakte Gruppe. Dies fithrte zu erheblichen
Schwierigkeiten bei der Implementierung der Realitéitsbedingungen. Aus diesem Grund betrach-
tete Barbero die Ashtekarvariablen fiir reelle Werte von 3 [Bar95a, Bar95b]. Es zeigte sich, dafl
die Zwangbedingungen dabei eine kompliziertere, nicht-polynomiale Form annehmen. Ungeachtet
dieser Schwierigkeiten wird heutzutage die reelle Form der Ashtekarvariablen favorisiert. Zur Zeit
ist noch unklar, ob dieser Ansatz zum Erfolg fiihrt.

Wie in der Stringtheorie wurde auch in der Theorie der Schleifenquantengravitation versucht, die
Bekenstein-Hawking Entropie Schwarzer Locher herzuleiten [Kra98, ABCK98, Rov96, ABKO00]. Es
zeigte sich, daf} dieses Unterfangen nur fiir einen bestimmten Wert von 3, namlich fir § ~ 0, 2375
[Mei04, DLO04], zum Erfolg fiihrt. Man sieht hierin eine Moglichkeit, den Wert von g fiir die Schlei-
fenquantengravitation einfach festzulegen. Die exponierte Rolle des Barbero-Immirzi-Parameters,
der auf klassischem Niveau keine physikalische Relevanz besitzt, ist ein Kritikpunkt an der Schlei-
fenquantengravition, der von Anhéngern konkurrierender Theorien der QG vorgebracht wird.

Man kann nun hoffen, dafl eine bessere mathematische Durchdringung einer Theorie zu neuen Er-
kenntnissen fiihrt; deshalb beschiftigt sich die vorliegende Arbeit, wie schon angedeutet, zu einem
Teil mit der Herleitung der Hamiltonschen Formulierung der Gravitation mit Ashtekarvariablen.
Die Herleitung soll dabei auf der Basis von Vierbeinen (spéter geht man zu Dreibeinen iiber)
vollzogen werden. Dazu wird in Kapitel 2 der Vierbeinkalkiil eingefiihrt. Kapitel 2.4 behandelt ge-
wichtete Grofien und induzierte Zusammenhénge sowie eine Formel, die aus der Cramerschen Regel
folgt. Nach diesen Vorbetrachtungen wird in Kapitel 3 die Hamiltonsche Form der Gravitation im
Dreibeinkalkiil formuliert. Dabei wird den Betrachtungen von Peldén [Pel94] gefolgt, welche durch



detaillierte Rechnungen ergéinzt werden. Als Ergebnis erhélt ein System von Zwangsbedingungen
fiir die Dreibeine e,; und dazugehorigen Impulse 7%, welche die kanonischen Variablen bilden.
Kapitel 4 fithrt schliellich die Ashtekarvariablen mit Hilfe zweier kanonischer Transformationen
ein. Nach der ersten Transformation in Kapitel 4.1 erhélt man dabei die extrinsische Kriimmung
K! und das gewichtete Dreibein Ej als kanonische Variablen. Diese Transformation stellt eine
Verbindung zur Arbeit [Thi01] von Thiemann her. Die zweite Transformation in Kapitel 4.3 fiithrt
wieder auf das gewichtete Dreibein; statt der extrinsischen Kriimmung erhélt man jedoch den
Ashtekarzusammenhang (also insgesamt die Ashtekarvariablen). Fiir jeden Transformationsschritt
wird in den Kapitel 4.2 und 4.4 die Invarianz der Poissonklammern nachgewiesen. In [Thi01] offen-
gelassene Rechnungen werden abermals ergénzt. Kapitel 5 beginnt mit einem einfachen Schema,
welches die Berechnung der Ashtekarvariablen bei vorgegebener Metrik erlaubt. Das Schema wird
auf die Schwarzschild-Metrik, die Kerr-Metrik sowie die Robertson-Walker-Metrik angewendet.
Fiir die Schwarzschild-Metrik konnten die Ergebnisse von Soo und Chang [CS92] verifiziert wer-
den. Die Ashtekarvariablen fiir die Kerr-Metrik scheinen hingegen noch nicht publiziert worden
zu sein. Zuletzt werden noch in Kapitel 5.5 die Ashtekarvariablen fiir die linearisierte Gravitation
betrachtet. Es zeigt sich, dafl in dieser Naherung der nicht-polynomiale Anteil der Hamiltonschen
Zwangsbedingung verschwindet [ARS91].

Die dargestellten Herleitungen erlauben, weitere, noch offene Fragestellungen zu behandeln. So
ist es moglich, mit dem eingefiihrten Schema stérungstheoretische Betrachtungen durchzufiihren,
wie dies im Kapitel 5.5 fiir die linearisierte Gravitation schon geschehen ist. Es wére zum Beispiel
interessant, die Form der Zwangsbedingungen fiir den Fall der Stérung einer beliebigen Hinter-
grundmetrik zu betrachten. Die Darstellungen erlauben ebenfalls, das Transformationsverhalten
der Ashtekarvariablen unter beliebigen Koordinatentransformationen zu untersuchen. Mit dem
Ergebnis konnte man die in Kapitel 5.2 hergeleiten Ashtekarvariablen der Schwarzschild-Metrik
in Kruskalkoordinaten darstellen und so die Koordinatensingularitit umgehen (natiirlich kann
man ebenso das Schema anwenden). Die Herleitung, die im Vierbeinformalismus vorgenommen
wurde, 148t sich moglichweise durch eine intrinsischere Darstellung mit Reperebiindeln ersetzen.
Von der Kriimmung ausgehend konnte man tiefere geometrische Strukturen der Gravitation in
Ashtekarformulierung mit charakteristischen Klassen untersuchen.



Kapitel 2

Der Vierbeinformalismus

2.1 Geometrische Aspekte des Vierbeins

.M _ R*
P TM e! R % M
g / \ -
aa - - 5]
M M

Abbildung 2.1: Geometrie des Vierbeins

Der Vierbeinformalismus ist ein wichtiges Hilfsmittel zur mathematischen Behandlung der Ein-
steinschen Feldgleichungen. Die folgenden Textzeilen sollen hierzu eine kurze Einfithrung geben
(siehe hierzu auch [BM]). Betrachtet werde eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit! M mit global
trivialem Tangentialbiindel und vorgebener Metrik g. Die Metrik habe tiberall auf M die konstante
Signatur ( — 4+ 4+ +4). Diese Voraussetzungen sollen spiter auch fiir die jeweils betrachtete Raum-
zeit als axiomatisch angenommen werden. Das Tangentialbiindel von M ist ein Vektorbiindel. Ein
Vektorbiindel ist wiederum ein Spezialfall eines Faserbiindels. Wir nutzen die Gelegenheit um an
die Definitionen dieser beiden geometrischen Strukturen zu erinnern. Es wird dabei der Begriff der
iterierten offenen Uberdeckung verwendet, wie er in [Fle01] definiert ist.

Definition 2.1.1. Eine offene Uberdeckung U heifit iteriert genau dann, wenn fiir jedes U € U
auch jede offene Menge U’ C U wieder in U liegt.

Wir schlieflen die Definition des Faserbiindels an.

Definition 2.1.2. Ein lokal triviales, differenzierbares Faserbiindel ist ein 5-Tupel (E, 7, M, F, Q)
mit den folgenden Eigenschaften:

1. E (Totalraum) M (Basis) und F (Faser oder typische Faser) sind differenzierbare Mannig-
faltigkeiten.

2. Die kanonische Projektion 7 : E — M ist eine glatte Surjektion. Das Urbild 7 ~(p) = F, @ F
mit p € M heiflit Faser iiber p.

1Die meisten der hier angestellten Betrachtungen sind auf D Dimensionen erweiterbar.
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3. G ist eine Lie-Gruppe mit linker Wirkung auf F'. G wird als Strukturgruppe des Faserbiindels
bezeichnet.

4. Lokale Trivialitét: Fiir eine iterierte offene Uberdeckung (Ui)ier von M existiert ein System
lokaler Trivialisierungen {x;}, so da8 x; : 7~ 1(U;) — U; x F ein Diffeomorphismus ist, fiir
den gilt:

(a) Das Diagramm

ist kommutativ.
(b) Die Abbildung (pra © Xi)r-1(q) : 7 *(¢) — F ist ein Isomorphismus.

(c) Seien (Ui, xi), (Uj, x;) zwei lokale Trivialisierungen mit U; N U; # (), dann ist die Ab-
bildung

xiox; '+ (UinU;) x F— (U;NU;) x F
gegeben durch
(xiox; (@, ) = (z,ti;(x)(f) VzeUnU,feF

mit ¢;; : U; NU; — G. Die Funktionen {t;;} werden als Ubergangsabbildungen bezeich-
net. Sie erfiillen die bekannten Kozykelbedingungen.

Daran kann man nun direkt die Definition des Vektorbiindels anschlief3en.

Definition 2.1.3. Eine reelles oder komplexes Vektorbiindel vom Rank n ist ein Faserbiindel,
dessen typische Faser ein n-dimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum ist.

Verkiirzend schreibt man auch £ ——= M oder einfach nur E fiir das entsprechende Vektorbiindel,
wenn klar ist, was man damit meint.

Das Tangentialbiindel T'M einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist damit ein Vektorbiindel mit
typischer Faser R™ und Strukturgruppe G L(n) 2. Die Trivialisierung von T'M sei mit e~ : TM +——
R* x M und ihre Umkehrung mit e bezeichnet. Weiterhin moge {£;} eine Basis von Schnitten in
R* x M iiber M und {¢} die dazu duale Basis bezeichnen. Fiir einen beliebigen Schnitt o sei
0 = ol¢; die Basiszerlegung. SchlieBlich soll auf R* x M, beziiglich der Basis {¢;}, ein inneres
Produkt durch die Minkowskimetrik 7 bestimmt sein. Das innere Produkt zweier Schnitte o und o
ergibt sich darum zu: (g, o), = o’o’/n;;. R* x M ist selbst wieder ein Vektorbiindel. Im Rahmen
des Vierbeinbeinformalismus spricht man von R* x M auch als internen Raum mit interner Metrik
7.
e liefert eine Abbildung der Basis von Schnitten in R* x M auf Schnitte in 7'M, die hier mit {es}
bezeichnet werden soll :

er :=e(&r) =: €} 0a, (2.1)

wobei {04} die von Koordinatenvektorfeldern generierte Basis von Schnitten ist. Damit ist der
Isomorphismus e, nach der Wahl der Basissysteme {{;} und {0,}, bereits eindeutig durch die
Angabe der e} bestimmt. Aus diesem Grund werden auch die Komponentenfunktionen e, ebenso
wie der Isomorphismus e und die Vektoren {e;} als Vierbein bezeichnet.

Eine wichtige Einschréinkung der Menge aller Vierbeine liefert die folgende Definition:

2Durch diese Aussage sind nicht alle Eigenschaften von TM festgelegt.
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Definition 2.1.4. Das Vierbein ist orthonormal. << Die Vektorfelder {er} sind orthonormal
beziiglich g, d.h. :

gler,er) =mn1y - (2.2)

Es sei im folgenden das Vierbein immer orthonormal. Durch Einsetzen von (2.1) in (2.2), mit der
Definition gog = ¢(9a,03) und aus der Linearitét der Metrik folgt die fiir den Vierbeinkalkiil
wichtige Formel:

Gapete] =nr; . (2.3)
Insgesamt kann man den folgenden Satz formulieren.

Satz 2.1.1. Seien v,v' € T(TM) sowie p,p’ € R* x M dann gilt:
n(p, p') = g(e(p), e(p')) & n=go(exe) (2:4)
bzw.

g(v,v") = n(e™ (v), e} (v)) & g=mno(e ! xel). (2:5)

Mit Hilfe der letzten Gleichung ist es mdoglich durch den Isomorphismus e~ die Metrik g iiber die
Metrik n des internen Raums zu kontrollieren. Allgemein ist man bestrebt die Geometrie von T'M
durch die Geometrie von R* x M iiber e bzw. e~! festzulegen.

Uber die Metrik?® g wird auf T, M ein Skalarprodukt (u, v), := g(u, v) fir alle u,v € T, M erzeugt.
Den dadurch definierten Isomorphismus v +— (v,-), von T, M nach T;M und seinen Inversen
bezeichnet man durch:

b
T,M —=T;M . (2.6)
#

Die ,musikalischen“ Operatoren b und # werden im Englischen mit flat und sharp bezeichnet,
was im Deutschen soviel wie flach und spitz bedeutet. Nach [J492] ist die Symbolik deshalb so
zu verstehen, daB der Operator # die Linearform o zum Vektor af ,anspitzt“. Durch die punkt-
weise Anwendung dieser Operationen erhilt man schliefllich ein Zuordnung zwischen 1-Formen
und Vektorfeldern. Man spricht auch von metrischer Aquivalenz zwischen diesen Objekten (siehe
[FKO03]). Sei v € TM ein Vektorfeld und v = v*9, seine Zerlegung nach der Basis auf 7'M, dann
sind die Funktionen v, € C°° (M) definiert als v, =: vodz® mit v, := b(v). Die Operatoren b und
# bewirken also ein Heben und Senken der Indizes. Mit

Vo = (0n) = (V,04)g = vﬁ<8g,8a>g = gagvﬁ
erhalt man

was eine entscheidende Eigenschaft der Metrik ist. Mit der iiblichen Relation gapgaﬁ = 5[? a8t
sich noch

g '8115 =g ngﬂﬂ =v (2.8)
berechnen.
Die obigen Betrachtungen sollen auch fiir Grofen mit ,,gemischtem® Indexbild gelten. Dement-
sprechend ist dann e, in bezug auf ¢ durch entsprechendes Heben und Senken der beiden Indizes
mit der rdumlichen Metrik g und der internen Metrik 7 definiert. Daraus folgt speziell

evel =67, (2.9)

3Die im folgenden angestellten Betrachtungen sollen fiir die beiden Metriken g und 7 gleichermafen gelten.
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Mit el und v = v*d, € TM 148t sich e~!(v) durch
e Hv) = el v (2.10)
darstellen, denn da e ein Isomorphismus ist, gibt es einen Schnitt s in R* x M mit e(s) = v und
es gilt:
e () =elv¥ér =eleds’er =576, =5 (2.11)
Die Betrachtungen mit musikalischen Operatoren seien jetzt auf ein beliebiges lokal triviales,
differenzierbares Vektorbiindel E mit Metrik g und entsprechenden dualem Vektorbiindel E* (siehe

[Nak]) verallgemeinert. Definiert man als néichstes statt der Bezeichnung w(v) fiir die Wirkung einer
Form auf ein Vektorfeld die ebenfalls sehr gebréuchliche Darstellung (w, v) g durch

Definition 2.1.5. Sei F ein Vektorbiindel und E* das zugehorige duale Vektorbiindel, dann ist
mit v € T'(E) und w € T'(E*) die Operation (w,v) g definiert durch

(w,v)E :=w(v) . (2.12)

Auf dem internen Raum und auf T'M (extern) soll diese Operation jeweils mit (-, -); bzw. (-, -)px
bezeichnet werden. Mit den Operatoren b und # kann man nun das folgende einfache Lemma
formulieren.

Lemma 2.1.1. Es gilt
(w,v)g = (v,w)E (2.13)
(Wvp = (wv)g - (2.14)
Beweis. Gleichung (2.14) folgt direkt aus der Definition des Operators # und (2.13) ergibt sich aus
der Symmetrie von (-, -}, sowie der zweimaligen Verwendung von (2.14) durch

(2.14) (2.14)
<W7U>E = <wﬁ’v>9:<v’wﬁ>g = <vb’wﬁ>E'

O

Um die Geometrie des Isomorphismus e noch etwas ndher zu beleuchten definiert man das Ten-
sorprodukt zwischen Vektorbiindeln.

Definition 2.1.6. Seien FE; s M und FEs — "5 M zwei lokal triviale Vektorbiindel vom
Rank n; und Rank ns iiber der Mannigfaltigkeit M. Dann ist das Tensorprodukt F = F; ® Fs
ein lokal triviales Vektorbiindel vom Rang n - no iiber M, das wie folgt definiert ist.

1. Der Totalraum E ist die disjunkte Vereinigung des faserweisen Tensorproduktes 77 (m) ®
7y *(m) der beiden Vektorbiindel iiber dem Punkt m € M, d.h.

E = ][ m'tm)@ry'(m). (2.15)
meM

2. Die Projektion 7 von E auf M ist gegeben durch
m:ED>r i m)@n,'(m)>z—meM . (2.16)
3. Sei {U;}ies eine iterierte, offene Uberdeckung, so daf fiir jedes i € I und fiir k = 1,2 eine
lokale Trivialsierung xg; : ng(Ui) — U; x R™ des jeweiligen Vektorbiindels Fj existiert.

Fiir E sei die Abbildung x; : 7= 1(U;) — U; x (R™ @ R™) = U; x R™M™ mit ¢ @ ¢ €
7 H(m) @ my (m) € 7= H(U;) durch

Xi(q1 ® q2) = (m, pra(x1i(q1)) @ pra(x2:i(qz))) (2.17)

definiert. Auf E wird durch x; ! die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit indu-
ziert und x; ist die zu {U; };cr gehorige lokale Trivialisierung von E.
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Die Aussage, E sei ein Vektorbiindel, bedarf streng genommen eines Beweises, der hier nicht
erbracht werden soll. Gleichung (2.1) legt nun die Interpretation des Isomorphismus e als Schnitt
im Biindel TM ® (R* x M)* nahe, d.h.

e € T(TM ® (R* x M)*) . (2.18)
In der lokalen Basisdarstellung erhélt man deshalb
e = €90, (2.19)

Das Tensorprodukt zwischen den Schnitten {9, } und {¢7} ist dabei faserweise zu verstehen. Ent-
sprechend ist

el eT(T" M@ R x M) = et =eldz® @ ¢ . (2.20)

In Verbindung mit dem Operator b mége nun e, den Isomorphismus e, abgebildet nach I'(TM ®
(R* x M)), bezeichnen (e, wird im Kapitel 2.2 benétigt), d.h.

e, = o, @& . (2.21)

Genauer stellt die Betrachtungsweise der Isomorphismen e und e™! in (2.19) und (2.21) eine
Erweiterung dar, denn wihrend zum Beispiel fiir e im urspriinglichen Sinne nur e(;) erklért
ist, ist jetzt auch e(d,) definiert. Diese Interpretationen soll in den kommenden Ausfithrungen
beibehalten werden. Fiir die spétere Analyse des Kriimmungstensors sei abschliefend hier noch
ein weiteres einfaches Lemma angegeben.

Lemma 2.1.2. Sei wy,dz® € T(T*M) und v*9, € T(TM) dann ist
(wv)ex = (e(w),e” (V) - (2.22)
Beweis.
(W, VYEx = Wav™ = wavﬁég = wavﬁe?eééﬁ = wav? (e(dz®), e 1(95)) = (e(w),e (V)1
O

Von den Implikationen der hier eingefithrten Strukturen fiir Zusammenhénge handelt nun das
néachste Kapitel.

2.2 Zusammenhang und Kriimmung im Vierbeinkalkiil

2.2.1 Die Geometrie der Zusammenhinge

Um Zusammenhédnge auf Vektorbiindeln und auf Hauptfaserbiindeln einzufithren sind mehrere
dquivalente Definitionen mdglich. Im Rahmen dieser Arbeit wird die in [BM] angegebene verwen-
det.

Definition 2.2.1. Sei E ein Vektorbiindel {iber einer Mannigfaltigkeit M. Dann ist ein Zusam-
menhang D auf E eine Abbildung D : I'(E) — I'(T*M ® E) mit den folgenden Eigenschaften:

D(s+1) Ds + Dt,
D(fs) = df®s+ fDs VfeC®(M), s tel(E) (2.23)

Entsprechend definiert man den Zusammenhang auf E* {iber die Leibnitzregel fiir (-,-), d.h

Definition 2.2.2. Sei w € T'(E*) dann ist Dw € T'(E*) definiert als:

(Dw,v)g := d{w,v)p — (w, Dv)g Vv eT(E) . (2.24)
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Es sollen nun fiir den Zusammenhang D die iiblichen Definitionen und Schluflfolgerungen gelten.
In Verbindung mit dem Operator b erhélt man somit den nachfolgenden Satz.

Satz 2.2.1. Gegeben sei ein Vektorbindel E, ein darauf definierter Zusammenhang D und eine
Metrik h. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

i) bD = Db
it) D ist metrisch.

Beweis. Mit {£;} als Basis von Schnitten auf E und der dazu dualen Basis von Schnitten {¢1}
auf E* gilt mit u = u!&;:
p(Du) = D(b(u))
b(D(u'¢r)) = DO(u'€r))
(du")p(ér) + u'b(Ex) (", Dér) p = (du")p(&r) + (Dd(Er), Exc) pu’ €F
ulgr €75, DEr) g = d(((&r), Ex) p)u' €N — (&), DE) pu'€X
W' &7(€, DENR = d((Er, Erc)n)u' € — (€1, Dég)nu’€F

(DE1,&r)n + (€5, D1y = D1, Exc)n
D ist metrisch .

I I O

O

Ein metrischer Zusammenhang auf dem trivalen Biindel R* x M wird auch als Lorentz-Zusammen-
hang bezeichnet. Im vorigen Abschnitt wurde das Tensorprodukt zwischen zwei Vektorbiindeln
betrachtet. Ist auf diesen Vektorbiindeln jeweils ein Zusammenhang gegeben, so kann man auf
dem Tensorprodukt ebenfalls einen Zusammenhang definieren. Es gilt:

Definition 2.2.3. Gegeben sei ein Vektorbiindel F; mit einem Zusammenhang D;, sowie ein Vek-
torbiindel F5 mit einem Zusammenhang D,. Beide Vektorbiindel mégen dieselbe Basis besitzen.
Dann ist auf dem Tensorprodukt F; ® Ey der Zusammenhang D; ® Dy durch

(D1 @ Dy)(s' ®@s) = Di(s')®@s+s @ Da(s) (2.25)
definiert, mit ' ® s € I'(E1 ® E»),s’ € T'(E;) und s € T'(E») .

Der nachfolgende Text soll sich nun wieder mehr auf die in Kapitel 2.1 betrachteten Vektorbiindel
beziehen. Auf TM und R* x M seien deshalb Zusammenhiinge gegeben, welche mit V und D
bezeichnet werden. Will man weiter der Philosophie folgen, da8 die Strukturen von R* x M und
der Isomorphismus e die Strukturen auf 7'M modellieren, so stellt sich hier die Frage unter welchen
Bedingungen der Zusammenhang D den Zusammenhang V festlegt. Der anschlielende Satz bietet
ein mogliche Betrachtungsweise.

Satz 2.2.2. Fulls D ein Lorentz-Zusammenhang und e, parallel beziiglich D = D ® V ist, dann
kommutiert das folgende Diagramm.

TR x M) ——2 > I(T*M ® (R x M)) (2.26)
le le@id
I(TM) v D(T*M ® TM)

Beweis. Man zeigt (2.26) am besten iiber e~1(Ve(u)) = Du Vu € T'(R* x M), wobei fiir u
die Basisdarstellung v = u’&; angesetzt wird. Als ersten Schritt schreibt man die Voraussetzung
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De, = 0 in eine Form, die im spéteren Verlauf der Beweisfithrung Eingang finden wird.

0 = De, =D, ®&) = (de™)0, @ &5 + e (VD) @ &1 + 210, @ DE;
(de®T) Dy @ &1 + e (da? Vo) px0s @ &1 + (€7, DEN)100 @ &5

(de®) Dy @ &1 + €P1(d2?, VO5) 5y O0 @ Er 4 K (], DER )10, @ &1

&0 = de* + e (da®, VIs)px + X (¢!, DEx )1 (2.27)

Im zweiten Schritt berechnet man Ve(u). Man erhélt:

e(u) = u'e$dy =ure*o,

& Ve(u) = V(ure!®d,) = d(ur)e®dy + ur(de®)dy + ure® (2P, V0, )px0s . (2.28)

Im dritten Schritt 148t sich schliefSlich direkt die zu beweisende Formel zeigen. Es gilt:
“(Ve(u) = d(up)e*e ™ (0a) +ur(de®)e 1 (04) + ure® (dz?, Vo, ) pxe ' (95)
= d(uI)eaI KfK + uI(deaI) KfK + uleal(dx VO, >Exeﬂ €k

(duf) e + ureX (de® + P (dx™, V) )b i
(du™) &k — urel e (¢ Dég)iék = (du™ )k — ur (€, D(nS¢s))iék
(du)éx — w((D( K5€s))b, (€Nehéx
(du™)
(du™)

K
K

du’)ere — ' (D((n"5Es)y), Er)iéxe
= (du®™)éx —u (DEX Eék = (du™)éx +ul (€5, D& )€k
~— Du. (2.29)

O

Die Voraussetzungen von Satz (2.2.2) sollen von jetzt an immer gelten. Damit V festgelegt ist, ist
es an dieser Stelle sinnvoll D zu determinieren — die Metrizitét allein reicht dazu nicht aus. Fiir
D definiert man deshalb zusétzlich eine Art Torsionfreiheit, die sich auf V iibertrigt.

Definition 2.2.4. Mit D, := D(0,,) gelte fiir D die folgende Eigenschaft:
Da(e™(03)) = Da(e™"(2a)) - (2:30)

Die Metrizitdt von V folgt mit Satz (2.2.2) aus der von D und mit (2.30) wird V zu einem
Levi-Civita-Zusammenhang auf T M.

2.2.2 Die Zusammenhangskoeffizienten

Als Beispiel fiir die Wirkung des Vierbeinkalkiils in der Basisdarstellung werden hier die Zusam-
menhangskoeffizienten der beiden Zusammenhénge berechnet. Diese sind iiber die Ableitung von
e, wie folgt definiert.

Daoley) = Du(eprda’ @ 1) = 0, (epr)da” @ €7 4 epr(Vada?®) @ €7 + egrda” @ D, (€F)
=: Oaeprda’ @ ¢ —ep Tl d2Y @ ¢ —egrda’ @w, €7 . (2.31)

In der Basisdarstellung des Zusammenhangs Dye,pr := Dqo(€,)(03,&1) ist der Operator b redun-
dant, so dafl er weggelassen werden kann. Man erhélt:

Doesr = Ouepr — T gers —w,’ 155 . (2.32)

Mit den Eigenschaften der kovarianten Ableitung D und des Isomorphismus b ist das folgende
Lemma leicht zu zeigen.

Lemma 2.2.1. Es gilt:

De, =0 <« De=0 (2.33)
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Beweis. Wir erinnern noch einmal daran, daf§ der Operator b mit D vertauscht. Da b hier nur in
der zweiten Komponente wirkt, iibertréigt sich diese Eigenschaft auf den Zusammenhang D. Es
gilt:

De, =0 <& HDe)=0 & De=0.

In der Basisdarstellung — der Operator b wurde wieder weggelassen — erhélt man deshalb:
Doegr =0 und Dae? =0 . (2.34)

Analog 148t sich Daeé = 0 und letztendlich D,e’! = 0 beweisen. Aus (2.34) folgt die Antisymme-
trie der w:

Da(emeg) = Danry = 0anry — wo yiix —wo ks =0 = waqy =0. (2.35)
——
=0

V ist wie schon erwihnt ein Levi-Civita-Zusammenhang auf TM. Dies folgt aus der Torsionsfreiheit
und der Metrizitédt von V. Es wird hier jedoch die Gelegenheit genutzt um die Zusammenhangsko-
effizienten (in diesem Fall also Christoffelsymbole ) nach der Metrik aufzulsen (siehe auch [Pel94]).
Die Formel wird genau die eines Levi-Civita-Zusammenhangs sein, was ebenfalls als Beweis fiir

diese Eigenschaft von V gelten mag. Die Torsionfreiheit impliziert zunéchst
F’Y

[

5=0. (2.36)

Des weiteren gilt:

(2.34) . .
0= Da(emefy) = Vagpy = 0agpy — I'opger — Ty 9pe - (2.37)

Uber eine zyklische Vertauschung der Koeffizienten o , 8 und + in Gleichung (2.37) erhilt man:

9agsy —Topgey —Torgpe =0
(+) + 87904[3 - nyageﬁ - F;,Bgae =0
(+) - aﬁg'ya + Pgﬁfygea + F%ag'ye =0

= 9agpy + 0v9ap — IpGya — 215,98 = 0 . (2.38)
Aus (2.38) folgt die Abhiéingigkeit der Christoffelsymbole von der Metrik:

. 1
Ioy98e = 5(0agpy + 03905 — 0591a)

A FZ'\/ = %gﬁe(aagﬁ'y + avgoc,B - 8597&) : (239)
Durch (2.39) 148t sich V eindeutig als Levi-Civita-Zusammenhang identifizieren.

Im vorangegangenen Abschnitt wurde deutlich, da§ die Metrik durch die Wahl der Funktionen
e¢ bereits durch Gleichung (2.3) festgelegt ist. Diese Betrachtungsweise 1d8t sich ebenso auf den
Zusammenhang V anwenden, denn durch (2.39) sind die rdumlichen Konnexionskoeffizienten I
als Funktion der Metrik gegeben und diese ist — wie gesagt — wieder durch e} darstellbar. D.h.
die bisher vorgenommenen Einschrénkungen fiir die geometrischen Strukturen sind stark genug,
um {iber die Wahl des Isomorphismus e die Zusammenhénge festzulegen. Um dieses Bild noch
zu vervollstandigen, soll die Abhéngigkeit der w vom Vierbein berechnet werden. Hierzu bemerkt
man zunéchst, dafl wegen (2.32) und (2.36)

D[aeg][ = 6[a€5]1 + w[aIJeB]J =0 (2.40)
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gilt. Die freien rdumlichen (holonomen) Indizes lassen sich durch
€€ (Oaesr + Wi egr) =0 (2.41)
in interne (anholonome) Indizes umwandeln. Mit der Definition
QJK[ = 6?6%8@65][ (2.42)

und zyklischem Vertauschen der Indizes, sowie anschlieBender Addition bzw. Subtraktion der
entstehenden Gleichungen wird (2.41) zu :

Qi1+ eGwarx — €§<wau =0
(+) Qrik +efwary — €§waKI =0

(=) Qs+ exwasr — e?waJK =0

= Qi+ Qrsr — Qxrr+2e5warx =0 (2.43)

(2.43) nach den w umgestellt ergibt:

1
WaKT = §ea(QJKI +Qrix — Qkry) - (2.44)

Setzt man die Definition (2.42) in (2.44) ein, so kann man die enstehende Formel noch etwas
kompakter schreiben. Man erhélt:

1
w Kl = 2 i(e?eyKa +eﬁ e} 0|ge eﬂKe“a[ﬁeﬂJ)
= (5[3@”(8 —|— eﬁlé'ya[Be - eJeﬂKe'ﬂ@[,geﬂJ)

1
= 5(671{8[&67] + 6513[565] - eieﬁKevla[ﬁeﬂJ)

1
= 5(671{8[&6,[” - eﬁla[aeg] + e(‘ieﬂKe'ﬂ@heﬁ]J)
1 1
= 2(67 K8 eI] +elePEe eh;) = 2(67 Ka[a +eleEePlgge. ;)
= 56“’”{(8[&6?] +elefloge, ) (2.45)

2.2.3 Der Kriimmungstensor

Da die kovarianten Ableitungen gegeben sind, ist es moglich die entsprechenden Kriimmungsten-
soren zu definieren. Dies soll hier iiber die Festlegung der Komponenten geschehen.

Definition 2.2.5.
R,;" = (d2° Vi V0, )ex (2.46)
R,5” = (¢, DuDagénn (2.47)
Man zeigt nun das folgende Lemma.

Lemma 2.2.2. Es gilt:

(€, DiaDgir)t = (e'(¢7), ViaVael&r))ex - (2.48)
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Beweis.

(€ DDyt = (€7, Diale ' Vel = (€7, e Viaele ' Vge(€))h
= <€ 1v[avﬁ (51))1 < ( _1(£J)>7e_1v[avﬁ]e(€l>>1
(e (&), ViaVge(€r)ex

O
Fiir den Vierbeinkalkiil notiert man wegen der Linearitdt der Kriimmungstensoren:
Lemma 2.2.3. Mit Definition 2.2.5 und Lemma 2.2.2 erhdlt man in der Basisdarstellung:
ele(;R Ram‘] . (2.49)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Einsetzen und unter Ausnutzung der Linearitéitseigen-
schaften der einzelnen Objekte.

Ra,(HJ = <fJ D Dﬁ]§I>I = <e_1(§‘]),v[av[5]e(§1)>}3x = (e(;‘]dxé,v[an] (6?67>>Ex
= eje; R
O
Fiir die Einsteinschen Feldgleichungen des Vakuums
1

R, — iRQ/w =0 (2.50)

erhélt man mit der obigen Definition und den Lemmata

1 J B o

el elR oy’ — Ee“Keﬁ(Ram eherl =0 . (2.51)

Das Ergebnis findet sich in dieser Form auch in [Pel94].

2.3 Der Bezug zur 1. Cartanschen Strukturformel

Die 1. Cartansche Strukturformel ist ein wichtiges Hilfsmittel zur expliziten Berechnung der As-
htekarvariablen (siehe Kapitel 5). Die Referenz fiir die nachfolgenden Ausfithrungen ist [Nak].
Dort wird in einer Vollsténdigkeit auf dieses Thema eingegangen, wie sie hier nicht weiter benotig
wird. So soll an dieser Stelle lediglich der Bezug zu den vorangegangen Kapiteln hergestellt und
die Voraussetzungen fiir spétere Berechnungen geschaffen werden. Ausgangspunkt ist die folgende
Definition:

Definition 2.3.1. Mit den Bezeichungen aus Kapitel 2.1 sei zu der Basis von Schnitten {e;} das
duale Komplement {©7} wie folgt definiert:

e :=eldx> . (2.52)
Des weiteren sei eine matrix-wertige 1-Form {w!,} gegeben durch:
wlp = w, da® | (2.53)

wobei es sich bei w,’;- um den in Kapitel 2.2 eingefiihrten Zusammenhang handelt.
Wihlt man zwei Basissysteme {e;} und {©!}, so lautet die 1. Cartansche Strukturgleichung :
do! vl nef =1t (2.54)

Dabei ist mit 7! die Torsions-2-form bezeichnet worden, worauf hier nicht weiter eingegangen
werden soll. Speziell fiir den im vorangegangen Kapitel gewdhlten Zusammenhang ist die Torsion
0, so daf} es reicht den folgenden Satz zu beweisen.
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Satz 2.3.1. Fiir den in Kapitel 2.2 definierten Zusammenhang gilt:
do! +uwl A0k =0 (2.55)
Beweis. Wegen FW[QB] = 0 gilt nach Gleichung (2.32) und (2.34):
Oaepr — w[a‘] regs =0 (2.56)
Gleichung (2.55) 148t sich nun auf dieses Ergebnis zuriickfiihren. Es gilt:
0 = (Oaesr — w[a‘]lem.])dx“ ® da’ = (Ouepr — w, ' regs)da® A da

(Onepr)dz® Ada? — (w,”ress)dz® A dz”
= dO; — (w,”;dz*) A (epydaP) = dO; +w;” A,

was nach dem Ziehen der Indizes der gesuchten Formel entspricht. O

2.4 Gewichtete Grofien

2.4.1 Hauptfaserbiindel, assoziierte Biindel und die kovariante Ablei-
tung

Ein Teil der im spéateren Verlauf abgeleiteten Ashtekarvariablen ist durch sogenannte gewichtete
Groflen gegeben. Das vorliegende Kapitel soll Einblick in die Geometrie dieser Objekte geben.
Benétigt wird dazu die Theorie der Hauptfaserbiindels. Leider ist hier nicht der Raum fiir eine
akkurate Herleitung dieses Themas. Andererseits sollte auch nicht vollstdndig auf eine Darstellung
verzichtet werden. Wir machen deshalb einen Kompromif§ und legen die wichtigsten Definitionen
und Schluffolgerungen dar. Einen schnellen und empfehlenswerten Einstieg bietet [Sve99]. Auch
ist es moglich, die nachfolgenden Ausfithrungen zu iiberspringen, wenn man die Schlufifolgerungen
dieses Kapitels akzeptiert.

Wir beginnen mit der Definition des Hauptfaserbiindels.

Definition 2.4.1. Ein Hauptfaserbiindel ist ein Faserbiindel, dessen typische Faser identisch mit
der Strukturgruppe G ist. Dabei wirkt G auf F' = G durch iibliche Linksmultiplikation.

Ein solches Haupfaserbiindel bezeichnet man auch mit PG, wenn Miflversténdnisse ausgeschlossen
sind. Im nachfolgenden Text soll angedeutet werden, was man unter einem assoziierten Faserbiindel
versteht. Fiir eine genaue Beschreibung sei die einschlégige Literatur empfohlen ([Sve99],[Nak]).
Betrachtet werde eine differenzierbare Mannigfaltigkeit F' und eine linke Wirkung p von G auf F,
sowie ein Hauptfaserbiindel PG. Mit PG x F' bezeichnet man das Biindel mit Faser G x F' und der
Projektion 7t : PG x F' — X, welche durch #(p, f) = 7(p) gegeben ist. Das Kozykel von PG x F' sei
durch die linke Wirkung (g, (h, f)) — (gh, f) von G auf G x F' durch das Kozykel von PG induziert.
Es sei nun v eine weitere Wirkung auf PG x F definiert mit v(g, (p, f)) =: g-(p, f) = (p-9~ %, 9- f).
Mit PG x , I bezeichnet man den Raum der Orbits dieser Wirkung und mit 7, : PGXF — PGX ,F
die kanonische Abbildung auf den Quotienten. Durch # = # o 7 ! erhélt man eine Projektion von
PG x, F nach X. Man zeigt:

p

Satz und Definition 2.4.1. PG x, F' ist in natiirlicher Weise ein Faserbiindel, welches isomorph
zum Biindel mit der Faser F, der Projektion 7 (abziiglich des Isomorphismus), der Wirkung p,
der Strukturgruppe G und dem Kozykel von PG ist. PG x, F' versehen mit den angedeuteten
Strukturen bezeichnet man als assoziiertes Biindel (zu PG).

Beweis. siehe [Sve99] U

Innerhalb dieses Kapitels mége nun das Isomorphismuszeichen ausschlielich fiir den oben beschrie-
benen kanonischen Isomorphismus stehen (wir wollen nicht extra ein neues Zeichen einfiihren). Hat
man nun ein Faserbiindel £ mit Faser F' und der Wirkung p : G x F' — F, so findet sich umgekehrt
immer genau ein Hauptfaserbiindel PG, so dal E = PG x, F gilt (siehe ebenfalls [Sve99]). In
diesem Sinne bezeichnet man auch PG als das zu E (re)assoziierte Hauptfaserbiindel.
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Beispiel 2.4.1 (Das Repérebiindel und assoziierte Strukturen).

1. Wie schon erwihnt, ist das Tangentialbiindel ein Vektorbiindel mit der Strukturgruppe
Gl(n). Sei p1 : (A,z) — Az mit z € R™ die natiirliche Darstellung von Gi(n) auf R",
dann ist L(M) das zu T'M assoziierte Hauptfaserbiindel, fiir das gilt

TM = L(M)x, R". (2.57)

L(M) wird als Reperebiindel bezeichnet. Eine Diskussion zu Repérebiindeln findet man in
[Rud04].

2. Durch ps : (4,2) — (AT)"1z mit z € R™ ist T*M iiber
T*M = L(M)x,, R"™ (2.58)
gegeben.

3. Es sei weiter das Reperebiindel das zugrundeliegende Hauptfaserbiindel. Wir wahlen p3 :
A — det A=W als Darstellung der GI(n) auf R, dann wird das Linienbiindel A" der Skalare
vom Gewicht W durch

AV = L(M)x,, R (2.59)
definiert.

Im obigen Beispiel wurden, ausgehend vom Reperebiindel der Mannigfaltigkeit M, mit Hilfe der
Konstruktion der assoziierten Biindel verschiedene Vektorbiindel abgeleitet. Wir betrachten nun
Zusammenhénge auf diesen Strukturen. Ist allgemein ein Zusammenhang auf einem Hauptfa-
serbiindel gegeben, so ld8t sich auf natiirliche Weise ein Zusammenhang auf den unterliegenden
assoziierten Vektorbiindeln induzieren. Wie dies geschieht wird im nachfolgenden Text behandelt.
Sei V' ein Vektorraum und G eine Liegruppe, welche iiber die Darstellung p : G — GI(V) auf
V' wirke. Entlang der iiblichen Konventionen bezeichnen wir mit g die zur Liegruppe zugehorige
Liealgebra. Eine Darstellung von g in V ist per Definition ein Lie-Algebra-Homomorphismus von
g nach End(V). Die Darstellung p von G induziert eine Darstellung t von g durch

v(L) := %p(exp(Lt)) L (2.60)

Es sei nun auf PG ein Zusammenhang gegeben. Auf einem zu PG assoziierten Biindel ist der
entsprechende induzierte Zusammenhang in der lokalen Trivialisierung wie folgt definiert.

Definition 2.4.2. Gegeben sei ein Hauptfaserbiindel PG mit einem Zusammenhang. Der lokale
Reprisentant der Zusammenhangsform werde mit w bezeichnet. Sei £ = PG x, F' ein zu PG
assoziiertes Vektorbiindel. Der auf F induzierte Zusammenhang ist in der entsprechenden korre-
spondierenden Trivialisierung iiber seinen lokalen Repréasentanten I' durch

NX):=t(w(X)) fir X e TM (2.61)
definiert, d.h. insgesamt ist der Zusammenhang durch
Vs =X(s)+r(w(X))s (2.62)
gegeben (siehe [Sve99]).

Beispiel 2.4.2. Es sei w der lokale Reprisentant eines Zusammenhangs auf dem Repérebiindel.
Fiir die in 2.4.1 definierten Vektorbiindel erhélt man:

1. TM :

I'(X) = Ti(X)=—(exp(w(X)t)] =w(X) (2.63)



2. T*M:

[y (X) = %(((exp(w(X)t))T)‘l) e —w(X)" = -T(x)" (2.64)
3. AW
muj%mmmmmxm)w_oww@u»Wmmxn (2.65)

Ist jetzt S € T(A' @ TM ® (M x R%)), wobei auf TM und M x R* die in den vorangegan-
genen Kapitel eingefiihrten Zusammenhéinge gegeben seien, dann 148t sich iiber dem zu TM
gehorigen Reperebiindel auf Al ein entsprechender Zusammenhang induzieren. Man erhilt auf
I'A' ® TM ® (M x R*)) einen Zusammenhang D’. Da es sich bei D’ um einen induzierten
Zusammenhang handelt, lassen wir den Strich gleich wieder wegfallen. Die Basisdarstellung der
kovarianten Ableitung ist somit durch

Da(Spi) = 0a(Spi) + TS — TC.Ss + w,; " Sy (2.66)

gegeben.

2.4.2 Gewichtete Grofien und die Cramersche Regel

Im folgenden wird mit D die Dimension des betrachteten Raumes bezeichnet. Ziel des Kapitels ist
der Beweis des folgenden (in spiteren Kapiteln benstigten) Lemmas.

Lemma 2.4.1. Sei T,; eine invertierbare D x D Matriz und T ihr Inverses mit T,;T% = 52 ,
dann gilt

at 1 aay--a 1 %11 1
T = mﬁ D-1le D— Talil . .TUID—N;D—I’ (267)

wobei T = det(T,;) ist.

Beweis. Dazu bemerkt man, dafl nach Definition der Determinante

1 L
det(Sm‘) = ﬁﬁal“'aDellmlD Sa1i1 s SaDiD (268)

fiir eine beliebige Matrix S gilt. Berticksichtigt man des weiteren den Laplaceschen Entwicklungs-
satz, so erhdlt man mit (2.68) fiir die rechte Seite von (2.67):

1 aay--a 181 Tp—
oo e iy T i =
Ty -+ Ty 0 Ty -~ Tip
To11 o Thao14-1 0 Tg1441 -+ Tuap
Tor o+ Tair 1 Tyopr -+ Tap | =15 (2.69)
Tov11 - Totr1i-1 0 Tayii41 - Tavip
Tp1 -+ Tpi-1 0 Tpiy1r -+ Tpp

Fiir das weitere Vorgehen erweist sich die Anwendung der Cramerschen Regel (siehe [Heu00]) als
sinnvoll. Sie lautet
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Satz 2.4.1 (Cramersche Regel). Das Gleichungssystem Ax = y besitzt im Falle det(A) # 0
stets eine, aber auch nur eine Losung x. Die Komponenten xj, berechnen sich nach der Formel

o detAk
T et A

(2.70)

Dabei wird als Ay, diejenige Matrixz bezeichnet, die man erhdlt, wenn die i-te Spalte von A durch
den Spaltenvektor y ersetzt.

Um das Lemma zu zeigen, muss nun
— = (2.71)

berechnet werden. Mit (2.4.1) gilt fiir ¢; (Komponente von t):

Tll A Tl D tl O tl Tal
To1 - Tup tl=1]l=|t]|=|T“], (2.72)
TD IEEE TD D tp 0 to TaD

d. h. insbesondere t; = T%. Die Losung ist (nach (2.4.1)) eindeutig und das Lemma somit bewiesen.
U
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Kapitel 3

Die Hamiltonsche Formulierung
der Gravitation

3.1 Das Wirkungsprinzip der Gravitation

Wir werden in diesem und den nachfolgenden Kapiteln in grofien Teilen den Darstellungen von
[Pel94] bzw. [NM93] folgen. Das Wirkungsprinzip ist eines der zentralen Prinzipien der klassischen
Mechanik. Es besagt fiir Einteilchensyteme, daf von verschiedenen moglichen Bahnkurven ¢(t)
eines physikalischen Systems diejenige verwirklicht wird, bei welcher die Wirkung stationér wird,
d.h.

0S[g(t)] =0 mit S[q(t)] = / 1dtﬁ(q,q,t) (3.1)

to

Die Funktion £(g, ¢,t) wird als Lagrangefunktion bezeichnet. Das Wirkungsprinzip, auch Hamil-
tonsches Prinzip genannt, 148t sich auf Feldtheorien erweitern.

3.1.1 Die geometrische Formulierung des Wirkungsprinzips fiir klassi-
sche Felder

Es soll hier ein kurzer Einblick in die geometrische Formulierung des Wirkungsprinzips klassischer
Feldtheorien gegeben werden. Die Ausfithrungen sind keinesfalls als strenge Herleitungen zu ver-
stehen. Weitergehende Analysen findet man unter anderem in [GMS], [Woo| oder [CLMO03].

Ist M weiterhin die zugrunde liegende Raumzeitmannigfaltigkeit, dann definiert man ein Feld als
einen Schnitt ¢ in einem lokal trivialen Vektorbiindel £ — M. Es erweist sich als giinstig, gewisse
Aquivalenzklassen j,,[s] von Feldern bzw. Schnitten iiber einen Punkt m € M zu betrachten.

Definition 3.1.1. Fiir s,s’ € T'(E) ist die Aquivalenzrelation ~; mit m € M definiert durch:
$ NjnL S/ <:> S(m) = S/(m)7 TS = TS/ : (32)

Die Aquivalenzklasse j,, [s] wird als Jet erster Ordnung von Schnitten im Punkt m € M bezeichnet.

Wir betrachten eine lokale Karte {U, s} auf M und eine zugehdorige lokale Trivialisierung {U, x}.
Es existiert eine Basis von lokalen Schnitten {0}, so daf jeder lokale Schnitt s iiber U als s =
sio;dargestellt werden kann. Damit gilt:

s' € imls] & s(m)=s"(m), 0,5 (m)=0,5"(m) . (3.3)

Wir betrachten die Menge

J'E= ] jmls] - (3.4)



Auf J'E sind die folgenden kanonischen Projektionen gegeben:
™ J'ES s — meM (3.5)
75 J'E 3 jms — s(m)€E, (3.6)

so dafl das folgende Diagramm kommutiert:

JE—" g (3.7)
NS

Weil E ein lokal triviales Faserbiindel ist, kann man auf E ein lokales Koordinatensystem (z?, a’)

mit 1 <i<n=dimM, 1< j <= dimF betrachten und so auf J'E ein lokales Koordinaten-

system (2%, a’, al) iiber

i _0d(s)
a; (Jmls]) = —5 7 (m) (3.8)

definieren. Diese lokalen Karten induzieren auf J'E die Struktur einer differenzierbaren Mannig-

faltigkeit. Die Dimension von J'E ist durch dim J'E = n 4+ m + nm gegeben.

Definition 3.1.2. J!E, versehen mit der durch die Karten induzierten Topologie, heifit Mannig-
faltigkeit der Jets erster Ordnung von E. J'E mit der Faserung (3.5) wird als Biindel der Jets
erster Ordnung (von E), mit Faserung (3.6) hingegen als affines Biindel der Jets erster Ordnung
(von E) bezeichnet.

Bemerkung 3.1.1. i) Es sei erwihnt, daff ein Zusammenhang auf F, im Sinne von Ehresmann,
gerade iiber einen Schnitt im Biindel J'E — E definiert werden kann. Fiir G-Biindel ist meist
noch die Bedingung (Ry).H, = H, fur alle x € E und g € G gegeben, d.h. die den Schnitt defi-
nierenden horizontalen Unterrdume sind in der Faser parallel verschoben. Ein solcher (invarianter)
Zusammenhang kann dann gerade mit einem Schnitt in J'E — M identifiziert werden.

ii) J1E ist, grob gesprochen, die multidimensionale Verallgemeinerung des Tangentialraum-Begrif-
fes. Statt den Wegen in einer Mannigfaltigkeit M, welche man als Schnitte in M iiber einem
eindimensionalen Intervall auffassen kann, betrachtet man Schnitte in E iiber einer mehrdimensionalen
Mannigfaltigkeit M.

Wir definieren den Begriff der ersten Jet-Prolongation eines Schnittes.
Definition 3.1.3. Sei ¢ € T'(E) ein Schnitt des Biindel E — M. Die Abbildung

jlo: M >m— Lol e J'E (3.9)
definiert einen Schnitt in J'E — M der erste Jet-Prolongation des Schnittes ¢ genannt wird

Das dynamische Verhalten der zu betrachtenden Felder ist durch die Lagrangedichte £ : J'E —
A" T*M bestimmt. Wir definieren den Begriff der kritischen Losung ([CLMO3]).

Definition 3.1.4. Sei s ein lokaler Schnitt im Biindel E — M, dann heifit s kritische Losung des
durch £ definierten Variationsproblems, falls fiir jede glatte Familie {s.}.cr gilt:

d q
&/ﬁoj se = 0. (3.10)

Wir bringen dies mit den Feldgleichungen in Verbindung, durch die das Verhalten des physikali-
schen Systems bestimmt wird.

Definition 3.1.5. Eine Lagrangedichte £ heifit einer bestimmten Feldtheorie zugehorig, falls jede
kritische Losung des durch £ definierten Variationsproblems, auch Lésung der Feldgleichungen ist
und umgekehrt.

Das Wirkungsprinzip fiir klassische Felder besagt somit, dal die Losungen der Feldgleichungen
kritische Losungen des, durch die zur Feldtheorie zugehorigen Lagrangedichte definierten, Varia-
tionsprinzips sind.
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3.1.2 Die Lagrangedichte der Gravitation

Im Mittelpunkt dieses Kapitels wird die Lagrangedichte der Gravitation stehen. Wir wollen hier
eine, an die Yang-Mills-Theorien stark angelehnte, geometrische Version dieser Lagrangedichte im
Vierbeinformalismus angeben, zu deren Formulierung wir noch die Definition des Keilproduktes
zwischen F und E*-wertigen 1-Formen eines Faserbiindels £ — M benétigen.

Definition 3.1.6. Sei b ® 8 mit b € I'(E),3 € A'(M) eine E-wertige 1-Form des Faserbiindels
E — M und a ® a mit a € T'(E*),a € AY(M) eine E*-wertige 1-Form des zu E dualen Biindels,
dann ist (a ® o) A (b ® B) die durch

(a@a)ANb2B) = (a®b)(aAf) (3.11)
definierte End(E)-wertige 2-Form.

Es soll nun die Lagrangedichte der Gravitation im Vierbeinformalismus angegeben werden. Dazu
betrachten wir das Biindel S = T*M ® (M x R*) aus Kapitel 2.1. Mit den Definitionen
et i=eldr® ® &5, (3.12)
e i=epyda’ @¢! (3.13)

ist die Lagrangedichte der Gravitation auf dem Biindel J2S := J1(J1S) ! durch
Len(jPe™) =Te(F Ax(e  Ae) ), (3.14)

wobei wir mit F' die Krimmung des Lorentz-Zusammenhangs D bezeichnet haben. Bevor wir
nachweisen, dafl das zu Lgy zugehorige Variationsproblem auch wirklich zu den Einsteinschen
Feldgleichungen dquivalent ist, wollen wir Lgy in eine etwas andere Form schreiben. Es sei vol
der Volumenoperator und R der Ricci-Skalar beziiglich der Metrik ¢g , dann gilt:

Lemma 3.1.1.
»CEH = Ruwol. (315)

Beweis. Wir definieren e, := el e & ® ¢/ und berechnen somit

Fnax(e ' net))=Tr((Fe ' Ae, ool

(F, (el dz™ @ &1) A (epsda® @ €7)))vol

(F, (elessér @ €7) @ (dx® A dz?)))vol = Tr((F, eqpda® A dz?))vol
= Tr(Fyse’)vol = Tr((& @ &%) - (&5 @ 1) F sce”ed Jvol

= Tr((& @& FLs5,e77e) )vol = F 5 e e} vol = R 5,677 el vol

= Rwol .

Len

Tr
= Tr
Tr

—~ o~~~

In einer lokalen Karte erhalt man:
Sen ::/ Lojle™? :/ Rovol = / R+/det gdz™. (3.16)
M M M

Die Lagrangedichte in der Form Lgy = R+/det g wurde zuerst von Hilbert propagiert, weshalb
Ly auch als Einstein-Hilbert Lagrangedichte bezeichnet wird. Wir kommen nun zum Variations-
problem der Lagrangedichte.

Satz 3.1.1. Die zur Gravitation zugehorige Lagrangedichte ist Lryy.

1 Achtung, es ist nicht von Belang, da8 6;1 ¢ I'(S) gilt, da die Lagrangedichte letztendlich nur Aussagen iiber
die Komponenten eé und deren partiellen Ableitungen macht.
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Beweis. Wir setzen im folgenden e := det(e,s). Aus dem Kontex soll dabei hervorgehen, ob von
der Determinate e = det(esr) oder von Schnitten e € T'(TM ® (R x M)* die Rede ist. Da immer
noch der Vierbeinkalkiil benutzt wird, betrachten wir Lgy in der Form

Ly = e(e(}‘egRaBU). (3.17)

Es ist nun zu zeigen, dal 6Sgy = 0 die Einsteinschen Feldgleichungen (fiir das Vakuum) impli-
ziert und dafl aus den Einsteinschen Feldgleichungen das Verschwinden von §Sgy abzuleiten ist.
Dazu kann man einfach nachweisen, dafl die diesem Variationsproblem zugehorige Euler-Lagrange-
Gleichung (die Biindelkoordinaten auf J2E sind lokal gerade (2, y*, vy, y{f‘u))

d ac 2 o

% —( -2671) + _=
dzv Oy J dazvdzr dys,

oy4

(j2e™) + (2 = 0 (3.18)
den Einsteinschen Feldgleichungen entspricht. Wir werden hier allerdings den in der Physik oftmals
verwendeten Variationskalkiil benutzen. Die Gesamtvariation von (3.17) ergibt sich nach der Pro-
duktregel aus der Variation der einzelnen Faktoren, wobei der Faktor Ré‘é einen Oberflachenterm
liefert (wird nicht gezeigt), welcher nach der Integration verschwindet. Es gilt:

Sen :/ da?t ee‘}‘egRaﬁU (3.19)
M
= 0Sgn :/ da? (66)6?6§RQB1J+/ daz? e(ée?)egRaBU—i—/ daz? ee?(éeﬁ)Raﬂu
M M M
+ Oberfldchenterm . (3.20)
M

Die Variation der Determinate ist mit

1

e= ﬁeo‘l"'af’ell"'beal[l - eaplp (3.21)
gegeben durch
de = %De“ arap el iIp (§e o Deqor,  €aptp (267 e Seqr = eetdel = —eelsed  (3.22)
wobei in der letzten Umformung
0=d(efel) = e¥del +elded = e¥del = —el se (3.23)

genutzt wurde. Der erste Integrand in (3.20) berechnet sich nach Umbenennung der Indizes deshalb
zu

(6e)e?e§RaﬂU = —eeie}(egR,mKJ&? . (3.24)

Der zweite Integrand von (3.20) ist bereits iiber die Variation de¢ ausgedriickt. Der dritte Integrand
soll ebenfalls nach de} umgeformt werden. Dies 148t sich leicht durch eine Umindizierung erreichen.
Wenn noch die Symmetrieeigenschaften des Kriimmungstensors beriicksichtigt werden, so erhélt
man:

ee?(éeg)RaﬁU = ee?(ée?)Rﬁa‘H = eeg(ée?)Raﬁu . (3.25)
(3.24) und (3.25) eingesetzt in (3.20) ergibt
0Spy = /dx4 e(—eée}engﬁKJ + ZegRaBU)(%? =0

& —elejelR 57 +2¢5R, )1 =0 (3.26)
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Das letzte Gleichungssystem, multipliziert mit eys als linear unabhéngigen Vektor, ist zu den
Einsteinschen Feldgleichungen dquivalent (Die umgekehrte Schluffolgerung ergibt sich, weil die
unten stehende Gleichung fiir Multiplikation eines beliebigen Vektor (es); aus dem Basissystem
{es} verschwindet.):

1
IJ KJ
R el(segR(w - 56156({[6}(6ng5 =0

1
<:>Ra5—§ga§R=0.

3.2 Die ADM-Zerlegung der Gravitation

3.2.1 Zerlegung des Lagrangians nach den Anholonomien

Die ADM-Zerlegung, die im néchsten Abschnitt behandelt wird, soll hier auf der Basis des Vier-
beins vollzogen werden. Es wird die Darstellung des Kriimmungskalars nach den Anholonomien
Q7K benstigt. Dazu formulieren wir den folgenden Satz.

Satz 3.2.1. Es sei O := eD[a<§Je§eK'@, D). Dann gilt fir den Krimmungsskalar bzw. fiir die
Lagrangedichte der Finstein-Hilbert- Wirkung

1 1
Lpy = e(QKLKQILI — 5QIKLQILK - ZQ“KQMK)—FO (3.27)

Beweis. Mit der Definition (2.2.5) gilt fiir die Skalarkriimmung:

Lgy = eR= eeo‘Mef(RaﬁMK = eef el (eK, Do Dgiénr)
= eeh D (€5, Dgénr)e™ — ey (D, Dgénr)e®™
= O0- eeiw[a‘]Kw,g]JMeo‘M (3.28)

Der Term O ist nach [Pel94] ein Oberfldchenterm. Dieser soll spiter weggelassen werden, da wir eine
Mannigfaltigkeit ohne Rand angenommen haben und O somit fiir die Einstein-Hilbert-Wirkung
nicht von Bedeutung ist. Es ist nun moglich, iiber die Gleichung

1
wol’ = Zear (@ +QIKT - QIVK) (3.29)

R (bis auf O) nach den Anholonomien zu zerlegen. Als Rechnung ergibt sich dann:
1 ,
eflj(waJKwﬁJMeaM —_ Z65'3(60(11(52LJ[( + QKLJ o QJKL)G{B(QIJNI + QMIJ o QJMI)ea]V[

1 ) 1
= 151{(5%[ -()0) = Z(QM‘H + Q™7 — QTIMY Q4+ Qarrg — Qunr)

—_ QJWJIQIJ]M +QMJIQMIJ o QMJIQJMI +QIMJQIJM +QI]V[JQMIJ
_QIMJQIJM _ QJIMQIMJ _ QJIMQMIJ + QJIMQMJI

1 ,
= Z(QQ‘”MQJMI + QMO0 0r) (3.30)
wobei in der letzten Zeile QM7 = —QIMJ heriicksichtig wurde. Der zweite Term in (3.28) wird
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Abbildung 3.1: Zerlegung des zeitartigen Vektorfeldes

in den Anholonomien analog durch

B JK M
epwg’ " wagnme”

1
— ZeieﬂL(QKIL +Q.]KL 7QIJL)6(1N(QNJM +QMNJ *QJMN)GQM

= Jmeo¥ - O0) =

-

J
(QK.]K +QKK *Q]KK)(QNJN‘FQNNJ *QJNN)
0 0

1
= Z(2QKJK)(QQNJN) = QxRN (3.31)
realisiert. Das Wirkungsfunktional ist somit gegeben durch:

1 1
Lpy = e(QKLKQILI - 59”“91“( — ZQ“KQMK)M) . (3.32)

Der Oberflichenterm wird in den nachfolgenden Betrachtungen weggelassen.

3.2.2 Die ADM-Zerlegung des Vierbeins und der Metrik

Die Formulierung der Gravitation nach Arnowitt, Deser und Misner [ADM62] ist durch den
Wunsch nach einer dynamischen Theorie motiviert. Voraussetzung dafiir ist die globale Hyper-
bolizitét der Raumzeit. Es wird angenommen, M sei topologisch dquivalent zu R x 3, wobei die
Koordinate R die Rolle eines Zeitparameters iibernimmt. Mathematisch wird die Raumzeit deshalb
durch eine Bldtterung von raumartigen Untermannigfaltigkeiten nach einem zeitartigen Vektorfeld
0; beschrieben.

Das zentrale Objekt der ADM-Formulierung ist weiterhin die Metrik, deren dynamische Entwick-
lung in den 10 Einsteinschen Feldgleichungen kodiert wird. Wird die Metrik nun auf eine der
raumartigen Hyperflichen eingeschriankt, so stellt man fest, dafl nicht jede beliebige Wahl mit den
Feldgleichungen vereinbar ist. So sind 4 der Feldgleichungen Zwangsbedingungen, welche von den
Anfangsdaten (d.h. von der auf {t} x ¥ eingeschriankten Metrik ¢) erfiillt werden miissen. Die
zeitliche Verdnderung der Metrik ist dann durch die 6 iibrigen Feldgleichungen (FEvolutionsglei-
chungen) determiniert, wenn die Einbettung der Hyperfliche und die Blitterung der Raum-Zeit
einbezogen werden. Dies geschieht iiber eine Zerlegung des zeitartigen Vektorfeldes, nach den —
die Hyperfliche aufspannenden — raumartigen Vektorfeldern, sowie dem zugehorigen senkrechten
Vektorfeld 7 mit Norm —1 (siehe Abb. 3.1). Es gilt:

Oy = Nii4+ N'9; mit N,N'eC®(M), i=1,23. (3.33)

Die hierbei auftretenden Funktionen N und N* werden als Lapse- und Shift-Funktion bezeichnet.
Sie sind durch

N = —g(i, 0;) (3.34)
Ni = g(0i,0¢) = goi (3.35)
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gegeben. Im folgenden mogen kleine lateinische Indizes nur rdumliche Koordinaten bezeichnen. Die
Hyperfliche ¥ ermoglicht nun die Definition weiterer mathematischer Objekte. So ist zunéchst zu
bemerken, daf die rdumlichen Vektorfelder auf M per Konstruktion ebenfalls in natiirlicher Weise
den Tangentialraum von ¥ aufspannen. Weiterhin 148t sich auf 3 eine eingeschrénkte Metrik
derart definieren, daf§ die Darstellung dieser 3-dimensionalen Metrik ¢ beziiglich der 0; gleich der
Darstellung der 4-dimensionalen Metrik g beziiglich derselben 0; ist, d.h. es gilt:

4 = qapdz® ® dz’ = gepda” @ dz’ = qap = gap - (3.36)

Fafit man die N; als tensorielle Objekte auf, so mégen deren Indizes des weiteren mit der einge-
schrinkten Metrik ¢ und ihrem dualen Komplement gehoben und gesenkt werden. Dies bedeutet
gleichwohl, da} die N; als 3er (3-dimensionale) Tensoren auf der Hyperfliche zu interpretieren
sind. Mit

goo = g(Nii + N'9;, Nii + N*0y) = N?g(ii,ii) + N*N*g(8;, 0)
=—N?+ NiNFgy, = —N* + N'N; (3.37)

und (3.35) erhilt man fiir die Metrik

_N24+ N°N, N,
Gap = .

3.38
Na Yab ( )

Die eingeschrinkte Metrik bildet in dieser Betrachtungsweise das Analogon zu den Ortsvariablen in
der klassischen Mechanik. 2 Thre zeitliche Ableitung entspricht den klassischen Geschwindigkeiten.
Entsprechend der Philosophie, das Vierbein als grundlegendes Konfigurationssystem anzusehen,
soll die Standard-ADM-Zerlegung (3.38) der Metrik an dieser Stelle — ad hoc — iiber eine Substitu-
tion der Vierbeinvariablen vorgenommen werden (man interpretiere die neu eingefiihrten Variablen
zunéchst als glatte Funktionen iiber M):

eor =NN; + N°V,;, ear = Var, NV, =0, NIN; = -1 (3.39)
Unbekannte : 1+4+4+3+12 =20
Gleichungen : 4 +12 +3 +1 =20

Es bleibt zu zeigen, daf diese Zerlegung wieder auf (3.38) fithrt, d.h. es ist die Metrik mit (3.40)
zu berechnen (interne Indizes kénnen mit 1 bel. gezogen werden) :

goo = ebeor = (N - NT + N*VI)(N - Ny + NV,;)
=N2N,N' + N .NIN®V,;+N-N*V,;N-N;+N® -V,' NV,
N—— N—_———

-1 0 0 Def: Ny :=V, V] N?
=—-N?2 4+ N°N,
goa = €peoa = (N - N' + N°VJ) - Vor = N - N'Vor + NV - Vo
= Na
= gao = Ng

I I
Gab = €al€p = Va[‘/;;

L —N2 4+ N°N, N,
Jap = N, Var Vil

Fiir die nachfolgenden Ausfithrungen wird die zu g inverse Matrix g*? sowie die Determinante
des Vierbeins, der Metrik und die der jeweiligen Inversen benétigt. Es soll hier zunichst ¢g®?
berechnet werden.

?Die Bezeichnung ¢ ist hierdurch motiviert.
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Berechnung von ¢°”

Es gilt :

g0 .. g% 1 0

—N? 4+ NN, N, . . _ i
( Na Val‘/b1> : : : - . . (340)
30 g33 0 1

Hierbei 1d8t sich ggo noch ohne Zuhilfenahme der obigen Gleichung berechnen :

1=e" " eor = (N-N;+NV,p) =’ NN; + N*. &0
~—~

0, denn a#0
& 1 =" NN, | .NT:N
NI
or
= -
N
NIN; 1
N g0 — 01 . 0, — Nz = TNT (3.41)
Mit der Definition von V4 iiber V4 V,; = 62 erhélt man fiir g2°
4 N,
- N,g® + Vi Vilg® =0 (3@1) 7# F TV Vig® =0
N, def N,
I 06 _ Va g IybVa _ ob
& VarVy 97 = — = Vavfm—g
Nb
0b _ b0 _
Berechnung der ¢ :
Ny N¢
Na’ : gOa + Va’IVE)Igab = g’ ~ ?\72 + Va’IVE)Igab = Z’
Ny N¢ / Ny N,
& VarrVilg®® = 69, — —‘;\m s velyh - ?\m velyb =g
NOPNe
b b
& gt =vyP - 7 (3.43)
Insgesamt ergibt sich:
s (=
g = N N b va 3.44
% VaIVIb _ NNZX ( )
Berechnung von det(g*")
1. Betrachte den Spezialfall D=3 : k% := Vaelyp
2 2 2
det(gaﬁ) — _]NV_; kll _ N1];/'1 k12 _ N1];72 — (I)\/' k{vl k{\é
_N? g1 NN opo2  NONZ 0 k21 k22
N N N
1 Nt N2 1 Nt N2
2 2 2 2 2 2
i ol 2|4 7%7; 7N]¥];,1 _ iy
7N_§ N2];/1 N2];I2 0 E21 ;22
N N N
. -~ 1 _N' _N?
N? N? N?
+ _N* N'N' O N'NZ| 0 k1l E12
%_3 _ley;ﬂ N]"y]2\72 0 k21 k22
N? N2 N2
1
=73 det(VVY) (3.45)
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2. allgemeiner Fall: gehe analog zum Spezialfall vor:

_1 _ N .. _NP 1 Nt
N2 N2 N2 N —NT
_ Nt gl NN gD _ NNP 0 L1l
af N? N? N?
det(g*”) =] . ) = .
NZ 21 _ N2N? 22  N2N?Z 21
Nz K- k= T 0 &
1 Nt NP _1  _N
~ N2 — N2 e N2 N2 N2
Nt NiN? NND 0 fll
-5 .
+1 0 k21 S k2D 4+t
: : k(Dfl)l
: 21 22 NP NP N?
0 k s k NT e

+ {Alle Permutationen mit 2" N — Zeilen " }

0
+ ...+ {Alle Permutationen mit 3" N — Zeilen " }

0
1 Nt NP
- —4& —
N NN NN 1
N2 N2 N2 alysb
+ = ——det(V*V,
: : : N2 ( 7)
NP NPN'  _ NPNP
NZ NZ N2

Berechnung von det(gqs), det(eqr)

1
1= det(g" - gag) = det(g°?) det(gap) = — 75 - det(VV}) - det(gag)
& det(gag) = —N? - det(VorVy)
= det(gag) = det(elegr) = —det(erq)? = det(egq) = Ny/det(ValVP)
Das inverse Vierbein sei hier nur angegeben mit:

or_ N NeNT

- el =yl 4 O VIV, =6, VIN =0.

N )

3.2.3 Abspaltung der Zeit

(3.46)

(3.47)
(3.48)

(3.49)

Ziel soll nun die Ableitung der Hamiltondichte der Einstein-Hilbert-Wirkung sein. Dazu ist es
notwendig, die zeitlichen Komponenten der Anholonomien im Wirkungfunktional abzuspalten.
Anschliefend ist es moglich, die zum Vierbein e,; konjugierten Koordinanten 7 zu definieren und
iiber eine nachfolgende Legendretransformation den Hamiltonian der Einstein-Hilbert-Wirkung zu
beschreiben. Die Rechnung wird durch die Brechung der Lorentzinvarianz des Vierbeins mit der

Wahl der Eichung

Nr = (1,0,0,0) = N’ = (~1,0,0,0)
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vereinfacht. Es gilt:

VIN, =0=VP =0

NeNY Ne
= eaO:Va0+ _ v

= 3.51
NI 1
oI
=—-——=(—,0,0,0 3.52
O =~ = (5:0,0,0) (352)
+ 0 0 0
3.51)(3.52) | — N
et CUEA T (3.53)
N,
NS
N
VNI =0= V0 =0 = eor = (N, N“Vy;) = (N, N%4g;) (3.54)
= ear = (0, €qi) 3.55)
N N“eai
(3.54)(3.55) [ O
€al = 0 Cai (356)
0
Man ist nun in der Lage die zeitlichen Komponenten der Anholonomien des Lagrangians
1 1
Lgg = 6<QKLKQILI - §QIKLQILK - 4QL1KQL1K>
abzuspalten. Das Ergebnis wird hier als Lemma formuliert.
Lemma 3.2.1. Fiir den obigen Lagrangian gilt:
Lem  =e(220"°0:" + Q% Q0" + Qe Q' — L(QFQypp + QOFD Q1) — 1QUFQ). (3.57)
Beweis. Wir fithren den Beweis in drei Schritten durch.
1. Berechnung von Anholonomien mit Zeitkomponenten:
070 = e el = e Ouep =0, da ey =0 3.58)
Qik = emeﬁjqaeg] = e“iebja[aelg] 3.59)
. . . 1 .
Q090 — e"‘oeﬁj@[aeg] = —eo‘oeﬁja[b eg] = —NebjﬁbN (3.60)
~~
#0, fiir a=0
QI — eaoeﬁja[ae’g] = e0ebi g e’g} Nebja[oe’,f] - Webja[ae’g] (3.61)
2. Zerlegung der Anholonomieprodukte:
Q™ Q" = ("0 + Q) (Qor” + Qi)
= Q"0 + Q"L + U 0L + QL
— QOZOQOIO + QOOO QOOO + QOOO Q?OZ + QOZOQ“i + QkOk QOOO +lekQOl0
~—~— ~—— —
0 0 0
+ 0% 0" + 0 = 90000, + 290004 ° + 05 Q0" + QT (3.62)
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OO e = QML+ QL0 = QMO + Q000 + Q0 Qio + %8 Qoo

0
= Q™ + Q% Q0 + Q0 Quor + Q%0 Qgor +Q7 Q10 Q7500

0 0 0
= QM + Q% Qo + Q700 (3.63)

OMEQL e = QMR QL + QM0 = QY F QL + Q5 Q ok + Q70 Li0 + Q7000
= Q% Qg + QO Qo + Q"% ugr + Q%% Qoor, 1 Qg +2°°Q0i0

0 0
+ Q19900 + Q%% Qgog = Q'F Qg + 20°% Qo + 2Q°0 Q040 (3.64)

0

3. Herleitung des Lagrangians :
. , 1 .
Ly = e(del€2'00 del + 200" Q" + 0% Qo + Q4 Q" — i(QZleuk + Q% Qo + Q2%000;0)
1 . 1 . )
- Z(Qthlik) - §(ka90ik + Q2%%Q0i0))

, . . . 1.
= (22" + Q" o’ + QT — 2 (QF Qe + QOED Q) — ZQllelik> (3.65)

1
2
O

Der obige Lagrangian 148t mit den Strukturen der Hyperfliche ¥ weiter umformen. Um die Nota-
tion nicht tiberzustrapazieren, sollen einander entsprechende Objekte auf 3 und M, bis auf wenige
Ausnahmen, nicht streng durch ihre Symbolik unterschieden werden. Den Ausfithrungen des vor-
herigen Kapitels folgend, ist die eingeschriankte Metrik durch (3.36) gegeben. Mit der Eichung
(3.50) ist die inverse Matrix zu ¢4 nach

boic _ _j b ic _ _j B ic _ _j ic _ ,j,Cc _ §c
qape; €' = ejejpe;e’ = elejpe; e’ = e)dje' = elei = oy
ab __ b _ic
= ¢ =eje (3.66)

zu berechnen. Ebenfalls ist e® invers zu eq;. Dies bedeutet, daf die eingeschriankte Metrik durch
die rdumlichen Komponenten des 4-dimensionalen Dreibeins ebenso berechnet wird wie die 4-
dimensionale Metrik durch dieses Vierbein. Deshalb sind alle vorangegangenen 4-dimensionalen
Gleichungen wegen der speziellen Wahl der Eichung auf den 3-dimensionalen Fall iibertragbar. Im
folgenden erkldren wir V angewandt auf Objekte mit gemischtem Indexbild durch:

VAR = Gp AR+ T AP, (3.67)
Der Term 2e£2'°Q;;" in (3.57) erweist sich als Oberflichenterm. Es gilt der folgende Satz.

Satz 3.2.2. Mit ®e als Determinate bzgl. raumlicher Indizes des Vierbeins und V als kovarianter
Ableitung auf X gilt:

26000’ = Via (N Pee Vyef) . (3.68)
Beweis. Als ersten Schritt zeigt man die folgende Gleichheitsrelation:
(3. . (3. . 1 .
260" °0;" 22N D ey, LMY oy <3>e<ﬁealaazv> (e?efa[bea)

=2 B eqaed, Neboyel, . 3.69
Y[ c]
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Im zweiten Schritt ist dann
Via(N (S)eebkvb] ep) =2 (3)eefa[bei] g0, N (3.70)

zu beweisen.

(Vo) (3)eebkvbeﬁ = —(0.N) (S)eebkwbklel“

1
= —5(&1]\7) (S)eebkebm(kal +Qlim, — le’")ez’

1
= —5(0N) @@ — M)ef = (9aN) Pe Q¥ ef

= (0,N) Pe eielcﬁ[beﬁ]ef = 0,N P eanca[beg (3.71)
1
—(VuN) ®ee* v 68 = 5(3172\7) @ et e, (™ 4+ QM — Q™)ef
1
— 5(8},]\7) (S)GBbknml(kal + lek . lem)
1
= 5(0N) Pee™ (Qui' + Q1 —%'y) = —(0N) Pee™ Q!
0
= —(8,N) Peed k= (0,N) Pee® Q| siche oben
= 9,N e eiq“ca[belg] (3.72)
= (ViuN) (3)eebkvb]ez =20,N ®e e},;qaca[bef} . (3.73)

Dies entspricht schon der rechten Seite von (3.70). Auf der linken Seite entstehen wegen der
Produktregel noch weitere Terme, die aufgrund der Behauptung verschwinden miissen. Dies wird
im Folgenden gezeigt.

N @eett v, Vyep = N @e O R (3.74)

N (3) ev[aebk vb] 6% =N (3) ew[akj . ezwb]kmema

. . 1 .. 1 ..
=—N 36 <leijiJ — §Qlijikj — ZQ”injk)

=-NGeO®R (3.75)
VOg=0=v®e =20y ®e=vPe=0. (3.76)
Mit diesen 4 Gleichungen verifiziert leicht man die Behauptung. O

Die Mannigfaltigkeit wurde so gewéhlt, dafl die Integration iiber Oberflichenterme verschwindet.
Der Lagrangian ist deshalb mit dem 3-Kriimmungsskalar gegeben durch:

1 ,
Leg =N (3>e(—590(’”>90kl + Q%% 00" + (3>R) (3.77)

3.3 Die Legendre-Transformation des Einstein-Hilbert La-
grangians
Die Form des Lagrangians ermoglicht jetzt eine Berechnung der zu den e,; konjugierten Variablen
T,
Satz 3.3.1. Es gilt:
oL

7%= o = 3) (0K g —2QOkk6“i). (3.78)
€ai
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Beweis.

= (;Z:i = (3)65;7’ (—%Qo(kl)onl + 0% Q07 + (3)R)
_N® ( ;QO (kD) 5(;27 - %QO’”M;S% + %M(Qko’mjoj))
—N® ( QO(kD) 001 QonkM)
éem 0€4i
=N® (QOW) ]1[ ea5i — 200" ;V aaw>: <3>e<90<’“’)eg —29%’“@‘“') (3.80)
O
Daraus 148t sich der folgende Primary Constraint ableiten.
Lemma 3.3.1.
L= eFnteq ~ 0 (3.81)
Bewets.
78 = Pe(Q0 ;)™ + 201" e?) (3.82)
Theas = Pe(Q01j) 08 +200,70;5) = Pe(Q0(4j) + 201" 555) (3.83)
mhea; = (0 (js) + 200" 055) = (Q°(5j) + 201" 0j5) = Tleas = Tleq;
O

Nachdem die konjugierten Variablen definiert sind, ist die Legendre-Transformation des Lagran-
gians durch den folgenden Satz gegeben.

Satz 3.3.2. Es gilt:

H = 7% — L+ ML

N . 1, . ) )

_ o (2 (3),2 (3) _are, . (3) ai T
= 50, <7r i 2(7TZ) 2e R> N€ci W' Dym® + A L*. (3.84)

Beweis. 1. Inversion der Gleichung 7% = (3)e(Q0(kiea — 200, Feai) .
ﬂbjebj = (3)6(Qo(kj)eZebj — QQOkk ebjebj) = (Qo(k])d 600 k)
3
= —4 B0, " (3.85)
2. Berechnung von 7%m,; in Termen von Anholonomien:
e (S)e(QO(M)eg — 2onke‘”) s g 1= (3)6((Q0ki + Qoik)eak — QQOkkeai) (3.86)
7Tai7Tm‘ = (3)62(90(“)62 — QQOkkeai)((oni + Qoij)eaj — QQOJ‘jem‘)
_ (3)62(Qo(ki)(90ji + Qoij)eﬁeaj . QQO(M)QOJJekeaZ _ QQOkk(QOJi + Qoij)eaje‘”
+40°,700 F (e%ey))

i ; j i j kno i k j
- (3)62(QO(k )(oni + Qoij)(skj - 4Qoi QOjJ _ 4QOk Qoi + IQQOk QOjJ)
= BN 4400500 %) = —2 B2, + 20070, 7)  (3.87)

1
= o mai = Lok +20% "o,
1 ai k j i
= —mﬂ' Tai —on onj = EQO(k)QOkz (388)
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3. Mit Hilfe des Primary Constraints zeigt sich, dafl 7% - wq;? = W“ie’;Qj ki gilt:

Waiel;iji = ﬂ_akef‘Iiji = Waieggjik (3.89)
ﬂ“ie’;Q;ﬂj = ﬂ“keiﬁkij = ﬂ“iegﬁikj = —W“iegﬁkij = ﬂ'aieijkij =0 (3.90)
(3.91)

und somit

o 1 . _
ﬂ,azwalj — ﬂ_az_eak <Qki3 +iji _ Qljk>
2 ~—~—

=0
= "5ca <QJ ki + QJm) O paickiy, (3.92)
4. Es gilt 70, e4; = m%eke?0, epy, denn:

b

ai ai sk $b ai k _c_j b aj k _c i aj k_b
T (0yeqi) = T 0,0 €0 = T ecejere;Oyep, = e ejeq e 0yepr = T e €0, ey,

= 1%k el D, ep (3.93)
5. Behandlung des Ausdrucks —N°¢e; ()D, 7% in Hinblick auf die zu beweisende Gleichung

(Oberflachenterme werden vernachléssigt):

— N, OD,n% = + (3)Da(Nceci)7T“i + Oberflichenterm (3:54) (Oae0i + Ncecjwaij)w‘”

(321) (8ani + Ncecjeiﬁjki)ﬂai = (8a60i 4+ Ncl ec/jeﬁ(ejbez(?[bec]i))ﬂ“i

= (6a607; + Nba[bea]i)ﬂai = (a[an]i + Nbﬁ[bea]i + aoeai)ﬁm
= (—B[Oea]i + Nba[bea]i)ﬂ“i + éaﬂl’ai

—~

_ 1 N* '
3.93) N (—Ne?eﬁa[oeb]k + Wegega[ceb]k) team”

= N7¥efQoip + 1€, (3.94)

N Waie’;QOik =N (3)€(Qo(ij)e?€§90ik — Qon e‘”eijOik)
=N (3)6(Qo(ik)90ik — QQOjJQOkk)

= — N Dy = N @e(Q00R) 0 — 2007 Qor®) + éqim® (3.95)

Wird die intrinsische Kriimmung der Hyperfliche (3) R auf beiden Seiten von (3.95) addiert,
so ergibt sich:

. 1 ) .
(3.95) = —N®, D,z — N <3>e(290<1k)90ik - QOjJQOkk>

=N (3)e<—Q0(ik)QOik -0’ QM) téqm® | —N Ge®R
. 1 . ; .
= —Nceci (3)Da7TM - N (3)6(5(20@@902*]@ — QO]‘JQOkk +(3) R>= ém‘ﬂ'm - L. (396)
6. Herleitung der zu beweisenden Gleichung:

4 (3)e2

(3:85) <3>6<1ﬁaiﬁai

1 . ) . 1 ) )
N (3)6(590(1”)90]“' - onkQOjJ +(3) R) (3:88) N (3)6(_—ﬂ_azﬂ_ai _ QQOkaOjJ +(3) R)
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ai, _ p (3.95)(3.97) N
= T — L = 100,

(ﬂ'mﬂ'ai — E(Wjj)Q — 4 B2 (3)R> —N¢e; OD,n%
(3.98)

Die Formel ist korrekt bis auf den Faktor 1/2 der rechten Seite. Eine Variablentransformation
ergibt die richtige Gleichung. O

Die Faktoren N und N¢ wirken in (3.98) als Lagrange-Multiplikatoren, so dafi man insgesamt das
folgende System von Zwangsbedingungen (Constraints) erhiilt:

L= eijkﬂ'?eak =0 (GauB-Constraint)  (3.99)
He = ey IDun® =0 (Diffeomorphismen-Constraint)  (3.100)
1 ) 1 .
H = 160, (W‘“m“- — 5(777j)2 +4®)e2 (3)R) =0 (Hamilton-Constraint)  (3.101)
e
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Kapitel 4

Einfiihrung der Ashtekarvariablen

Wir werden zu Beginn dieses Kapitels die Verbindung von [Pel94] zu [ThiO1] herstellen und an-
schlieen den Betrachtungen in [Thi0O1] bis zum Ende dieses Kapitels folgen.

4.1 Erste Transformation: Die extrinsische Kriimmung und
das gewichtete Dreibein
Die extrinsische Kriimmung ist definiert durch:
Kap == —9(V0a, 1) - (4.1)

Damit 148t sich die extrinsische Kriimmung wie folgt durch die rdumlichen Christoffelsymbole
ausdriicken (siche [BM]):

1 19 1o
= o(TC.0..7) = FO — N¢ _ _ab __ —ab pye
Kap o = g(I'g0c, 1) 9( ab90; 77 (90 5c)> — 90, 80) = 5> N°g(o, 0c)
FOb 2 1_\Ob 0
=Y (-N N¢N.) — -22N°N,=-T"), N . 4.2
N ( + ‘) N = ab ( )

Die Konfigurationsvariablen 7, sind, wie vorher schon angegeben, durch die Anholonomien 2,45~
ausdriickbar. Dies ist der Grund, warum die extrinsische Kriimmung ebenfalls durch die ) darge-
stellt werden soll. Die Umstellung geschieht durch Ausnutzung von Dyerg = 0.

0= 0ner5 — I‘lﬁeh +w.rlers & I‘lﬁeh = Ouerp +war’ess
= foﬂ = 615(6(1615 + walJng) . (43)

I'% ist somit gegeben durch:

1
9 = (Duemy +wy’en), 140 fir IT=0, %= N
1
=« (Gacor + wag”en), €0 =0
1 1 ; (4.2) ;
- Nwao']eﬂ? = y@a’ev = Kap=-Tgy N =—wy’ejp . (4.4)
In den w sind die gewiinschten Anholonomien enthalten.
i_Y kg i i el kg iiai _qiy_ Ll i_qJ
wao” = 5€q (g + W peg = Q') = ey’ + 4o —Q071) = 5ea (R4’ — Q')
2 2 N , 2
0
_ 1 Ok Iky 1 Q (k) 4
= §€ak(_ o — ") = _§€ak 0 (4.5)
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(4.4) mit (4.5) umgestellt nach den 2 ergibt :

QO — o[ el (4.6)

0 h b
Q° = —Kapee;, .

An dieser Stelle soll als erstes der Hamilton-Constraint {iber die extrinsische Kriimmung ausge-
driickt werden. Hierzu miissen notwendigerweise die 7% und 7! ersetzt werden durch K4, d.h. die
K’s sollen letztendlich die Funktion der 7’s als unabhéngige Variablen iibernehmen. Die Kanoni-
zitét dieser Transformation wird spéter bewiesen. Fiir den Hamilton-Constraint erhélt man:

1 A 1.
H = —F (7r‘“7rm - 2(7r§)2> —-®e®R

(3) )
(327) Te(*QO(kl)QO( ki) + 4Q Q ) (3)6 (3)R

3) )
= UM Koy K oelef, — de™ el Kupe e Keg) = Ve DR

= Oe(KapKea)((eef)(el) — (eep)(e¥ef)) — Pe PR, (4.8)
wobel in der zweiten Zeile noch
L otkiyeo L ayoki)ao
S = T g (4.9)

benutzt wurde. Die extrinsische Kriimmung ist als Tensor der Hyperflache aufzufassen. Das be-
deutet insbesondere, daf sich die Indizes von K,p mit g, bzw. ¢?° ziehen. Fiir die Gleichung (4.8)
bedeutet das:
H = (B)e(Kachd)(qvabd qachd) (3)6 (S)R — (S)S(KCchd o K2 _ R)

="} (K“K,y— K?— ®R). (4.10)

Als néichstes soll der Diffeomorphismen-Constraint umgeformt werden. Man geht hierbei analog

zum Hamilton-Constraint vor. Zuerst ersetzt man 7% durch die Triade (d.h. durch das Dreibein)
und die extrinsische Kriimmung.

= (3)6(90(“)62 — 200, Febty = — (3)6(Kace“keCi262 — 2K, .eel ) (4.11)

2 Be(Kbe — Kce™) (4.12)

Dieses Ergebnis ist in den Diffeomorphismen-Constraint einzusetzen.

bt (4 12)

Ha = eqi Dy Dy(eqim?) = =2 OeDy(Kbe e, — KS08) = —2 ®eDy (Kb — K68)  (4.13)

Die Berechnung des Primary-Constraints ergibt lediglich eine bekannte Symmetrieaussage fiir die
extrinsische Kriimmung. Hierfiir soll zunéchst der Term W]‘?eas berechnet werden.

j (45&4.7) . (3)e(Kab€g€?‘ — 2K(Sjs)

’/quas (3_83) ®) (Q (sg) — 2onk(sjs)
Aus dem Primary-Constraint folgt schliellich:

Kapeleh = Kgpefel | e’ = K" = Kupg*q™

= K= K (4.14)

Damit wurden alle Constraints als Funktionen der Variablen K, und e,; ausgedriickt. Als weiterer
Schritt soll die Umformung von den Dreibeinen (Triaden) zu den gewichteten Dreibeinen Ef

berechnet werden. Die Kanonizitéit dieser Transformation (7% ep;) — (K¢; Ef) wird im Anschluf}
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gezeigt. Das gewichtete Dreibein ist eine der beiden Ashtekarvariablen (bis auf Skalierung). Es ist
wie folgt definiert:

E} = e det(el) = (3)66?, Bl =el det(e}), Eaj := €qj det(e®), E% :=e" det(e,;)  (4.15)

EJ ist somit invers zu E¢. Der Hamilton-Constraint ist nun gegeben durch:
M= K~ KURied) — 0 O
= ¢ VKB, - KYKUBES) — ¢ O
= VPUEY B (KLE) — (K Ep)?) —q' 2 R (4.16)
Aus den Primary-Constraint ergibt sich:
Kea—Kae =0 |e§ = KleSeq—Kioi; =0 |ef = Kee§ — Kgeff =0
= K{Ejq=0 (4.17)
Der Diffeomorphismen-Constraint berechnet sich analog zu:

Hao = —2BeDy (KL — K%)= —2 ®eDy(Kieh — 60 KleS) = —2D,(KIE? — S KIES)  (4.18)

4.2 Nachweis der Kanonizitit der 1. Transformation

Man ist also von den Variablen 7% und e,; zu den Variablen K. und E} iibergegangen. Die
Transformation soll jetzt gewissermaflen riickwiérst betrachtet werden. Das heifit es wird

{E{(z), Ki)}p.x = 60656%(x —y), {E},EQlpx =0, {K Ki}px=0 (4.19)

gesetzt. Die Transformation (eq;, 7%7) ~ (E¢, K1) ist kanonisch, wenn die Poissonklammern inva-
riant gelassen werden, d.h. falls mit (4.19) gilt :

{7 (), enj(y) B = 5;,’5;53(35 —y), {77k =0, {ewepitrx=0 (4.20)
Als Aussage soll damit folgende Satz beweisen werden.

Satz 4.2.1. Der Ubergang von den Triaden e;, und ihren zugehérigen Impulsen % zum gewich-
teten Dreibein EY und der extrinsischen Krimmung K7 ist eine kanonische Transformation.

Beweis. Zur Erinnerung: Fiir die Poissonklammern gelten die folgenden algebraischen Relationen:

i) Bilinearitét: {f, g} ist bilinear in f und ¢ (
ii) Antikommutativitat: {f, g} = —{g, f} (4.22
iii) Jacobi-Identitat: {{f, g}, h} + {{h, f},9} +{{g,h},f} =0 (
iv) Leibnizregel: {fg,h} = f{g,h} + g{f, h} (
Da e, = eqj(E{) ist, folgt sofort: {eq;,epn} = {ea;j(EL), epr(ES)} = 0. Womit bereits eine der

Relationen von (4.20) gezeigt ist. Als nichtes sollen die Poissonklammern {e,;, 7%} betrachtet
werden. Zu deren Berechnung werden noch einige Relationen benstigt. Mit f, g, h, s (e?), td(e2, EY)

41



als beliebige Funktionen gilt:

a) E = det B} = det(e] det(el)) = det(e)? det(ef) = det(el)? = E= ®e2  (4.25)

b) Aus der Variation des Kriimmungstensors ist schon bekannt:

§(det g) = (det 9)9°76gap = (detg)tr(g~'dg) =  d(detg)/g = g*6gap (4.26)
c) {®e, f} = 2(3) {E, f}, denn :

{@e?, 1 = @e{ e, f} + Bef Pe, 1 =2Fe{ Pe, 1} (4.27)

1

Y ?{f’h}:‘f{?h} - {Frp o} 2
e)  {detsi(ef),ti(ef, E})} = (dets)s,{sf,t]} (4.29)
g)  {fg,fh}y = f*{g,h} + fo{f. b} + fhig, f} (4.30)
h) {®e, K7} U270 ﬁ{E,Kﬁ} U2 @epipe Ky = %e{) (4.31)

Damit ist {eq;, 7%} in folgender Weise gegeben:

i c iy (4.12) EY ; ;
{eajs ™} = —egjea{e™, T} = —ecjes{w, —2 @e(Kj e — Klefet )}
Ef
RN Wy
= 20 ekeeehb{ K’}—2 Beedebie -ek{ Ej K }
- cj h 3)e’ h €%a) (3)’ d
1 )
= 2@ee jeles et (S)eei{w, K’}JrQGCjeZefLehb{Eg, K}
, 1
—2¢debie el {Bf KN} — 2 Peelebic,  ekef (3)6{(3—)6,Kg}
(4.28) —2e.;ekqes { Pe, KT} + 2e.ef e’ e {EL, Ko}
—2efebie ek ogon 4 2efee jekes { Pe, KNI}
(431) —eq;q%el 4 2e.ele e 6CS Ly, — 2eqi0%e” 4 eqef el
= —eqjq%e + 2635} — 2eq;e" + 3eq e = 2635} . (4.32)

Der Faktor 2 liaBt sich noch durch eine zusitzliche Transformation K! — %Ké absorbieren.
Der Berechnung der letzten Poissonklammer {7 7%/} erweist sich als am umfangreichsten. Aus
praktischen Griinden soll zunichst {K®, e%} betrachtet werden.

. gty g N
ai ,bjy _ ,ac i — % bj ac by i
(K%, et} = ¢ {Kc,—(3)e} G KLEY 4B {Kc,—(3)e}

ac

ab
4" i L b (3) 0 48D 4V o obi pai
= —(3)65 . 21 EY{K., Pe} = (3)65 +2(3) e’ . (4.33)

Gleichung (4.33) liefert noch die folgende niitzliche Vertauschungsrelation : { K% e} = { K% ¢},
Mit (4.32) ist { ®e, 77} durch :

(4.32)

{®e, 7} = e Clefey;, 77} e Beglsl = Beebs (4.34)

zu berechnen. Des weiteren 148t sich

{K“ K"} =0 (4.35)

42



zeigen, denn wegen
RO M) = KK, he) = KR {K™, ) + Kief (K, ¢'F)

@33) iy b (i L 4k iod L [ absik L ai bk
= Kdek—(3)€< ) +2€ e |+ K ey @\ 4 0 -|-26 e

1 1 o - 1 o
_ aj ,bi ~gsbj ai  gprij ab = gobj ai
= G, <K e’ + 2K e K"Yq¢* + 2K € >
— (3)6 ( 26 ebz + ij et _ KU qab) (436)

erhélt man fiir
{Kai’ij} _ {qacKé"qbdK(ji'} _ qac{Ké"qbdKi} + Ké‘{qacvqbng}
— qacK‘g{Ké’ qbd} + Ki{qac’ Kjb} — Ké{Kai, qbd} _ Ké'{Kjb, qac}

436

Fiir {7, 7%} ergibt sich schlieBlich:
(m9 71 = 4 B2 et [T N} — (K — Kt Pe,2 Be(K0 — Kei))
—2(K% — Keb){2 Ge(K? — Ke), ®e}
= 42K — Kev Kb — KeP} + (%)eﬂ"“'{ e, 7%} + (3L)€7Tbj{7l'ai, e}
=4 ®2{K9 K" — KeP) — 4G e2{Ke¥ Kb — KeP} 4 27%eb — 27%7 e
— 4 ORLR K ety — 4O 2t KV} 1 4B 2 (Kot KM} 4 2(ntiebd — bi )
— 4R DY 4OV RK K o) - 4 P2 e KN}~ 4G 2eti g, feh KV
+4 @2V KK, e} +4 B e2eb K{e® K} + 2(n%eb — 7% ¢
— A ORK MK ) 4 B2t [t [T 44 2ot e, (KN )
44 B2 e [ KM 4 2mieh — mbieod)
= — 4O (K, + Kegn) e {K9 ey + 4 P2 (K, + Keep)e®{ K% e} 4 2(n%ebd — 17 e)

=4O Ky + Keey)e¥? (—L(Sih +

ai ch ai by _ __bj ai
&P 5@ ¢ >+2(7T e 7w e™)

be
(3) 2 ai( _ 9 sih L higen
+4e*(Kep + Keep)e ( (3)65 Jr2(3)66 € )

Ked

—_4 (S)eebj (Kaz + — Ke% 4+ §K6m>+2(7rmebj o 7_rbjeaz)

Keb

+4 (3)66‘“(—ij + Keb §Kebj)

= — 4e% (3)6(—[(” + Ke®) + 4e (3)6(—ij + Kebj) + 2(77‘“6“ — i)
— 27Taiebj + 27Tbjeai + 2(7Taiebj _ ﬂ,bjeai) _ _Q(Waiebj _ 7_l,bjeai) + 2(7Tai€bj _ ﬂ_bjeai) =0

Damit ist gezeigt worden, daf die Transformation (eq;, 7%) — (E¢, K{) kanonisch ist. O

4.3 Zweite Transformation: Die Zusammenhangsvariablen

Um die letzte Ashtekarvariable zu bilden ist zunéchst noch die Einfithrung eines Skalierungspara-
meters 0 notwendig. Sei also § eine komplexe Zahl # 0, dann ist die Transformation

) 1 , )
(B¢ 1) — (DB = 5B DK = BK)) (4.37)
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kanonisch, wie man leicht sieht. 8 wird als Barbero-Immirzi-Parameter bezeichnet. Driickt man
die w durch das gewichtete Dreibein aus, kann das Dreibein gleich wieder durch (P E! ersetat
werden, da die w invariant unter dieser Reskalierung sind:

) 1 . 1 Ele[i Elbk] El
ik _ e[i k] bk] 1 k] 721/2 1/2
w,"™ = 56‘)[ (8[,166] + ePMle WObeel) = ==+ (8[,1 (EE]E / >—|— 73 7172 8;,( LB ))

2 E1/2
= %gl/[Q <E1/28[a + 2E V20, B + EM ELEY20, By + 2Ebk]ElE E~ 1/28bE)
— lEe[i<a Bl + — B0, E+ E™MEL0,Eq + LEM g 0 E)
5 [atse] 2E a) vbel + 5 elOb
_ lEe[i(a Ek] bk] gl eli k] ik] l
=3 By + E™M B0y Ea) + 4E ( e 0a B+ — EaEelabE>. (4.38)

Da E! zu E¢ invers ist, transformiert sich E? mit E! — PE! = BE!. Das bedeutet insbesondere,
daB Pw * = w, *(PFE)) =w,* (VE]) = w,* gilt. Eine wichtige Gleichung die unmittelbar
zur Definition der zweiten Ashtekarvariable fiihrt ist im nachfolgenden Lemma formuliert.

Lemma 4.3.1. Es gilt:
OuES + €uI*E* = D,E =0, (4.39)
wobel wyip =: qlkffl
Beweis.
0=Dy,E} = Da( (3)eequba) = (3)eqb“Daebj
3)€qba3a€bj _ (3)eq”“1“2becj + (3)eqbawajkekb

ba ec

1
= (S)eqbaaaebj - 5 (3 )eq q €cj (aaq})e + aane - 3@‘1{117) + wajkElg

1
_ (3)€qbaaaebj _ (3)€€cj (_5gaaqab - iqecqabae(eﬁebk)> +wajkE;€l

= (3)eqb“8aebj + (3)eebj0aq“b + (3)66 e?* D epr + w, E,‘c1

= ®ed,(¢"en;) + eijkaeebk + Wy o

(129 ®edy(e) + 50 Pe) + wajkE,;‘

= 04(E}) +w,; B = 0,(E}) + ej T, B (4.40)
O

Bemerkung 4.3.1. Man erhélt dieses Ergebnis auch, wenn man das gewichtete Dreibein als in
den beiden Indizes zweifach gewichtete Grofle interpretiert und fiir D auf den Gewichten einen
induzierten Zusammenhang wéhlt.

Diese Betrachtungen sind ebenso fiir die bereits durchgefiihrte Reskalierung richtig. Der Primary-
Constraint (4.17) 1iBt sich auch als G; := €;;; K¥E = 0 schreiben. Mit Gleichung (4.40) erhélt
man somit:

0=0+ e (B)K(l: (B) gek — . (B)EJC» + Gjlkrlc (8) pek | €tk (5)Ké (B) gek
= 0. DES + (T + DKL) D pek (4.41)

Gleichung (4.41) legt die Definition eines neuen Zusammenhangs und einer neuen Zusammen-
hangsvariable nahe. Man definiert :

(B)Ai =T 4 (5)[(73 (4.42)
Ap, D ES =0, PES + e AL D E* =0 (4.43)
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Mit den neuen Variablen erhilt man abermals eine Darstellung der Zwangsbedingungen. Dazu sind
noch einige Rechnungen anzustellen, die den Abschlufl des vorliegenden Kapitels bilden werden.
Dazu definiert man:

Rl = 0T + €8, Ty (4.44)

und DRI, =0, DAL+, Dl DAL, (4.45)

Es zeigt sich zunéchst
Rapji = € R, (4.46)
wenn man
Rapji = Opqwy)ji + w[ajkwb]kl (4.47)

akzeptiert (siehe [Pel94]), was mit den Mitteln des Kapitels (2.2) leicht zu beweisen ist.
Beweis. Der zweite Term in (4.47) 148t sich iiber
WiajikWy) * = sy T3l = erjuc®y (D30} — T30L) = (8085 — 8;10,) (D3T) — T3TY)
= (84651 — 6105t — 0j50u + 0045 ) L5y = (854051 — 8j50u) T
= exjie’ 1, Lalh = eue o oL} (4.48)
in den neuen Variablen ausdriicken und man erhilt damit:

(4 (4.48

A7) k )
Rapji =" Oawijji + wiajnwy ;= €m0aly + ejnie” o Io = iRy

Lemma 4.3.2. Fiir den Diffeomorphismen-Constraint gilt
Ho = D, DB (4.49)
Beweis. Denn aus der Definition (4.45) ist
(B)ng = 9 (B)Ag] + 6jkz DA% D A} = 8[a(ri] + (B)Kij) + €jkz(rg + DR T, + DKY)
= 0Ty + 00 DK + € (ThT} + T DK} + T, DK + DR O Ky
— T+ TET) 4+ 0 DK + &, T DKL+ Ty O Kk + ), DKL Ok
4 ijl (B)K,l, (ﬁ)Kf (4.50)

= R}, + D DK},

zu berechnen. Eine Verjiingung von (4.50) mit (5)Ejl? ergibt

1

B pi B pb —
()Fib()Ej—ﬁ

R}, B} + E?(D[aKg}) +e BKIKEES
_!
B

Um (4.49) zu zeigen ist also das Verschwinden des ersten und dritten Terms in (4.51) nachzuweisen.
Fiir den dritten Term ist das wegen G = 0 trivial. Fiir den ersten Term hingegen bené&tigt man
die folgende Symmetrieeigenschaft des Kriimmungstensors

R}, ES + E}(DKj)) + BKEGy . (4.51)

Rabcd + Radbc + Racdb =0. (452)
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Denn wegen

R}, E} = ; “lejuetey Ry, = %edeRabcd (4.53)
erhiilt man mit (4.52)
" Rapea = —€“*(Racav + Raave) = —€"““Racar — € Raape = —2€" Rycar
= 36" Raped =0 = " Rypea = 0 (4.54)
und deshalb
E'R}, =0, (4.55)
was gerade zu beweisen war. O

Es bleibt noch die Betrachtung des Hamilton-Constraints.

Lemma 4.3.3.

1 ,
H = % (ﬁQ (Q)Fibejkl (B) gak (B) bl | + (14 8%)( 8) E[b (ﬂ)EC] (ﬂ)Kh (B)Kl))

2 .
~ DG (4.56)

Proof. Man bemerkt :

eju D E, DB DB = %EkleZbEakEbl + i P E*X P ED, (B)Kg]
+ €jmn€jkl (B)K;n (5)[(1? (B) gak (B) bl
_— @R - ;E“jDan 4 (SOt — SoiSse) K™ K% BV
== @R + K"K} ESEY — KI"KJ'EYE), — %E‘U’Dacj
—— Rt (KTEL) — (KT B} EY) - SED,G;

Bringt man den zweiten Term der rechten Seite auf die linke Seite und ergénzt diese schliellich
noch zu H, so erhilt man nach Multiplikation mit 32 und Division durch V@

2

H = —ﬁ ey DI, (D) gak (B) bt 1 (ﬁ ! )((KmE“)(Kb El) — (K;"E;V)—BE“J‘DGGj

% ViV
- 526#@1 (B)Fjb (B) pak (B) gol 4 + (14 52) ( (8) K’" (B)Ea)( (B)Kgl B) gt ) —( B) ggm (B) ga )2
\/a a m a m

2 .
—BE‘”Dan,

was auf Gleichung (4.56) fiihrt. O

Diese Formulierung ist insofern inkonsequent, als dafl (4.56) noch die extrinsische Kriimmung als
Variable enthilt. Dies ist dadurch zu begriinden, daf§i man anfiinglich 3 = i setzte, um den zweiten
Term zu eliminieren. Die Constraints sind aus Ubersichtsgriinden bisher ohne die zugehérige Inte-
gration dargestellt worden. Integriert man H, so ist zu beriichksichtigen, daf es sich bei dem Term
%E“j D,G; Oberflichenterm handelt — dieser also bei Integration verschwindet. Deshalb 148t sich
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ein neues System von Zwangsbedingungen aufstellen, in dem man diesen Oberflichenterm wegléft.
Insgesamt erhilt man:

1 - i )
H = % (52 (B)Fibejkl (8) gak (B) bl | (14 52)( (B)Eﬁ‘ (ﬁ)EZ] (B)ng (B)Ké)): 0
H, = (6)Fj (ﬁ)Eb =0
G, = ()p (ﬁ)Ec_a E+6lk(ﬁ)Al()Eck:0.

4.4 Nachweis der Kanonizitit der 2. Transformation

Um die Kanonizitat der Transformation (E?, K g) — (B Eg, (ﬁ)Ai) zu beweisen, mufl
{ DAL @), DAY)} = { DB (2), DENy)} =0, { DB (@), DAY (y)} = 65656 (2,y) (4.57)

mit den Poissonklammern von (4.19) gezeigt werden. Die Transformation mit /3 ist in diesem Zu-
sammenhang leicht zu zeigen. Der Ubersicht halber soll der Index 3 deshalb in diesem Kapitel
weggelassen werden. Da die I'2 nur von den E]b abhéngen, sieht man leicht die zweite und drit-
te Relation in (4.57). Die Hauptschwierigkeit liegt darin, das Verschwinden der Poissonklammer
zwischen den Zusammenhangsvariablen aufzuzeigen. Hierzu bemerkt man zunéichst (ohne Beweis)
das folgende Lemma.

Lemma 4.4.1. Es gilt:
) et Pefl - oefl = und (4.58)

d(efy) = (def)p - (4.59)

Damit 148t sich als néchstes das folgende Lemma beweisen (der Nutzen von Lemma (4.4.2) wird
spéter ersichtlich werden), wobei der Argumentation von [Thi01] gefolgt wird.

Lemma 4.4.2. FEs gilt:
/ dz BT =0 . (4.60)
b
Beweis. Fiir den Term E®T% erhilt man (D = 3)

BT = (3)€€?§€zjk(5(€z [€ja,b — €bj,a + ejealelc,b])

1 .
= §€”k (3)6(635(62 [eja,b - ebj,a]) + 51l6(eke]€c p) +ef eke ec pO€al)
= —e7F Oe(§(e%ellejan — epja) + €heSeics) — 6(e2)el[e; epjal +edel €5 el deqr)
9 i Ck1Cja,b bj,a k€jCicb i JCk1Cjab = Cbja k c,bVCal
. 1
S Oe(S(efedejan — elefean + eneteian) — 6(ed)eplejan — €bjal) + 2€ad’ LvOear
1 .. 1
— ie”k (3)6(5(6“(3%6]& b+ eke €ajb + eke €iah) — 5(6?)6%[63‘&7(, — €yj.a)) + Qe“d’ ! b0€al

— %eijk Be(s(eh)elejan + 0(ed)ebena + hetd(ejan)) + ;ea‘:b L ydear

_ %eijk ) eel 265 e1,) + ;Eacb L S(ewt) = ; ik ) gl el €0 (er,) + ;eacb L S(ew)
_ %eacb(ega(em,b) — el y0(ear) = f%eabcab(ega(ela)) - ab( ;eabcel(;(ela)) .

Da dies ein Oberflichenterm ist, folgt

/ EfoTida® =0 .
2
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Uber (4.4.2) erhélt man nun eine Darstellung der Zusammenhangsvariablen. Ideen zu den nach-
folgenden Ausfithrungen finden sich in [NM93].

Lemma 4.4.3. Die Zusammhangsvariablen lassen sich mit den Poissonklammern als
{F.K.}+ K, = A, (4.61)

darstellen, wobei F durch
F::/d%T’gEZ (4.62)
b

definiert ist.
Beweis.

. , : 6 [ P2’ TEEY 6K ;
FK}+ K, = /dgx’E’“Eb,K;}:/dx” bk a4 KD
(K1) {[atwsiet rf= [ ar L SE0Bas

2 /E dx”( /E d%’rfa(x’,z“)agai)a(x“,x)agé;+K§

= I +K,=A4,

Damit 148t sich der entscheidende Satz beweisen:

Satz 4.4.1. Die Poissonklammer zwischen den Zusammenhangsvariablen verschwinden. Es gilt:
(AL A} =0 . (4.63)
Beweis. Mit (4.61) gilt

(AL Ay = {FEKD+ K {F K} + K]}
= (L5 T3+ {KG, K} + {{F K}, K} + { K, {F KDY
{F KL} K + {7, FY L KG)
= {({KLK{}.Fy=0 ,

wobel im vorletzten Schritt die Bianci-Idenditit verwendet wurde. O

4.5 Der Gauf3-Constraint und die Interpretation der Ash-
tekarvariablen im Rahmen von Yang-Mills-Theorien

Der auffilligste Vorteil der Ashtekarvariablen ist die Moglichkeit, diese im Rahmen einer Yang-
Mills-Theorie zu interpretieren und die Theorie der Gravitation so den Theorien der anderen drei
Grundkrifte der Natur anzundhern. Wie dies geschieht, ist nun Gegenstand dieses Kapitels.

Als erstes betrachten wir die in Kapitel 4.3 vorgenommene Zerlegung der Zusammenhangsvaria-
blen wg;r nach Variablen Ffl, welche wir iiber die Gleichung wg;; =: eilkffl definiert hatten. Es
ist zunéchst zu bemerken, dafl die antisymmetrischen Tensoren zweiter Stufe in drei Dimensionen
einen dreidimensionalen Vektorraum aufspannen. Dies impliziert einen Isomorphismus zwischen
den antisymmetrischen Tensorfeldern zweiter Stufe in drei Dimensionen und den ebenfalls dreidi-

mensionalen Vektorfeldern. Die angesprochene Zerlegung

1.
r, = §€Zlkwaik (4.64)
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ist gerade ein solcher Isomorphismus zwischen den antisymmetrischen Tensorfeldern w, zweiter
Stufe und den Vektorfeldern T', (alles in drei Dimensionen und alles iiber der Hyperfliche X).
Insgesamt kann man also die I's, in einem Zwischenschritt, als Tensoren zweiter Stufe interpre-
tieren: I' = I' dz® ® & . Diese Sichtweise erklirt auch, warum man im Rahmen der kanonischen
Transformationen nun die Moglichkeit besitzt, zu den I's das G-fache der extrinsischen Kriimmung
(welche ihrer Konstruktion nach ebenfalls ein Tensorfeld zweiter Stufe ist) zu addieren. Das Ergeb-
nis davon ist die Zusammenhangsform A% nach Ashtekar, obwohl wir von einem Zusammenhang
jetzt noch nicht sprechen wollen.

Im zweiten Schritt betrachten wir den GauB-Constraint (der Index ¥) wird innerhalb dieses Ka-
pitels weggelassen).

OF¢ + ¢, ALEE =0 . (4.65)

Um diesen Constraint in Verbindung mit einer Yang-Mills-Theorie zu interpretieren, nutzen wir
abermals den Isomorphismus zwischen dreidimensionalen Vektoren und antisymmetrischen 3 x
3 Matrizen, indem wir die Basis von Vektorfeldern &; auf Generatoren ¢; der so(3)-Liealgebra
abbilden. Als Strukturgleichungen nehmen wir

€, €65] = eijkek (4.66)

an. Die Form des GaufB-Constraints legt nun nahe, A (fiir reellwertiges () als so(3)-wertigen
Zusammenhang und E als so(3)-wertiges gewichtetes Vektorfeld zu deuten, so dafi Gleichung (4.65)
nichts weiter als eine kovariante Ableitung von FE ist. Dies erzwingt von den beiden Variablen A
und F ein entsprechendes Transformationsverhalten gegeniiber vertikalen Automorphismen im
Sinne dieser Interpretation. Man ist nun an einem Punkt angelangt an dem man neben der Form
des GauB-Constraints eine zweite Eigenschaft desselben briicksichtigen muf}. Der Gauf3-Constraint
ist némlich ein first-class Constraint (wird hier nicht bewiesen siehe [HT]). In dieser Eigenschaft
erzeugt er selbst Eichtransformation. Wir werden zeigen, daf} diese Transformationen fiir £ und
A gerade die durch die Yang-Mills-Interpretation implizierten sind. Damit stimmen beim Gauf3-
Constraint die Interpretation der Form im Rahmen der Yang-Mills-Theorie und die ,,hamiltonsche
Eigenschaft“ als first-class Constraint {iberein.

Wir berechnen die Poissonklammern der kanonischen Variablen mit dem Gauf-Constraint.

Lemma 4.5.1. Es gilt:
S B! = {E!G(N)} = € BIA*,  6gAL = {A],G(A)} = =0, (z) + €, AL(z) A (z) . (4.67)

Beweis.
(EX@), 60} = (Ei@), [ M(@)6,(a)d)
— {E@), [ ME)OENE) + Al B )i}
= (B, [ Ea)an @)+ [ eunlB @), AL} EH A @)
= / 10204 (o) — o)A (o)) E* (2')da’ = €43, B ()N ()
(40,60} = {45(a), [ M()Gy()de')
= (@), [ NE)OEN) + Al B )d)

= —0.MN'(2)0%00 + €j AL(z) N (2)556%*
= —0,A(z)+ eilelC(x)Aj(x)
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Die Poissonklammern von Funktionen der kanonischen Variablen, und insbesondere der kanoni-
schen Variablen selber, mit den first-class Constraints ergeben die infinitesimalen Eichtransfor-
mationen dieser Funktionen (siehe [HT]). Des weiteren erhélt man durch Exponentialbildung die
Transformationsgleichungen, d.h. es gilt fiir (¥ E und (®) A

E' = (expdg)E, A’ = (expd,)A. (4.68)

Driickt man nun die infinitesimalen Transformationen von Lemma 4.5.1 in der im ersten Teil dieses
Kapitels beschrieben Interpretation aus, so ergibt sich

0gE ={E,G(AN)} =[E,A], 6cA:={AGA)}=—-dA+[AA]. (4.69)
Wir zeigen den folgenden Satz.

Satz 4.5.1. Die durch den Gauf$-Constraint erzeugten Eichtransformationen fiir E und A sind:

E' =g(MEg(A)™',  A'=g(A)dg(A)~" + g(A)Ag(A)~" . (4.70)
Beweis. Es ist
E = (expdc)E = B+ [E,A] + %[[E,A],A] + %[[[E,A},A],A] b

= AEe ™ =g(A)Eg(N)7,

wobei der vorletzte Schritt auf einer Schluifolgerung aus der Cambell-Baker-Hausdorff-Formel
beruht. Um die Systematik in der Reihenentwicklung der Transformationsformel fiir den Zusam-
menhang zu erkennen, berechnen wir noch dgdgA. Man erhélt:

Sa0GA = —dA+[6gA, A = —dA + [dA + [A, A], A]
[dA, A] +[[A, A], A] = [[A, A],A] .
0

A’ ist somit durch

A = A+ A+ A ]+ A AL AL+ g [[14,AL AL A]
—dA + g(A)Ag(A) ™" = exp(A)d exp(—A) + g(A) Ag(A) ™!
= g(A)dg(A)~" +g(A)Ag(A)~
gegeben. O

Insgesamt wurde damit gezeigt, dal die Variablen E¢ und A den Phasenraum einer SO(3)-Yang-
Mills-Theorie iiber der dreidimensionalen Hyperfliche ¥ bilden.
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Na = g0 goo = —N? + N°N,
Metrik gag = - Nq : N
Gab = Gab goz,ﬂgﬁ‘y = 53
dab
- inverse Metrik ¢*?
egi€h =
b dab ng = %goc(aagcb + 8bgac + 8Ogab)
0! = ¢! da®
€ai - o’ oy
Ko = —Nng
dO' + wi ANOF =0
waik Kab
Ffz = 7%€‘kjwakj
I,

A =T} + 8K,

Ashtekarvariablen: E2, AL

Abbildung 5.1: Schema zur Berechnung der Ashtekarvariablen
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Kapitel 5

Losungen der Einsteinschen
Feldgleichungen in
Ashtekarvariablen

5.1 Vorbetrachtungen

Gegeben sei eine Metrik welche die Vakuum-Feldgleichungen 16st. Dann lassen sich dazu nach
Schema 5.1 die Ashtekarvariablen berechnen. Das Schema soll hier kurz erldutert werden.

Die Berechnung der extrinsischen Kriimmung erfolgt nach Formel (4.2). Dazu benétigt man die
Lapse-Funktion N und die Christoffelsymbole I‘gb mit einen zeitlichen oberen Index. Fiir die Lapse-
Funktion liest man die Shift-Funktionen N, wegen N, = go, einfach aus der Metrik ab und hebt
deren Index mit der zur riumlichen Metrik gq, = gqp inversen Metrik ¢®°. Dieser Schritt wurde im
Diagramm aus Griinden der Ubersichtlichkeit unterschlagen. Hat man nun die Shift-Funktionen
berechnet, so lafit sich die Lapse-Funktion mit der Gleichung (3.37) ermitteln. Dabei soll N > 0
gelten. Fiir die Christoffelsymbole bestimmt man zunéchst die inverse Metrik und benutzt dann die
Gleichung (2.39). Damit hat man alle Variablen, die zur Berechnung der extrinsischen Kriimmung
notwendig sind, ermittelt.

Als néchstes soll das Dreibein betrachtet werden. Hierbei stellt man fest, dafl die Koeffizienten
eqi lediglich durch die Gleichung (2.3) eingeschrénkt werden. Das hat zur Folge das alle mogli-
chen Losungen fiir das Dreibein durch Rotation und Spiegelung auseinander hervorgehen, d.h. die
Symmetriegruppe ist O(D —1). Zur Erklidrung definiert man e, := e(d,). Gleichung (2.3) 148t nun
schreiben als :

€a€h = Yabs (5.1)

wobei sich das Problem wegen 7;; = §;; auf eine Gleichung mit einem Skalarprodukt im eukli-
dischen Raum reduziert. Durch (5.1) werden also die Winkel zwischen den Vektoren und deren
Lénge festgelegt. Die Symmetriegruppe, die diese Parameter im (D — 1)-dimensionalen euklidi-
schen Raum erhilt, ist gerade die O(D — 1). Aus dem Dreibein ist nun das gewichtete Dreibein
durch Bildung der Determinante det(e,) und mit E® = ¢ det(e’,) einfach abzuleiten.

Es bleibt noch die Berechnung des Zusammenhangs A‘. Dies 148t sich mit der Gleichung (4.42)
bewerkstelligen, wenn man vorher die Zusammenhangskomponenten I'!, ermittelt hat. Hierzu exis-
tieren wiederum mindestens zwei Methoden, von denen aber nur eine im Schema 5.1 notiert ist.
Dabei wird die Cartansche Strukturformel und die Metrizitdt des Zusammenhangs genutzt, in-
dem man zuerst die duale Basis {©'} zu den {e;} bildet und in dO! + wl; A ©F = 0 einen
Koeflizientenvergleich durchfiihrt. Es lohnt sich diese Rechnung fiir den Fall D = 3 allgemein fiir
ein beliebiges Dreibein auszufithren, da das Ergebnis in den nachfolgenden Kapitel benotigt wird.
Gleichzeitig erhélt man ein explizites Beispiel wie der Koeffizientenvergleich durchzufiihren ist.
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Wie schon erwéhnt, benutzt man die Torsionsfreiheit (d.h. Cartansche Strukturformel fiir Torsion
T? = 0) und die Metrizitiit, d.h. die beiden Gleichungen:

Ao’ = w, A% und (5.2)

i _ k
Wi = —Ww; .

Zerlegt man die duflere Ableitung d©? durch
de! = A'e're?+Be*Ae+ el Ae? (5.4)

nach der Basis von 2-Formen die von den {©*} gebildet werden, so leitet man aus (5.2) das folgende
Gleichungssystem ab:

wlAO+wtne? = Ale're?+Ble?aed+cle ae?
wiAO + w0 = A20'A0%4+ B2 A0 +C?el A3
WA +w,PA0er = AP A02+BO*A0%+ %0 A3, (5.5)

Seien nun die Funktionen @waki die Komponenten der w beziiglich der Basis {07}, dann erhiilt

man durch Koefﬁzientenvergleiéh im obigen Gleichungssystem die folgenden Komponenten
Oyl = Al Oy, 2 = — A2 Oy = —C3
Out =0t Ouwys? = B? Ougyd = —B® (5.6)

und einen weiteren Satz von Gleichungen, der durch

9W231 G W321 — Bl
2 1 2
Cws® +%wyt = C
e, 1 _6, 2 _ 43
Wag — wygt = A (5.7)

gegeben ist. Dieses Gleichungsystem 148t sich eindeutig nach den Komponentenfunktionen auflésen.
Es gilt:

1
@w132 — 5(CVQ +B1 —A3>
1
@w231 _ §<B1+C’2+A3>
1
Oyt = 5(02+A3—Bl). (5.8)

Damit erhiilt man den Spinzusammenhang. Benutzt man anschlieBend die Formel ©% = el dz® so

bekommt man die urspriingliche Zerlegung von w in der Koordinatenbasis. Des weiteren lassen

sich nun die Zusammenhangskomponenten I';, iiber I'; = _%sz wwo'F berechnen.

Die zweite Methode bezieht sich auf einen anderen Zugang zu den w,**. So ist auch moglich zuerst
die Christoffelsymbole der rdumlichen Metrik zu bestimmen und dann iiber

w,m = —et*d,el + T el (5.9)

den Spinzusammenhang zu berechnen.

5.2 Die Schwarzschildmetrik

Die Ashtekarvariablen sollen hier fiir die Schwarzschildmetrik in der Form

_ 2M 2 r 2 2 192 ) 2
g = (1 . )dt +(T2M)dr + r°df° + r* sin” 0d¢ (5.10)

dargestellt werden [Kel05]. Da das in dieser Diagonalgestalt besonders einfach ist, kann man als
Ausgleich die Koordinatensingularitéit bei » = 2M in Kauf nehmen.
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5.2.1 Berechnung der extrinsischen Kriimmung

Die Berechnung der extrinsischen Kriimmung erfolgt nach Formel (4.2), d.h. es miissen insbeson-
dere die Christoffelsymbole der Form I'?, ermittelt werden. Nach Schema 5.1 bendtig man dazu
die inverse Metrik ¢®?, welche sich wegen der Diagonalgestalt von g besonders einfach berechnen

148¢t. Es gilt:
oM\ ! oM\ 1 1
b _ diag( —(1 - 2= -2 ) = ). 5.11
/ 1ag‘< ( r ) ’< r >77“277‘281n29> (5-11)

Fiir die zu ermitteln Christoffelsymbole gilt nun nach Formel (2.39) und wegen a, b # 0:

1 1
ro, = 5906(% b0 +0y gao —00Gab) = —59068091117 =0, (5.12)
0 0

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dal g, nicht zeitabhéngig ist. Folglich muf} die extrin-
sische Kriimmung nach :

Koy 2 —T9,N =0 (5.13)

verschwinden (das Ergebnis stimmt mit [Kel05] {iberein).

5.2.2 Berechnung des gewichteten Dreibeins

Auch bei der Berechnung der Dreibeins ist die Diagonalgestalt von entscheidendem Vorteil. Leider
besteht ein durch die Bezeichnungen e; und e, hervorgerufener Konflikt bei der expliziten Angabe
des Dreibeins. Moge also momentan das Dreibein mit holonomem Index betrachtet werden, dann
erhilt man als (eine) Losung:

o 1 0 0
e = 0 ey =rsing |1 eg=1|0], (5.14)
r—2M 0 0 1

wie man durch nachrechnen von Gleichung (5.1) leicht zeigt. Es bleibt noch anzumerken, dafi in
dieser Darstellung e; und e, gerade iibereinstimmen. Die Determinante ist nun durch

det(eq;) = 2 " _T2M sin @ (5.15)

gegeben. Fiir das gewichtete Dreibein erhélt man deshalb

1 0 0
1 —2M 1 —2M 1
- Ey=1/" 21 By =1/~ — o], (5.16)
r2sin 0 T \y r  rsinf 1

als Losung.

5.2.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen und der Kriimmung

Nach Schema 5.1 ist erst einmal die duale Basis © zu notieren. Mit den Dreibein (5.14) erhélt
man:

r

o =
r—2M

dr 0% = rsinfde 0% =rdf . (5.17)

54



Daraus ergeben sich die 2-Formen d©!. Durch Nachrechnen zeigt sich leicht:

de” = 0
de? = sinfdr Adeg+ rcosfdd Adg

—2M 1 3
= 4/ Lorper 1 50 go e
roor rsin 6

r—2M
r

1
de? = drade= ;@’“A(af’. (5.18)

Als niichstes bestimmt man iiber die 1. Cartansche Strukturformel die Komponenten w,** des
Spinzusammenhangs. Fiir die in (5.4) eingefiihrten Variablen erhélt man aus (5.18) mit r=1, ¢=2

und =3
—2M 1 0 —2M 1
2o " 1 Bzz_C?SH o3 =4/t - (5.19)
T T T S1n T T

Der Rest ist gleich 0. Aus den Gleichungen (5.6) und (5.8) erhilt man die Funktionen ®w,, . Es
gilt

r—2M1 r—2M1 cos
Py = T Pwng® = = roor P’ = rsind (5.20)

d.h. der Spinzusammenhang ergibt sich zu

—-2M1 —-2M1 0
TN [ 1Y e N [ 1) P S S et
T T r r rsinf

Die Zerlegung dieses Zusammenhangs in der Koordinatenbasis ist deshalb durch

2 = T¢:— ¢T:— T_2M" 0
Wa1 Wy W " sin
w232 -~ w¢@¢ = —w¢¢@ = —cos0
o o —2M
wy? = we™® = —we® = — ! (5.22)
r
gegeben. Wegen K,;, = 0 berechnet man die Zusammenhangsvariablen mit AJ = f%ej kaaik zZu
- r—2M . r—2M
Ay = —cos; AZ = " sin 0; AZ) =— p— (5.23)

wobei die A mit verschwindendem Wert wieder weggelassen wurden. Mit dem gewichteten Dreibein
aus (5.16) hat man somit einen Satz von Ashtekarvariablen fiir die Schwarzschildmetrik bestimmt.
Ein Ergebnis, das in dieser Form schon in [CS92] publiziert wurde. Fiir den Zusammenhang A
kann man noch die Kriimmung berechnen. Dazu schreibt man A als:

— oM —oM
A = —cosfdp® e + 4/ sin 0do ® e3 — 4/ - e . (5.24)
r T

Mit e wurden dabei Basiselemente der so(3)-Lie-Algebra bezeichnet. Im néchsten Schritt benutzt
man die bekannte Formel (siche hierzu [BM],[Nak]):

F=dA+ANA. (5.25)
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Die einzelnen Summanden sind mit (5.24) gegeben durch:

M oM
dA = sinfdfAdg® e + — ) ——— sinfdr Adp ® e5 + 1/ - cosfd0 A dé @ €3
r2\ r—2M r

M r
7’[“_2 md’l”/\de(g)GQ

ANA = COSGH71_2Md(]5/\d9®(6162—6263)— r-2M Sin9d¢/\d9®(€362—6263)
T
—2M —2M
= cosfy/ - - d¢/\d9®63+‘r “—|sinddg ndb @ e . (5.26)

Fiir die Kriimmung erhélt man:

r—2M . M | r
F = (1— , Dsm@d@/\dqﬁ@el—ﬁ md’r/\d0®€2

M T
r2\ r—2M

sinfdr Ad¢ ® e3 . (5.27)

5.3 Die Kerr-Metrik

In diesem Abschnitt sollen die Ashtekarvariablen fiir die Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist-Koordinaten
[Kel05]

oM 4Marsin® 0 ) 9)
g = - (1 - %)dtz - %dtdqﬁ + Rdr” +3d0% + Ssin®0dg”  (5.28)

bestimmt werden. Die dabei auftretenden Variablen sind wie folgt definiert:

Y =72 +a%cos?0; A=A-2Mr; Q=AY +2Md*rsin®0; A=r?+a>. (5.29)

5.3.1 Berechnung der extrinsischen Kriimmung

Im Gegensatz zur Schwarzschild-Metrik in der Form (5.10) verschwindet die extrinsische Kriimmung
der Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist-Koordinaten nicht. Bei der Berechnung geht man am besten
wieder nach Schema 5.1 vor (konkret wurde fiir die Berechnung des extrinsischen Kriimmung
[Kel05] gefolgt). Fiir die Christoffelsymbole ist deshalb erst einmal g®’ zu bestimmen. Dazu
benétigt man die Inversion der Matrix

00 03
goo gos . -1 g g

A= t A7 = . 5.30

<930 933) i <930 933> ( )

Uber

-1
goo  go3 _ 1 933  —go3 (5.31)
930 933 det A \—g30  9oo '
lassen sich die einzelnen Eintrége von A~! bestimmen.

Bestimmung von det A

Fiir die Berechnung von det A erweist sich die folgende Umformung als niitzlich:

QX —2Mr) + AM?a®r?sin®?0 = Y2A. (5.32)
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Dies sieht man iiber:

QT — 2M7) 4+ 4M?a*r?sin?0 = (AX 4 2Ma’rsin®0) (2 — 2M7) 4+ 4M?a*r? sin? 0
= AX? - 2M7rAY 4 2Ma?rYsin? 0

_ 2, w2
_ EQ(A— Y —2MrA N 2Ma?*r sin 9)
by by
_ 22Q—ZMTA N
b
womit sich det A durch
2Mr\Q . o 2221 .4
detA = —(1— > )Esm 9—4Mar§sm9
1
= 5= <(2 — 2M7)Ysin® 0 — 4M2a®r? sin* 0>
2A
632 _ —tsin?0 = —Asin (5.33)
berechnen 148t.
Berechnung von ¢®?
Mit (5.31) erhilt man nun
00 gss _ Q sin®0
77 7 detA” T AsnZe DA
03 _ 30_ _ 930 :_2Marsin29 1 :_2Mar
g g det A Y Asin®0 SA
P = goo :(1_2]\/[7‘) 1 :E—QMT:A—G,QSHI20 (5.34)
det A ¥ ) Asin®0  XAsin® 0 YAsin®f '

Die {ibrigen Werte liest man leicht aus der Bestimmungsgleichung gaggm =42 ab. Es gilt
_= == 5.35
g =5 (5.35)
und der Rest ist 0.

Evaluierung der I'Y,

Es sei daran erinnert, daf3 sich die Variablen a und b auf rdumliche Indizes beziehen. So ist z.B.
der Term 9,99, = 0, denn gg, ist nur fiir ¢ = 3 ungleich 0, da aber gg3 nicht von ¢=3 abhingt

ist 03903 = 0 und somit auch 9,go.. Aus diesem Grund sind auch die Christoffelsymbole I'Y, mit
identischen unteren rdaumlichen Indizes gleich 0, wie man {iber
0*1073 19) 19) =4¢"9, 10W3
oo = 59 wGva T Oagya — OyGaa | =9 a9~va — 59 ~Yaa
1 1
= gooaaQOa + 9038a93a - igooaagaa - igOSaBQaa =0 (5'36)

sieht, weil alle partiellen Ableitungen verschwinden. Bleiben noch die 3 Christoffelsymbole FSQ, I‘S "
und Fgg zu berechnen. Dafiir werden die 2 folgenden partiellen Ableitungen separat betrachtet.
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Es gilt:

2Mar sin® 0 1 1 o
01903 = —O (E) —2M a0, <Z>sm 0= 2Ma<Z — §27’ >sm 0
2Masin? 0
- B (5o ae) (537)
Q o Q 0
dgss = ar(isinQ 9): ( = - Ea,,z)snﬂe_ S‘; (za 0- mr) : (5.38)
Da fiir die restlichen Christoffelsymbole a # b ist gilt:
1 1 1
F?Lb = 5907 <aag'yb + abg'ya - a’y Gab ) 5900 <3a90b + abgOa> +5903 (aaQSb + abgfia)
0
1 Q Mar
= T33A (aa!]oz; + (91790:1) “SA (aag?)b + 81:93:1) . (5.39)
Damit erhélt man:
. 1 Q Mar
Iy, = Th= _§ﬂ<al go2 +02 901> SA <51 g32 +02 gg1> 0 (5.40)
0 0 0 0
R 1 Q Mar
Iy = IYy= TOYA (31903 + 03 go1 ) SA (31933 + 03 g31 )
0
QMasin? 0 ,\ Marsin?0
Masin? 0 Masin® 6
= ——— 2 {Ox - 2002 — ¥rd,Q 4 20 Q—70,.Q 41
AY? ( r ”9+’"> 2%( raT) (5.41)
1 Q Mar
re, = ry,= 0 0 0 0
32 »0 22A<2903+ 3902) EA(2933+ 3932)
0 0
1 Q 2Mar sin® 6 Mar
= ass () (S )
Mar sin® 0
SR (5-42)

Berechnung von K,

Die Shift-Funktionen und die Metrik der Hyperflache lassen sich leicht aus g,.s ablesen. Man
bekommt daher die folgenden Ausdriicke

Y 0 Al ¥
o = di Y, = sin20 @ — diag( =, =, ———

Gab lag<A7 ) < sin ) = g 1ag<z7zaﬂsin29>
2Mar sin® 0

N, = diag<o,o, —%) (5.43)

und mit N = g N,
oM
- diag<o,o, —T‘"> . (5.44)

Daraus berechnet man die Lapse-Funktion.

OMr\ 4MZ2a2r?sin? 6
N2 — NaNa _ — (1=
goo < 5 >+ S50
B Y0 — 2M7rQ + 4Ma?r? sin 0 %
B ¥Q Q
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Die Eichung fiir N sei hier so gewéhlt, dafl

DA

N =
Q

(5.45)

gilt. Damit sind alle Variablen die zur Berechnung der extrinsischen Kriimmung nach der im
Schema angegebenen Formel notwendig sind ermittelt. Man erhélt:

(r0,Q — Q)Masin® 0 (96Q) Marsin® 0
o = an Koo =" aa (546)

Die restlichen Komponenten verschwinden.

5.3.2 Berechnung des gewichteten Dreibeins

Die Metrik der Hyperfliche besitzt aufgrund der gewiahlten Koordinatendarstellung wieder die
vorteilhafte Diagonalgestalt, so daf§ man ein mogliches Dreibein leicht ablesen kann. So generiert
das Dreibein

1 0 . 2 0
S Qsin? 0
er=1/= 0 eo = V3 |1 s =1 ——" |0 (5.47)
A \o 0 2\

die Metrik gqp. Das Gewicht dieses Dreibeins (also det(eg;)) lésst sich einfach nach der Sarrusregel
berechnen. Das gewichtete Dreibein ist deshalb mit

1 0 0
/1 [ A A
ET — — 5 3 0 EG = D ) 1 E¢ == e O (5.48)
Qsin” 0 0 Qsin” 0 0 332 1

anzugeben.

5.3.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen

Man bendtigt wieder die duale Basis {©7}. Es gilt:

. 2
ol = ,/%dr 0% = v/xdd 0% =4/ ngl 0 46, (5.49)

so daBl die d&uBleren Ableitungen dieser Formen durch

/s
de! = ag( Z)d&/\dr

de? 9, (VE)dr A db

a2 a2
40° = ar<\/Qb;1 9)drAd¢>+69<\/ngl e)dﬁ/\dfb (5.50)
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anzugeben sind. Das obige Gleichungssystem motiviert die Vereinfachung der darin auftretenden
partiellen Ableitungen. Es ergibt sich:

P 1 /A P 1
= - /= Z)\=_ i .51
89(\/A) 2\/ ZGO(A> ma sin 6 cos 6 (5.51)
0(VE) = —— 5.52
Ve = o (5:52)
Qsin? 0 ¥ 1 Qsin? 9 131 Q) .
5T< E ) = QsiHQHEaT( E )— ﬁgar(i)slne
1 /X799 1 ., 1 [¥sin6
1
= 5 >0, — Q2r> (5.53)
< Qsin29) 1 <Qsm 0)
Oy = =
P 2 Qsm 0
1 251n0cos 00 sin’6 Qsin?0
= 5 Qsin 9 < + D 809 - —22 892)

— 222 (229 cos 0 + X(0pQ) sin  — Q(9pX) sin ¢9>

= <2EQ cos 0 + 2Qa?(sin? 0) cos 6 + L(0) sin 9)

22\/
= 22\/_ (QQA cos 6 + X(9p) sin 9) . (5.54)
Fiir das Gleichungssystem der #&ufleren Ableitungen folgt deshalb:
de! = - ! a”sin 0 cos 0dO A dr
\/EA
40 = ——dradg
o
qe? — 1 b (za Q- 927") dr A do
2VEQ
1
+ 2QA cos O + 3(0p2) sind |dO A do . 5.55
sl @sing ) a6 559

Man braucht von (5.55) wieder die Darstellung in der Basis {©%}. Wegen der einfachen Struktur
von (5.49) ist dies leicht zu bewerkstelligen. Es ist:

det = \1/_(12 sin 6 cos § ©1 A ©2
de? = f %@1 INCE
1©° - %;Q \/% (Z&TQ - 2m> o' re?
+ﬁm (29/\ cos 0+ B(9pQ) sin a) 02 A O, (5.56)
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Hieraus liest man die in (5.4) eingefiihrten Variablen ab. Man bekommt:

Al = ——42%sinfcosd
ARV
1 /A
2 — —
4 YV X
1 1 11 A
3_ 4+ 1 . I B
B 229m<291\c0s9+2(899)sm0> C 550 E(E&Q 27‘Q>. (5.57)

Die Koeffizienten des Spinzusammenhangs zur {©%}-Basis lassen sich nun durch:

1
e, 1 e . 2 2
w = wy;“ = —=a“sinfcosf
12 11 SN
1 /A
Fwy? = Cwy'= Vs
11 A
®w31 = — W33 —5 E E (E@TQ - 2TQ)
1 1 .
@u}323 = e 332 = 7@@ (2QA cos + Z(a@ﬂ) sSin 0) (558)
angeben, woraus sich der Spinzusammenhang zu
1 1 /A
wy! = ———a%sinfcosfO + =/ =02
2 DN sVE
11 A
3= /= (Zo.0-2rQ )03
Wy 55aV 5 ( Or rQ2 | ©
1 1
3 _ : 3
We SONSIRT <2QA cos 0 + 3(0p€2) sin 9) © (5.59)
ergibt. Durch Einsetzen der Gleichungen fiir die ©%s erhilt man die Koordinatendarstellung des
Spinzusammenhangs:
21 12 Lo
wy = —w "= ma sin 0 cos 0
w2l = —w1?= %\/K
11 [Asin®¢
W' = —w® = -y % (Z@TQ - QQT>
wy? = —w% = 11 2QA cos 0 + X(9pQ2) sin 0 (5.60)
3 - 3 - 2 22\/5 6 . .

Bei der Berechnung des Ashtekarzusammenhangs fiir die Kerr-Losung mufl im Gegensatz zur
Schwarzschild-Losung die extrinsische Kriimmung mit beriicksichtigt werden, inbesondere sind
Ausdriicke K¢ = K€% zu benutzen. Diese sind nach dieser Gleichung durch

(ro.Q —Q)Ma sin® 0
»2/Q

(T@TQ—Q)MQ\/T
~————V/sin" 0
SVO2ZA

K; = K3 =

K} = K3 =
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(0sQY)Mar sin? 0

VQAY?
(06Q) M arv'sin? 0

STV (5.61)



zu notieren. Um den Ashtekarzusammenhang nach Schema 5.1 zu ermitteln, braucht man noch

die I'.. Diese berechnen sich wie gehabt mit I';, = —%eij wwWo ¥, Man erhilt
= LaQ sin @ cos 0 = —VA—
YT eVA ? =
VA sinf ( ) 1
M=-"———(%0,0—2rQ F1<29Ac0s0+2 Do sine) : 5.62
3 9 22\/5 3 222\/@ ( 0 ) ( )
Insgesamt ergibt sich deshalb fiir den Zusammenhang:
1 . (r0,Q — Q)Masin® 0
AL = 7(29AC080+289 sm@)Jr 4
i 252,/0) (06S2) v 22V0
1 i (ro.Q—Q)Ma
A3 = ——a®sinfcosh + f—— " V/sin? 0
' SVA SN
A sing in’
A2 = £ sin (E@TQ B ZTQ) Jrﬂ(aeQ)Marsm 0
2 ¥2/Q VQAY2
A in?
A = _\/_r +ﬁ(8gQ)Mar\/s1n 0 . (5.63)
b SOVA

5.4 Die Robertson-Walker-Metrik

Zur Berechnung der Ashtekarvariablen fiir die Robertson-Walker-Metrik [Olo02] sei diese hier in
der Form

dr?

1—Ekr?

ds? = —di®+ R(t) + 72d6? + r?sin? d? (5.64)

angegeben, womit von der iiblichen Form in umgekehrter Signatur abgewichen wird, da die Kon-
ventionen der vorangegangen Abschnitte beibehalten werden sollen. Fiir die Shift-Funktionen liest
man N; = 0 ab, weshalb sich N =1 fiir die Lapse-Funktion ergibt.

5.4.1 Berechnung der extrinsischen Kriimmung

Die entsprechenden Christoffelsymbole sind durch

1
Foab = §gov(aagb’y + 6bga'y - a’ygab)

1
= 5900((%9170 + Ob9a0 — Oogab)
1

= —59"%a (5.65)

gegeben. Bei Nichtverschwinden muss also a = b sein, d.h. fiir K, # 0 gilt:

R
Kab - Egaby (566)
wobei noch verwendet wurde, dafl wegen
1—kr2 1 1
oF = diag( —1 5.
g 1ag< " R?2 T R2r27 R2p2gin? 9) (5.67)

g% = —1 ist.
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5.4.2 Berechnung des gewichteten Dreibeins

Durch Nachrechnen zeigt sich leicht, dal

(1 0 0
ep=¢e1;=4/——= |0 ea=e€9 =Rr |1 e3 =e3; = Rrsinf | 0 (5.68)
1— kr? 0 0 1

ein mogliches Dreibein ist. Nach Division durch

det(eq;) = R3r?sin 6 (5.69)

1 — kr?

erhélt man das zugehorige gewichtete Dreibein.

5.4.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen und der Kriimmung

Mit dem Dreibein berechnet sich die duale Basis zu:

| R? .
el = mdr ©? = Rrdd ©3 = Rrsinfd¢ . (5.70)

Die duflere Ableitung ist dann mit

de! = o0
1.2

402 = Rdrpdo=Y1=F 12
Rr

de3® = Rsinfdr Ad¢+ Rrcosfdd A do

1 1=k 3 cosf o 4

zu notieren. Hieraus liest man die bendtigten Koeffizienten ab. Man erhilt:

1 cosf 1 /1—Fkr?
A% = —\/1—kr2 B3 = 3= Ty ——. .72
Rr " Rrsiné ¢ r R? (572)

Die Koeffizienten des Spinzusammenhangs ergeben sich deshalb zu

1 1 / 1—kr 2 cosf
S) 2 _ (S] 3 _ S) 3
(4)21 = 7_7,. 1 — ]C7 2 W31 = *—71 42 w32 = *7Si 5 (513)

so dafl man fiir diesen

1 — 1 /1 —kr? cos 6
o = " Rr L= k267 Wi’ = o R? o’ Wy = " Rr sinﬁe)3 (5.74)

in der Theta-Basis erhélt. Hieraus lassen sich wieder die Spinkoeffizienten in der Koordinaten-Basis
zu

Wy 2 = —\/1—kr2 wy? = =1 —kr2siné Wy = —cos @ (5.75)
ablesen. Im nichsten Schritt berechnet man die I'; und erhilt:
'} =cosf 2 =—v1—kr2sinf s =+1—kr2 (5.76)

Um schliefllich die Komponenten des Ashtekarzusammenhangs auszudriicken bendtigt man noch
die Komponenten K der extrinsischen Kriimmung mit einem internen Index. Hierzu sei an die
Formel K, fl = e" K, crinnert. Man bekommt

K. = Zeéf (5.77)



beziehungsweise

K! = diag| ————,—Rr,—Rrsinf 5.78
= ) (5:79)
in expliziter Form als Losung, so daf sich fiir den Ashtekarzusammenhang

_R
V1 —kr?
A3 = /1 — kr? A3 = —\/1—kr2sinf A} = cosf (5.79)

ergibt. Fiir die Kriimmung schreibt man den Zusammenhang wieder als

Al =-p A2 = —BRr A3 = —frRsinf

A = -3 dr ® e, — BRrdf @ es — BRrsinfd¢ @ e;

R
Vi
+vV1—kr?2dd®e3 — 1 —kr2sinfd¢ ® e + cos 0do ® €; (5.80)

und berechnet

dA = —BRdrAdf® e — SRsinfdr Adg® es — BRrcos0dO A de @ e
1 1

————=krdr Ndf ® e — ——==krsinfdr Adop ®
N ST ke pee
—v1—kr2cosfdd Ade ® ez —sinfdf A do ® €; (5.81)
B2 R?r B2R2r sin 0 .

ANA = ———drANdfI® e, 6]+ ———dr Adop ® [e1, €3] — BRAr AdI ® [e1, €
Ny €1, €2] Ny ¢ @ [e1,e3] = [e1, €2]
+6%R*r? sin 0O A dé ® [ea, €3] — BRrcos0df A do @ [, €1] + BRsin b @ [e1, 3]
—|1 — kr?|sin0dO A d¢ @ [es, €2] + V1 — kr2cos 0dO A d¢ @ [es, e1], (5.82)

womit sich schlielich

r . . rsin @
F = —— 2R+k>d Adl® +< 2R2k>4d Add @
V1—kr? <ﬂ " “ p V1 — kr? " o®e
+(B2R%r2 + 1 — kr?| — 1) sin0d A d¢ ® € (5.83)

ergibt.

5.5 Die Ashtekarvariablen fiir die linearisierte Theorie

In der linearisierten Theorie setzt man eine Metrik an, die nur wenig von der des flachen Raumes
abweicht:

Jap = Nap T hap,  hap <1, (5.84)

d.h. Terme, welche nichtlinear in der Ordnung h oder den Ableitungen von A sind, werden ge-
geniiber linearen Termen in h vernachlissigt (siehe [Ste88]).

5.5.1 Berechnung der extrinsischen Kriimmung

Zur Berechnung der extrinsischen Kriimmung bendtigt man die inverse Metrik ¢°P. Dazu setzen
wir g*? = n®8 — b8 an, wobei h®? noch niher bestimmt werden muf. Es folgt:

57 =9"gap = (ap + hap)("? = B7P) = 67 — nagh™ + hapn™® — hagh”, (5.85)
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d.h. die letzten 3 Terme miissen verschwinden. Nehmen wir mal flir einen Moment an wir hétten
h so gewdhlt, dafl der letzte Term von quadratischer Ordnung wére, dann miifiten nur noch die
beiden gemischten Terme verschwinden. Es ist jetzt

naﬁiﬂﬁ — haﬁn'vﬁ ‘_77046
s B = *hegn?? (5.86)

zu schluBfolgern. Wie man feststellt, ist A von der Ordnung h, so daf unsere Bedingung, der letzte
Term in (5.85) sei von quadratischer Ordnung erfiillt ist. Im néchsten Schritt ist es moglich, die
Christoffelsymbole der Form I'?, zu bestimmen. Man erhilt:

1 1
ng = 5907 <8ag’yb + abg'ya - 8’ygab) = 59‘” (8ah'yb + abh'ya - a’yhab>
1
= 57707 <aah’yb + abh’ya - 8'yhab> +O(h2)
1
~ —5 <aahob + Ophoa — 80hab> . (5.87)

Fiir die réumliche Metrik gilt gu5 = ap + hap, 50 daB man ¢* = §%° — §%¢h46% folgern kann.
Da nun N, wegen N, = goq = hoq von der Ordnung h ist, ist N*N, mit N® = q®®N, von der
Ordnung h?. Fiir die Berechnung der Lapse-Funktion gilt deshalb:

goo = —N?+N°N,~ —N?

1
= N = V1-ho~1-gho. (5.88)

Die extrinsische Kriimmung 148t sich somit durch:
1
Kau = NI, = (1 - 2h00> o, =Top + O(h?) =~ Ty, (5.89)
angeben.

5.5.2 Berechnung des inversen Dreibeins

Es ist 73, = d;. Fiir das Dreibein mufl bekanntermaflen
€aiCl = €ai€bi = Yab (5.90)

gelten. Deshalb setzt man e,; = 55’(5,11, + %hab) an (das Dreibein ist natiirlich nicht eindeutig
festgelegt) und zeigt zum Beweis (5.90).

1 . 1 ) 1 1
520 <5ac + Ehac> 6dl <5bd + §hbd> = 5Cd <5ac + §hac> <5bd + §hbd)

1 1 1
= (SCd (5(1(:517(1 + _hac(sbd + iéachbd + Zhach’bd>

i
eaieb

2

1 1
- 5ab + Ehab + Ehba + O(hz) - 5ab + hab = Gab - (591)

Das inverse Dreibein ist durch e = (54, — %hab)éacébi gegeben, wie man durch Nachrechnen leicht
zeigt. Des weiteren ist die Determinante fiir kleine X durch det(1 4+ X) ~ 1+ tr(X) zu nihern, so
dafl man insgesamt fiir das gewichtete Dreibein

1
E} = (5;’—55b“hb055> <1+tr(hab)) (5.92)

erhédlt. Achtung im folgenden werden wir mit trh die Spur von h ohne die hgo-Komponente be-
zeichnen.
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5.5.3 Berechnung der Zusammenhangsvariablen und der Kriimmung

Zur Bestimmung der w soll hier erstmals die Formel

w, = —eP* g el + e T, el (5.93)
—— ~—
® ®
—_———
®

angewendet werden, wobei die Vorgehensweise mit den entsprechenden Zahlen in der obigen Glei-
chung markiert worden ist. Es gilt:

@
bk i 1 a’bsb'k el 1
—€"0e, = —|dap — §ha'b' 64707 "0, | 0| Spe + Ehbe
1 ’ / . 1 ! / ; 1
= - <5a,b, — Qhab,>5a P67 3% S Oahbe = —0ar 0" '8 E6% S Oahoe + O(h)
1 )
~ —Eébkﬁel&lhbe (5.94)
@
c 1 ca 1 ca
ab T 59 (aagab + ObGaa — aagab) = 59 <aahozb + Ophaa — 8ahab>
1
~ §5ca <8ahab + Ophaa — 6(xhab) (5.95)
®
bkec i 1 a’b b'k]' ca sei 1
e Iye. = darty — §ha/b/ 6476 B Oghab + Ophaa — Oahap | 0“0 Oce + §hce

= Su 5a’b5b”f% (&Lhab + Ophoa — 8ahab> 545950 + O(R?) + O(h?)

Q

1 .
§5bk5dl <5ahdb + Ophda — 3dhab> . (5.96)
Insgesamt ergibt sich damit w zu:

a

w,* = _%5bk5diaahbd + %5bk5di <3ahbd + Ophaa — adhab>
1 .
= o (&,hda _ adha,,> . (5.97)

Des weiteren lassen sich nun die Zusammenhangskomponenten der Form I berechnen. Man erhiilt:

. 1 . . 1 . .
i = —56%;@%” = _Zeﬂikab’fadz (abhda - 8dhab>
1. 1.
== —Zejdb <8bhda — 8dhab): §€deabhda . (598)

Zur Angabe des Ashtekarzusammenhangs benotigen wir abschlieffend noch die extrinsische Kriimmung
in der K!-Darstellung. Da K, von der Ordnung h ist, gilt

K. = e"Kgu =0"K, =619, (5.99)
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so da der Ashtekarzusammenhang durch

A = Aldr"®e¢
_ (%eibdabhda _ §<aaho,, + Dyhoa — 6ohab) 5bi) dz" @ ¢; (5.100)
gegeben ist. Wir berechnen die Kriimmung des Zusammenhangs. dA ist durch:
a4 = (%eibdacabhda - g (acaahm, + 0:0phoa — acaohab) 5‘”’) dz® A da® @ ¢
— <%eibd858bhda - g <acabh0a - acaohab> 5‘“’) dz® A dz® ® ¢ (5.101)

gegeben und von der Ordnung h. Da A von der Ordnung h ist, mul A A A ~ O(h?) sein, weshalb
F = dA gilt. Fiir die Komponenten von F' erhilt man:

Fi = % <a‘bdaba[cha]d - 5(aba[cha]o — 808[cha]b> 5‘”‘) : (5.102)
5.5.4 Berechnung der Zwangsbedingungen fiir die linearisierte Theorie

Es liegt die Vermutung nahe, dafi die eingebrachte Ndherungsmethode fiir die Metrik eine Verein-
fachung der Zwangsbedingungen zur Folge hat. Aus diesem Grund sollen hier die Zwangsbedin-
gungen mit den Losungen aus dem vorangegangenen Kapitel berechnet werden.

Berechnung des Gauf3-Constraints

Als erster Schritt soll der Gau3-Constraint berechnet werden. Dieser hat die Form

Gj = 0. WES + ¢, D AL P per, (5.103)
— T
@

wobei in der obigen Formel wieder die Vorgehensweise bei der Berechnung der einzelnen Terme
markiert worden ist. Man erhélt:

O]
0. WES = %a < — 6“Chba5b + 05trh — 5bchba6;’trh>

~ %(55 (trh) — §5ac(8chba)5§’)~ O(h) (5.104)

@

B) 4l B ek~ L (1) 4l 5k
c 3 c
= e WAL D EF ~ %szc DAL= %f ", Ophac — %Ejlc(slb (5ch0b + Ophoc — 3ohbc)
_ *%dbdﬁljcabhdc =5 <5b5dc 5b55§1) O
= ~35 <(5b8btr( ) — 5bcabhdca;f> . (5.105)
Insgesamt erhélt man fiir den Gauf3-Constraint:

G = 5 ﬂéj’@btrh (5.106)
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Berechnung des Diffeomorphismen-Constraints
Im zweiten Schritt betrachten wir den Diffeomorphismen-Constraint. Da F' von der Ordnung h
ist, ist
. 1
- B B)pb ~ (B b
Ho = )ng( )Ej ~ )Fib‘sjg
= %517 <6JC 0e01ahv)g — B(+0:0ahyjo — aOa[ahb]c)(SCj>
= _55”0 (aca[ahb]o — aoa[ahb]c> . (5.107)

Berechnung des Hamilton-Constraints

Bevor wir den Hamilton-Constraint berechnen soll nochmal an dessen Form erinnert werden. Es
gilt:

\/_<ﬂ2 y €kt B Bk () gl 4 (1+ﬂ2)< VB, WE; WKy 6 )Kc>) . (5.108)

@

®

®

Wir bemerken, dafl in ® die extrinsische Kriimmung auftaucht. Diese ist von der Ordnung h,
weshalb ® mindestens von der Ordnung h? sein mufl. Des weiteren zeigt eine Berechnung von Term
@, daB dieser Terme der Ordnung 1 beinhaltet. F' ist von der Ordnung h und der gesamte Term
@ somit ebenfalls von h-ter Ordnung. Der Term ® kann also gegeniiber Term @ vernachléssigt
werden. Wir untermauern die eben getatigten Aussagen durch die konkrete Berechnung von @
und @. Fiir ©® erhélt man

1 2 1 1
Kl (ﬁ)EakEbl _ @ejkl (1 + trh) <5ak _ §5achcd5dk> <5bl _ 5(Sbehef(sfl>

1 1
62 — €kl (1 + 2trh> (5‘*5“ — §5b15a0hcd5d’f —~ §5a’fabehef5ﬂ) (5.109)

Q

und schlieflich fiir @
ﬁQ (B)ng ejkl (/B)Eak (/B)Ebl ~ (ﬁ)F]be ab . (5110)
~——
~O(R)

Vereinfacht man 5.110 weiter, so ergibt sich
i a a 1 i %
D Fle; b= OFleS € =¢€° 3 (6 P40y O chaya — ﬂ(aba[cha]o - 303[cha]b> 5b’>
1 . 1
= Eeicaelbdaba[cha]d = 5 (50b(5ad - 6Cd5ab) (8bachad — 8b6ahcd>

= % <6"’b8bactrh — 54590, 0 hag — 8°°6%0y 0, heq + 5“b8a8btrh)

= §6%9,0ytrh — 61600 haq - (5.111)

Insgesamt ist der Hamilton-Constraints also mit

1
H = —ﬁacdaababachad (5.112)

anzugeben, wobei der erste Term in (5.111) wegen seiner Abh#ngigkeit zum Gauss-Constraint
weggelassen wurde. Die gen#herten Constraints finden sich in der entsprechenden Form unter
anderen in [ARS91].
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5.5.5 Die Ashtekarvariablen fiir Gravitationswellen

Nach [Ste88] gilt: Gravitationswellen breiten sich mit Lichtgeschwindigkeit aus. Sie sind transversal
und besitzen zwei Freiheitsgrade der Polarisation. In geeigneten Koordinaten haben sie die Metrik
(siehe [Ste88];c = 1):

ds® = (1+ for)da? + 2fp,dody + (1 — fur)dy? + d2? — dt? (5.113)
mit
foz = Gzy cos(wz — wt + @), faoy = Qgy cos(wz — wt + 1) . (5.114)

Mit den Formeln (5.100) und (5.92) lassen sich die zugehorigen Ashtekarvariablen berechnen. Als
Ergebnis erhélt man mit tr(hqp) =0

: 1 1 1
Bom00¢ = (1o50 )00l 0 4 0
1
(1 + §fm)8y R +0, @6 (5.115)

fiir das gewichtete Dreibein und

1 1
A = - <gym - ﬁgzw) dz K€ — = <gzy - ﬁgzav) dy @ €2

2 2
1 1
wobei
Guz = Gzpwsin(wz — wt + @) = O frx (5.117)
Gyy = Qgywsin(wz — wt + 1) = Oy fuy (5.118)

gesetzt wurde.
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