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Kapitel 1

Einleitung

Die Theorie dynamischer Systeme wird verwendet, um natürliche Prozesse zu beschrei-
ben. Zum Beispiel kann damit die zeitliche Entwicklung einer Population oder eines
physikalischen Feldes kann damit bestimmt werden. In der Natur treten jedoch Phäno-
mene auf, in denen eine zeitliche Entwicklung nicht nur vom aktuellen Zustand, sondern
auch von seiner Vergangenheit abhängt. Eine solche Verzögerung in der Entwicklung
kann zeit- und zustandsabhängig sein.

Es gibt einige naheliegende Beispiele, bei denen die Entwicklung von der Vergan-
genheit abhängt. Das Wachstum einer Population, die eine charakteristische Zeit τ

benötigt, um sich zu reproduzieren, kann etwa durch eine verzögerte logistische Glei-
chung beschrieben werden. Ein verzögerter Term wird auch in mehrdimensionalen Sy-
stemen eingeführt. Das verzögerte Lotka-Volterra-System beschreibt etwa die Dynamik
von Räuber- und Beutepopulationen. Dieses wird in [WC57] vorgestellt.

Ein physikalisch motiviertes Beispiel für die Einbeziehung eines verzögerten Terms
betrifft die Beschreibung optischer Instrumente. Lang und Kobayashi stellen in [LK80]
ein Modell vor, welches die Dynamik von elektromagnetischen Feldern in Lasern be-
schreibt.

In einigen Fällen kann man diese Abhängigkeit vernachlässigen, da die Verzögerung
klein ist gegenüber einer charakteristischen Zeit des Modells. In dieser Diplomarbeit
soll jedoch die Entwicklung des Zustandes zur Zeit t auch abhängig vom Zustand zur
Zeit t − τ sein. τ ist eine Konstante, die eine beliebige Größe annehmen kann.

Ist das Modell kontinuierlich in der Zeit, so wird eine Differentialgleichung mit
zeitlicher Verzögerung aufgestellt. Gleichungen von diesem Typ werden auch Differen-
zendifferentialgleichungen (DDGL) genannt.

Zunächst werden typische Effekte der Einbeziehung eines Terms x(t−τ) vorgestellt,
die Unterschiede zur Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen veranschaulichen
sollen. Zum Beispiel sind bereits bei einer linearen DDGL 1. Ordnung Oszillationen
möglich. Das Ziel unserer Überlegungen ist jedoch die Bestimmung der Stabilität von
Fixpunkten der Differentialgleichung mit Verzögerung. Die Grenze der Stabilität soll
in Abhängigkeit von den Koeffizienten ermittelt werden.

Im dritten und vierten Kapitel sollen Stabilitätskriterien der stochastischen Glei-
chung, angetrieben durch ein additives bzw. multiplikatives weißes Rauschen, betrach-
tet werden. Dieser Teil bietet eine Ergänzung zu der Arbeit von Micaela Krieger [Kri97],
die in ihrer Diplomarbeit eine Differentialgleichung mit zeitlicher Verzögerung durch
ein buntes multiplikatives Rauschen, den dichotomen Markovprozess, gestört hat.

Im fünften Kapitel werden einige Ergebnisse numerisch überprüft. Die numerischen
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Analysen können einige Aussagen aus den vorherigen Kapiteln bestätigen, sie geben
jedoch auch Anlass zu neuen Fragestellungen.

Im sechsten Kapitel wird ein Weg vorgestellt, wie die Verteilung der ersten Wie-
derkehrzeit von Lösungen der Differentialgleichung mit Verzögerung bestimmt werden
kann. Außerdem wird überprüft, ob diese Verteilung von den Stabilitätseigenschaften
der Fixpunkte abhängt.
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Kapitel 2

Die deterministische

Differentialgleichung mit

Verzögerung

2.1 Stabilität von Fixpunkten der deterministischen Glei-

chung

Wir betrachten ein System von DDGL

ẋ(t) = F(x(t),x(t − τ)), x(t) ∈ R
n (2.1)

mit der Anfangsbedingung x(t) = g(t) ∀t ∈ [−τ, 0]. Für einen Fixpunkt x0 dieser
Gleichung gilt F(x0,x0) = 0. Um das Verhalten kleiner Abweichungen vom Fixpunkt
zu studieren, setzen wir x(t) = x0 + ε(t) mit ε(t) = cest ein. In linearer Näherung gilt
in der Nähe des Fixpunktes

ẋ(t) = ε̇(t) = F′(x0,x0e−sτ )ε(t). (2.2)

Die Bestimmung der Lösungen der charakteristischen Gleichung reduziert sich auf die
Bestimmung der Eigenwerte der Jacobimatrix F′. Es folgt

h(s) = det(F′(x0,x0e−sτ ) − sI)

= Hn(s) + Hn−1(s)e
−sτ + Hn−2(s)e

−2sτ + . . . + H0(s)e
−nsτ = 0.

(2.3)

Die Hi(s) sind Polynome i-ter Stufe, die Funktion h(s) ist ein Quasipolynom. Nach
[BC63] wird das asymptotische Verhalten der Abweichungen, bestimmt durch das Glei-
chungssystem (2.2), für t → ∞ durch die charakteristische Wurzel mit maximalem
Realteil bestimmt. Wir definieren

α0 := max
n

{Re(sn)|h(sn) = 0}. (2.4)

Definition Der Fixpunkt x0 des Gleichungssystems (2.1) ist

stabil, wenn α0 < 0,
marginal stabil, wenn α0 = 0,

instabil, wenn α0 > 0.
(2.5)
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Zunächst wird ein grundlegendes Beispiel einer linearen eindimensionalen DDGL
betrachtet

ẋ(t) = ax(t − τ) − bx(t), x(t) = g(t) ∀ t ∈ [−τ, 0]. (2.6)

Unter der Bedingung a = b ist x(t) = x0 = const ein Fixpunkt der DDGL. Für a 6= b

ist x0 = 0 der Fixpunkt.

Um die Stabilitätseigenschaften eines Fixpunktes zu bestimmen, benötigen wir die
charakteristische Gleichung. Der Exponentialansatz x(t) = x0 + ε(t) = x0 + cest führt
uns zu

(b − a)x0 + scest − aces(t−τ) + bcest = 0. (2.7)

Der erste Term verschwindet, da entweder a = b oder x0 = 0 gilt. Wir teilen durch cest

und erhalten

h(s) ≡ s + b − ae−sτ = 0. (2.8)

Die Nullstellen dieser Gleichung werden charakteristische Wurzeln genannt. Ihre Lage
ist nur in wenigen Fällen explizit auszurechnen. Für zwei ausgewählte Wertepaare (a, b)
wollen wir sie numerisch bestimmen, siehe Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1: Die oberen Diagramme zeigen numerisch bestimmte Wurzeln in der
komplexen Ebene für a = −1, b = 0. Links ist τ = 1, rechts ist τ = 2. Offenbar findet
mit wachsendem τ ein Stabilitätswechsel statt, da die imaginäre Achse überschritten
wird. Unten werden die charakteristischen Wurzeln für a = b = 1 und τ = 1 (links)
bzw. τ = 2 (rechts) dargestellt. Die Wurzel mit dem größten Realteil (s = 0) ändert
ihre Position nicht.

Aus der Abbildung 2.1 vermuten wir zwei Eigenschaften für h(s):
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1) Für die Wurzel mit größtem Realteil gilt Re(s) < ∞.
Eine untere Schranke für den Realteil gibt es dagegen nicht.

2) Mit wachsendem τ bewegen sich die Wurzeln nach rechts, mit Ausnahme
von s = 0.

Eigenschaft 1) wird in Hale [Hal77] bewiesen. Eigenschaft 2) bedeutet, dass mit wach-
sendem τ nur eine Destabilisierung der Fixpunkte eintreten kann. Die folgende Rech-
nung zeigt die Veränderung des Realteils mit τ am Rande der Stabilität s = iω. Das
Umstellen der Gleichung h(iω) = 0 ergibt

iω + b

a
= e−iωτ . (2.9)

Wir leiten die charakteristische Gleichung (2.8) nach τ ab

dh(s)

dτ
=

ds

dτ
+ a

(

s + τ
ds

dτ

)

e−sτ = 0. (2.10)

Die Ableitung von s nach τ an der Stelle s = iω ist damit

ds

dτ

∣
∣
∣
∣
s=iω

=
−aiωe−iωτ

1 + aτ e−iωτ
︸ ︷︷ ︸

= iω+b
a

=
−iω(iω + b)

1 + τ(iω + b)
. (2.11)

Wir erweitern den Bruch, um einen reellen Nenner zu erhalten und nehmen den Realteil

Re

{
ds

dτ

∣
∣
∣
∣
s=iω

}

=
ω2

(1 + bτ)2 + (τω)2
≥ 0. (2.12)

Der Realteil der charakteristischen Wurzel wird größer für s = iω, ω 6= 0. Bei ω = 0,
also s = 0 bleibt der Realteil gleich. Wenn die führende Wurzel komplex ist, muss es
also einen kritischen Wert τc geben, an dem ein Stabilitätswechsel stattfindet.

Die Gleichung (2.9) kann man auch geometrisch deuten. Die linke Seite stellt ei-
ne Gerade in der komplexen Ebene dar. Die rechte Seite ist der Einheitskreis, vgl.
Abbildung 2.2. Aus ihren Schnittpunkten kann man die kritischen Werte τc und ωc

b
a

1 ν

ω

0

Abbildung 2.2: Geometrische Veranschaulichung der Lösungen von iω+b
a

= e−iωτ .
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bestimmen. ωc erhält man, indem man den Betrag der linken Seite gleich eins setzt. τc

lässt sich bestimmen, indem die Phase von iω+b
a

berechnet wird

ωc = ±
√

a2 − b2, τc =
1√

a2 − b2
arccos

(
b

a

)

. (2.13)

Diese geometrische Interpretation wird in [Mac89] beschrieben. Man kann sich auf den
Fall ω ≥ 0 beschränken. Aus Abbildung 2.2 und Gleichung (2.13) kann man erkennen,
dass ωc = 0 unter der Bedingung a = b gilt. In diesem Fall ist also unabhängig von der
Verzögerung die Wurzel s = 0 ein Eigenwert der Gleichung (2.8).

Wir möchten herausfinden, ob s = 0 die führende charakteristische Wurzel ist. Wir
betrachten mögliche reelle Wurzeln und stellen (2.8) um

s + b
︸ ︷︷ ︸

f1(s)

= ae−sτ
︸ ︷︷ ︸

f2(s)

. (2.14)

Für a = b gibt es immer zwei reelle Wurzeln, wie wir in Abbildung 2.3 erkennen können.
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Abbildung 2.3: Die Lage der reellen Wurzeln von (2.8) können wir durch die Schnitt-
punkte von f1(s) = s + b und f2(s) = ae−sτ bestimmen. Links wird a = b = −0.2
dargestellt, s = 0 ist führende Wurzel. Rechts wird a = b = −2 dargestellt, es existiert
eine führende Wurzel s > 0.

Offenbar findet ein Übergang statt, wenn df2(s)
ds

∣
∣
∣
s=0

= 1 gilt

df2(s)

ds

∣
∣
∣
∣
s=0

= −τae−sτ
∣
∣
s=0

= −τa
!
= 1 ⇔ a = −1

τ
. (2.15)

Daraus folgern wir, dass die Fixpunkte x0 = 0 und x0 = const der Gleichung (2.6) bei
a = b > − 1

τ
marginal stabil sind, für a = b < − 1

τ
sind sie instabil. Wenn f1 und f2

keine Schnittpunkte haben, gibt es keine reellen Lösungen. Das ist zum Beispiel für
unterschiedliche Vorzeichen von a und b der Fall.

Aus Gleichung (2.14) kann man auch erkennen, dass sich f1 und f2 für ein positives
a immer schneiden, es gibt also immer eine reelle Lösung von (2.8). Für negative Werte
von a gibt es Bereiche im Parameterraum (a, b), in denen nur komplexe Wurzeln exi-
stieren. Für a = −2 und verschiedene Werte von b sollen die Wurzeln in der komplexen
Ebene dargestellt werden, siehe Abbildung 2.4.
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Abbildung 2.4: Wir setzen a = −2, τ = 2 und betrachten die Änderung der führenden
charakteristischen Wurzeln mit wachsendem b: Die beiden reellen Lösungen nähern
sich in der rechten Halbebene. Nach einem kritischen Wert bilden sie ein paar komplex
konjugierter Wurzeln, deren Realteil mit zunehmendem b sinkt und sich der imaginären
Achse nähert. Links oben: b = −2. Rechts oben: b = −1.2. Mitte links: b = 0. Mitte
rechts: b = 1. Unten gilt b = 1.6, die imaginäre Achse wurde überschritten.
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Aus (2.13) kann man auch kritische Werte für a, b bei beliebigen ω und τ bestimmen

a =
−ω

sin(ωτ)
, b = −ω cot(ωτ). (2.16)

Für a < − 1
τ

beschreiben diese beiden Gleichungen eine Kurve im Parameterraum
(a, b), parametrisiert durch ω. Auf der Kurve sind die Fixpunkte von Gleichung (2.6)
marginal stabil. Mit der Geraden a = b ergibt sich ein kegelförmiges Gebiet, in dem jede
Lösung x(t) zum stabilen Fixpunkt x0 = 0 geht, siehe Abbildung 2.5. Man beachte,
dass dieses Gebiet unabhängig von der Wahl der Anfangsfunktion g(t) ist.
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Abbildung 2.5: Stabilitätsgebiet des Fixpunktes x0 = 0 des deterministischen Systems
mit τ = 2. Für a ≥ − 1

τ
sind die führenden charakteristischen Wurzeln reell. Für a ≤ − 1

τ

existieren führende konjugiert komplexe Wurzeln, die Lösungen haben oszillatorisches
Verhalten. Im oberen Bereich gilt maxn Re(sn) < 0 (stabil), im unteren Bereich gilt
maxn Re(sn) > 0 (instabil). Im Fall a = b gibt es noch den Fixpunkt x0 = const. Dieser
ist stabil bei a ≥ − 1

τ
(durchgezogene Linie) und instabil bei a ≤ − 1

τ
(gepunktete

Linie). Auf dieser Linie ist nur für die Anfangsbedingung g(t) = x0 die konstante
Lösung möglich, siehe Rechnung in Abschnitt 2.2.

2.2 Verhalten im marginal stabilen Fall

Wir konnten feststellen, dass unter der Bedingung a = b > − 1
τ

das deterministische
System marginal stabil ist. In einigen Veröffentlichungen ([BLM+93a], [BLM+93b] und
[Lip95]) ist ein kennzeichnendes Merkmal marginaler Stabilität diskutiert worden: Es
besteht die Möglichkeit, einen Fixpunkt durch eine Störung beliebiger Form zu ver-
schieben.

Zunächst wollen wir Gleichung (2.6) für eine Anfangsfunktion g(t) mittels Lapla-
cetransformation lösen

∫ ∞

0
dt ẋe−st =

∫ ∞

0
dt ax(t − τ)e−st −

∫ ∞

0
dt bx(t)e−st. (2.17)

8



Auf der linken Seite integrieren wir partiell, auf der rechten substituieren wir das
verzögerte Argument. Auf dem Intervall [−τ, 0] können wir die Anfangsfunktion ein-
setzen

[
x(t)e−st

]∞
0

︸ ︷︷ ︸

=−x(0)=−g(0)

+s

∫ ∞

0
dt x(t)e−st = e−sτ

∫ ∞

−τ

dt ax(t)e−st −
∫ ∞

0
dt bx(t)e−st. (2.18)

Das Integral über x(t)e−st existiert, wenn x(t) höchstens exponentiell anwächst. Um-
sortieren führt zu

(s + b − ae−sτ )
︸ ︷︷ ︸

=h(s)

∫ ∞

0
dt x(t)e−st = g(0) + e−sτ

∫ 0

−τ

dt ag(t)e−st. (2.19)

Durch die Rücktransformation sind wir in der Lage, einen Ausdruck für x(t) zu schrei-
ben

x(t) =
1

2πi

∫

C

ds est
g(0) + e−sτ

∫ 0
−τ

dt ag(t)e−st

h(s)
=

1

2πi

∫

C

ds est G(s)

h(s)
, (2.20)

wobei zur Abkürzung G(s) eingeführt wird. Dieser Ausdruck ist ein Konturintegral.
Wenn man den Integrationsweg rechts von allen Singularitäten des Integranden wählt
und die Kontur nach links schließt, lässt sich der Ausdruck mit dem Residuensatz in
eine Summe umformen

x(t) =

∞∑

n=1

Ress=sn

(

est G(s)

h(s)

)

. (2.21)

Die sn sind die unendlich vielen Wurzeln der charakteristischen Gleichung (2.8).
Wir interessieren uns zunächst für den marginal stabilen Fall a = b > − 1

τ
. Wie

wir in Abschnitt 2.1 sehen konnten, ist in diesem Fall sr = 0 der führende Eigenwert.
Dieser Wert ist entscheidend für das Langzeitverhalten von x(t)

lim
t→∞

x(t) = Ressr=0

(

est G(s)

h(s)

)

= est G(s)

h′(s)

∣
∣
∣
∣
s=0

. (2.22)

Für große Zeiten stellt sich ein fester Wert ein, der von g(t) abhängt

lim
t→∞

x(t) =
g(0) +

∫ 0
−τ

dt g(t)

1 + aτ
. (2.23)

Ein weiterer interessanter Fall existiert für beliebige a = b mit konstanter Anfangs-
bedingung g(t) = x0. Wir berechnen die Funktion G(s)

G(s) = x0 + ax0e
−sτ

[
1

−s
e−st

]0

−τ

= x0

(

1 − a
e−sτ

s
+

a

s

)

= x0
h(s)

s
. (2.24)

Es gilt damit

lim
t→∞

x(t) =
x0

2πi

∫

C

ds est h(s)

sh(s)
=

x0

2πi

∫

C

ds
est

s
= x0. (2.25)
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Es existiert eine konstante Lösung, auch wenn es eine Wurzel in der rechten komplexen
Halbebene gibt.

Aus den numerischen Bestimmungen der charakteristischen Wurzeln, siehe 2.4,
sieht man, dass bei a < − 1

τ
an der Schwelle der marginalen Stabilität oszillierende

Lösungen mit konstanter Amplitude auftreten. Aus (2.13) können wir ablesen, dass für
b = 0 bei τc = π

2|a| ein komplexes Paar von Lösungen die imaginäre Achse überschreitet.

Bei a = π
2τ

und b = 0 ist dieses Paar nicht führend, da eine reelle positive Wurzel
existiert. a = − π

2τ
und b = 0 ist also ein Beispiel, bei dem es eine führende imaginäre

Wurzel gibt.

Bei einem allgemeinen s = ±iω ergibt sich für die Lösung

lim
t→∞

x(t) =
1

2πi







eiωt
g(0) + e−iωτ

∫ 0
−τ

dt′ag(t′)e−iωt′

1 + τae−iωτ
︸ ︷︷ ︸

:=Aeiφ

+e−iωt
g(0) + eiωτ

∫ 0
−τ

dt′ag(t′)eiωt′

1 + τaeiωτ
︸ ︷︷ ︸

:=Ae−iφ







= A cos(ωt + φ),

(2.26)

wobei die Amplitude A und die Phasenverschiebung φ nicht von der Zeit abhängig
sind.

Wenn bereits eine oszillierende Lösung x(t) mit konstanter Amplitude vorliegt und
eine zeitlich begrenzte Störung einsetzt, so strebt x(t) gegen eine neue oszillierende
Lösung mit verschobener Amplitude. Diese Verschiebung kann man berechnen.

Es gelten also die Relationen (2.16) für a, b, so dass die Fixpunkte von (2.6) marginal
stabil sind. Wir betrachten

ẋ(t) = x(t − τ) − x(t) + F (t), x(t) = g(t) ∀ t ∈ [−τ, 0]. (2.27)

Die Störung hat die Form

F (t) =

{
f(t) : ∀t mit t′ ≤ t ≤ t′′

0 : sonst
. (2.28)

Vor Einsetzen der Störung zur Zeit t1 hat x(t) die Form

xvor(t) = A1 cos(ω1t + φ1). (2.29)

Nach Ende der Störung erfolgt ein Einschwingen einer neuen oszillatorischen Lösung
mit konstanter Amplitude. Nach dem Einschwingen zu der Zeit t2 soll x(t) die folgende
Form haben

xnach(t) = A2 cos(ω2t + φ2). (2.30)

Integriert man Gleichung (2.27) auf beiden Seiten über t von t1 bis t2, so erhält
man mittels Substitution s = t − τ

x(t2) − x(t1) = a

∫ t2−τ

t1−τ

x(s) ds − b

∫ t2

t1

x(t) dt +

∫ t2

t1

F (t) dt. (2.31)
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Die Integrale auf der rechten Seite spalten wir auf, so dass wir auf beiden Seiten für
x(t) die Lösungen xvor(t) bzw. xnach(t) einsetzen können

xnach(t2) − xvor(t1) = a

∫ t1

t1−τ

dtxvor(t) − b

∫ t2

t2−τ

dtxnach(t)

+ (a − b)

∫ t2−τ

t1

dtx(t) +

∫ t′′

t′
dtf(t).

(2.32)

Nach dem Einsetzen von (2.29) und (2.30) und dem Ausklammern der Amplituden A1

und A2 folgt

A2

[

cos(ω2t2 + φ2) + b

∫ t2

t2−τ

dt cos(ω2t + φ2)

]

=A1

[

cos(ω1t1 + φ1) + a

∫ t1

t1−τ

dt cos(ω1t + φ1)

]

+ (a − b)

∫ t2−τ

t1

dtx(t) +

∫ t′′

t′
dtf(t).

(2.33)

Die neue Amplitude A2 ist damit abhängig von der alten A1. Das Integral
∫ t2−τ

t1
dtx(t)

ist allerdings schwierig zu bestimmen, da das genaue Verhalten von x(t) zwischen t1
und t2 − τ nicht bekannt ist.

Für den Fall a = b und einer konstanten Lösung können wir jedoch die Verschiebung
genau bestimmen. In diesem Fall fällt das nicht bekannte Integral weg, da a−b = 0 ist.
Die konstante Lösung ergibt, dass ω1,2 = φ1,2 = 0 betragen. Die Kosinusterme ergeben
den Wert 1 und (2.33) vereinfacht sich zu

A2[1 + bτ ] = A1[1 + aτ ] +

∫ t′′

t′
dtf(t)

⇔ A2 = A1
1 + aτ

1 + bτ
+

∫ t′′

t′
dtf(t)

1 + bτ
= A1 +

∫ t′′

t′
dtf(t)

1 + bτ
.

(2.34)

Die Verschiebung ist proportional zum Integral über die Störung.

2.3 Verhalten im allgemeinen Fall

Die Fundamentallösung ist die Lösung der DDGL zur Anfangsfunktion

g(t) =

{
0 , ∀t ∈ [−τ, 0)
1 , t = 0

(2.35)

Zu dieser Anfangsfunktion finden wir die exakte Lösung von (2.6) mittels stückweiser
Integration

x0(t) =

n∑

k=0

ak

k!
(t − kτ)ke−b(t−kτ), nτ ≤ t ≤ (n + 1)τ. (2.36)

Dieses Zwischenergebnis zum Finden einer allgemeinen Lösung x(t) ist auf verschiede-
nen Wegen zu erhalten. Setzt man die Anfangsfunktion (2.35) in (2.20) ein, so erkennt
man, dass x0 ebenso durch inverse Laplacetransformation von h−1(s) zu berechnen ist.
Ein dritter Weg ist durch Verwenden von Lambertschen W-Funktionen möglich, siehe
[ASJ06].
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Mit der Fundamentallösung x0(t) ist die allgemeine Lösung x(t) für beliebige An-
fangsfunktionen g(t) bekannt

x(t) = x0(t)g(0) + a

∫ 0

−τ

dsx0(t − s − τ)g(s). (2.37)

Einen Satz, auf den wir noch zurückgreifen werden, findet man in [Hal77].

Satz 2.1. Sei α0 = maxn{Re(sn)}, wobei die sn die charakteristischen Wurzeln von
(2.8) sind. Dann gilt: Für jedes α > α0 gibt es eine Konstante K(α), sodass

|x0(t)| ≤ K(α)eαt, t ≥ 0. (2.38)

Dieser Satz beschreibt die Beschränktheit der Lösung nach oben. Insbesondere lässt
sich auch hier ablesen, dass die Lösung von (2.6) gegen Null geht, wenn alle charak-
teristischen Wurzeln in der linken Halbebene liegen. Außerdem ist sichergestellt, dass
die Lösung höchstens exponentiell anwächst. Die Laplacetransformierte aus Abschnitt
2.2 existiert.

2.4 Verhalten im Falle kleiner Verzögerungen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob eine DDGL im Falle kleiner Verzöge-
rungen in eine gewöhnliche DGL umgeformt werden kann. Diese Umformung wird vor
allem interessant, wenn man eine DDGL mit variablen Koeffizienten untersucht, da
es für diesen Typ keine explizite Lösung gibt. Der verzögerte Term x(t − τ) soll nach
Potenzen von τ entwickelt und an geeigneter Stelle abgebrochen werden.

Im folgenden wird eine einfache lösbare DDGL nach diesem Schema umgeformt.
Anschließend werden die Stabilitätseigenschaften der ursprünglichen und der umge-
formten DGL untersucht.

Wir betrachten also die deterministische DDGL

ẋ(t) = x(t − τ) − x(t). (2.39)

Im Limes τ → 0 erhält man die Gleichung ẋ(t) = 0, deren Lösung

x(t) = const (2.40)

ist. λ = 0 ist die Lösung der charakteristischen Gleichung in diesem Grenzfall. Alle
angenäherten gewöhnlichen DGL sollen nach dieser Eigenschaft beurteilt werden. Wir
führen eine Taylorentwicklung für x(t − τ) durch

x(t−τ) = x(t)−τ ẋ(t)+
1

2
τ2ẍ(t)+. . .+

(−τ)m

m!
x(m)(t)+

(−τ)m+1

(m + 1)!
x(m+1)(t−θτ) (2.41)

und wollen diese nach einem geeigneten m-ten Term abbrechen. Durch Einsetzen der
Entwicklung in (2.39) erhalten wir die Differentialgleichung

−(τ + 1)ẋ(t) +
1

2
τ2ẍ(t) + . . . +

(−τ)m

m!
x(m)(t) = 0 (2.42)

und durch den Ansatz x(t) = x0e
λt die charakteristische Gleichung

−(1 + τ)λ +
1

2
τ2λ2 + . . . +

1

m!
(−τ)mλm = 0. (2.43)
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Diese Gleichung besitzt m Lösungen in der komplexen Ebene. Wir müssen nun un-
tersuchen, wie gut diese Lösungen für kleine Verzögerungen den exakten Wert λ = 0
approximieren. Für eine Verzögerung von τ = 0.01 wird für verschiedene m die La-
ge der charakteristischen Wurzeln dargestellt, siehe Abbildung 2.6. In Abbildung 2.7
werden zum Vergleich die Nullstellen des Quasipolynoms

h(λ) = λ + 1 − e−λτ (2.44)

numerisch bestimmt.

-10

-5

 0

 5

 10

-10 -5  0  5  10

Im
 λ

Re λ

m=1

-20000

-10000

 0

 10000

 20000

-20000-10000  0  10000  20000
Im

 λ
Re λ

m=2

-4000

-2000

 0

 2000

 4000

-4000 -2000  0  2000  4000

Im
 λ

Re λ

m=3

-4000

-2000

 0

 2000

 4000

-4000 -2000  0  2000  4000

Im
 λ

Re λ

m=4

-2000

-1000

 0

 1000

 2000

-2000 -1000  0  1000  2000

Im
 λ

Re λ

m=5

-2000

-1000

 0

 1000

 2000

-2000 -1000  0  1000  2000

Im
 λ

Re λ

m=6

Abbildung 2.6: Lösungen der charakteristischen Gleichung (2.43) in der komplexen
Ebene für τ = 0.01. Die Taylorreihe wurde jeweils nach m Schritten abgebrochen.

Es ist zu erkennen, dass die Wurzel λ = 0 der genäherten DGL mit der führenden
Wurzel der DDGL identisch ist. Die anderen verteilen sich in allen Richtungen der
komplexen Ebene. Für diese Gleichung ist bereits ein Abbruch bei m = 2 nicht möglich,
da es eine charakteristische Wurzel mit positivem Realteil gibt, die die asymptotischen
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Abbildung 2.7: Numerisch bestimmte Nullstellen des Quasipolynoms (2.44) für τ =
0.01.

Eigenschaften der Lösung bestimmt. Die Lösung x(t) = const ist nicht erfüllt. Aus
den Abbildungen erkennt man, dass offensichtlich auch aus einem Abbruch bei m ≥ 2
immer eine Wurzel mit positivem Realteil folgt.

Diese Vermutung möchten wir für die allgemeinere Gleichung beweisen. Wir be-
trachten

ẋ(t) = ax(t − τ) − bx(t) (2.45)

und entwickeln den verzögerten Term bis zur Ordnung m. Die zu (2.43) analoge cha-
rakteristische Gleichung ist

a − b − (aτ + 1)λ +
1

2
aτ2λ2 + . . . +

1

m!
a(−τ)mλm = 0. (2.46)

Wir teilen durch 1
m!a(−τ)m und erhalten

p(λ) = λm − m

τ
λm−1 +

m(m − 1)

τ2
λm−2 + . . . − (aτ + 1)m!

(−τ)m
λ +

(a − b)m!

a(−τ)m
= 0. (2.47)

Nun können wir folgenden Satz verwenden.

Satz 2.2 (Routh-Hurwitz-Kriterium). Genau dann haben alle Lösungen von

p(λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + an−1λ + an = 0 (2.48)

einen negativen Realteil, wenn mit a0 = 1 und am = 0 für m > n die Determinanten

a1,
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∣
,
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∣

,
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∣
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, . . . ,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 a3 a5 . . . a2n−1

a0 a2 a4 . . . a2n−2

0 a1 a3 . . . a2n−3

. . .
...

. . . an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

allesamt positiv sind.
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Wenn eine Determinante negativ ist, so existiert nach dem Satz eine Lösung mit
positivem Realteil. Da in (2.47) der Koeffizient a1 = −m

τ
kleiner als Null ist, folgt, dass

für jedes m ≥ 2 und für beliebige (a, b) eine charakteristische Wurzel mit positivem
Realteil existiert. Das bedeutet, dass die Lösungen asymptotisch ansteigen. Wir haben
aber bereits die Existenz von stabilen Lösungen gezeigt. Eine Entwicklung für kleine
τ ist daher nur bis zur ersten Ordnung sinnvoll.

Nach [Saa67] ist eine Entwicklung bis zur Ordnung der höchsten Ableitung möglich

und das Restglied (−τ)m+1

(m+1)! x(m+1)(t − θτ) ist für m ≥ 2 von der Ordnung
(

1
τ

)
.
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Kapitel 3

Stabilität der stochastischen

Gleichung bei additivem

Rauschen

In diesem Kapitel wollen wir von einem deterministischen zu einem stochastischen
Modell übergehen. Ein Ziel dieser Diplomarbeit ist, das Verhalten der DDGL mit
zeitabhängigen, evtl. stochastischen Koeffizienten zu verstehen.

Zunächst wird allerdings die DDGL mit additivem Rauschen behandelt, um ver-
schiedene Rechenmethoden kennenzulernen

ẋ(t) = ax(t − τ) − bx(t) + ξt, x(t) = g(t) ∀ t ∈ [−τ, 0]. (3.1)

ξt bezeichnet ein Gaußsches weißes Rauschen. Dieses ist der Grenzfall eines Ornstein-
Uhlenbeck-Prozesses, für den Varianz und inverse Korrelationszeit nach unendlich ge-
hen, während ihr Quotient konstant bleibt

σ2 → ∞, γ → ∞,
σ2

γ
= D. (3.2)

Mit 〈. . .〉 bezeichnen wir die Mittelung über alle Realisierungen der stochastischen
Variable. Mittelwert und Autokorrelation des stochastischen Prozesses ξt betragen
〈ξt〉 = 0 und 〈ξtξt′〉 = 2Dδ(t − t′).

Wenn wir Gleichung (3.1) als Bilanzgleichung für eine Substanz (physikalische
Größe) deuten, so bedeutet das additive Rauschen eine stochastische Quelle bzw. Senke
der Substanz x.

Viele Probleme, die sich aus Gleichung (3.1) ergeben, sind in früheren Veröffentli-
chungen verstanden worden. Allerdings gibt es auch fehlerhafte und schwierig zu ver-
stehende Darstellungen, weshalb die vorhandenen Quellen noch einmal sortiert werden
sollen.

Die statistischen Eigenschaften der Lösung von Gleichung (3.1) sind am einfachsten
zu bestimmen, indem man die explizite Lösung betrachtet. Gleichung (3.1) ist eine
inhomogene DDGL mit konstanten Koeffizienten. Mit Hilfe der Fundamentallösung
kann man die Lösung für alle Zeiten explizit angeben

x(t) = x0(t)g(0) + a

∫ 0

−τ

dsx0(t − s − τ)g(s) +

∫ t

0
x0(t − s)dWs. (3.3)
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Wt ist der Wiener-Prozess mit 〈WtWt′〉 = 2D min(t, t′).
Dass (3.3) eine Lösung von (3.1) ist, soll durch Einsetzen nachgeprüft werden.

ẋ(t) =ẋ0(t)g(0) + a

∫ 0

−τ

dsẋ0(t − s − τ)g(s) +
d

dt

∫ t

0
x0(t − s)dWs

︸ ︷︷ ︸
R t
0 ẋ0(t−s)dWs+ξ(t)

=ag(0)x0(t − τ) − bg(0)x0(t) + a2

∫ 0

−τ

dsx0(t − s − 2τ)g(s)

− ab

∫ 0

−τ

dsx0(t − s − τ)g(s) +

∫ t

0
ax0(t − s − τ)dWs

− b

∫ t

0
x0(t − s)dWs + ξ(t)

=ax(t − τ) − bx(t) + ξ(t).

(3.4)

Amann, Schöll und Just [ASJ06] können zeigen, dass die Lösung (3.3) formal als
eine unendliche Summe von Ornstein-Uhlenbeck Prozessen geschrieben werden kann.

Wir überprüfen, ob Gleichung (3.1) einen Fixpunkt besitzen kann. Wir setzen
ẋ(t) = 0 und erhalten

bx(t) − ax(t − τ) = ξt. (3.5)

Diese Relation ist nicht erfüllbar, da x(t) ein nichtvorwegnehmendes Funktional von
ξt ist und die stochastischen Größen x(t) und ξt somit unabhängig voneinander sind.
Auch im Limes t → ∞ kann x(t) jeden beliebigen Wert annehmen. Nach großen Zeiten
erwarten wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die nicht gegen die Deltadistribution
konvergiert. Diese möchten wir bestimmen.

3.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der verzögerten Glei-

chung bei additivem Rauschen

Die determistischen Terme in (3.3) konvergieren gegen Null, wenn die Fundamen-
tallösung gegen Null konvergiert. Das gilt, wenn der größte Realteil der Wurzeln der
charakteristischen Gleichung kleiner als Null ist, siehe Satz 2.1. Nur für diesen Fall ist
die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung möglich.

Die folgenden Rechnungen gelten also für den kegelförmigen Parameterbereich aus
Abbildung 2.5.

Für x(t) gilt nach dem Abklingen der deterministischen Terme

x(t) =

∫ t

0
x0(t − s) dWs

︸︷︷︸

ξsds

= (x0 ∗ ξ)(t) ≡ L[ξ(t)]. (3.6)

Nach Papoulis [Pap65] ist L[ξ(t)] eine lineare zeitinvariante Transformation des stati-
onären Prozesses ξ(t), da

L[aξ(t)] = aL[ξ(t)] und x(t + ε) = L[ξ(t + ε)].

Definition Ein stochastischer Prozess η(t) heißt stationär im weiteren Sinne, wenn
gilt

〈η(t)〉 = const und 〈η(t + u)η(t)〉 = R(u).
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Aus dieser Definition folgt, dass das Gaußsche weiße Rauschen ξ(t) stationär im weite-
ren Sinne ist. In [Pap65] wird bewiesen, dass eine lineare zeitinvariante Transformation
eines stationären Prozesses im weiteren Sinne wieder stationär im weiteren Sinne ist.

Der Prozess (3.3) ist nach großen Zeiten stationär im weiteren Sinne und für die
Verteilungsfunktionen gilt

P (x, t) = P (x), P (x1, x2, s, t) = P (x1, x2, s − t). (3.7)

Nach Küchler und Mensch [KM92] konvergiert die Einpunktverteilung gegen eine
Gaußsche. Diesen Beweis wollen wir nachvollziehen.

Die charakteristische Funktion des Prozesses (3.6) lautet

Φ(s) =
〈

eis
R t
0 x0(t−s)dWs

〉

. (3.8)

Die Entwicklung der Exponentialfunktion führt zu

Φ(s) =

∞∑

n=0

(is)n

n!

〈(∫ t

0
x0(t − s)dWs

)n〉

=

∞∑

n=0

(is)n

n!

∫ t

0

∫ t

0
. . .

∫ t

0
x0(t − s′)x0(t − s′′) . . . x0(t − s(n))Mnds′ds′′ . . . ds(n),

(3.9)

wobei zur Abkürzung Mn = 〈ξs′ξs′′ . . . ξs(n)〉 eingeführt wird. Es gilt das Momenten-
theorem für Mn

Mn =

{
0 : falls n ungerade
∑〈ξpξq〉〈ξrξs〉 . . . 〈ξuξv〉 : falls n gerade.

(3.10)

Die Summe läuft über alle möglichen Paare der ξi. Es werden alle geraden Momente
betrachtet und wir können n durch 2n ersetzen. Das Momententheorem für M2n ist
eine Summe über (2n)!

2nn! Terme. Es ergibt sich

Φ(s) =

∞∑

n=0

(is)2n

(2n)!

∫ t

0

∫ t

0
. . .

∫ t

0
x0(t − s′)x0(t − s′′) . . . x0(t − s(2n))M2nds′ds′′ . . . ds(2n)

=

t∑

n=0

(is)2n

(2n)!

∑

Paare

∫ t

0

∫ t

0
. . .

∫ t

0
x0(t − s′)x0(t − s′′) . . . x0(t − s(2n))

× (2D)nδ(s′ − s′′)δ(s′′′ − s′′′′) . . . δ(s(2n−1) − s(2n))ds′ds′′ . . . ds(2n)

=
∞∑

n=0

(is)2n

(2n)!
(2D)n

∑

Paare

∫ t

0

∫ t

0
. . .

∫ t

0
x2

0(t − s′)x2
0(t − s′′′) . . . x2

0(s
(2n−1))ds′ds′′′ . . . ds(2n−1).

(3.11)

Der Ausdruck unter der Summe der Paare beträgt
(∫ t

0 x2
0(t − s)ds

)n

und ist für jeden

Summanden gleich. Wir können schreiben

Φ(s) =

∞∑

n=0

(is)2n

(2n)!

(

2D

∫ t

0
x2

0(t − s)ds

)n
(2n)!

2nn!

=e−s2D
R t
0 x2

0(t−s)ds = e−s2D
R t
0 x2

0(s)ds.

(3.12)
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Im letzten Schritt wurd die Substitution t − s → s verwendet. Die charakteristische
Funktion können wir auch mit Hilfe der Kumulanten κi schreiben als

Φ(s) = eisκ1− s2

2
κ2−i s3

6
κ3+.... (3.13)

Die Kumulanten des Prozesses (3.6) sind somit

κ1 = 0,

κ2 = 2D
∫ t

0 x2(s)ds,

κi≥3 = 0.

(3.14)

Damit haben wir gezeigt, dass (3.6) ein Gaußscher Prozess mit Mittelwert Null und
Varianz 2D

∫ t

0 x2
0(s)ds ist.

3.2 Stabilität des ersten Momentes bei additivem Rau-

schen

Nun wollen wir (3.1) über alle Realisierungen des treibenden Prozesses ξt mitteln

∫

ẋt[ξ]P (ξ)dξ = a

∫

xt−τ [ξ]P (ξ)dξ − b

∫

xt[ξ]P (ξ)dξ +

∫

ξP (ξ)dξ

︸ ︷︷ ︸

=0

. (3.15)

Das Ziel dieser Betrachtung ist das Aufstellen einer deterministischen DDGL für
∫

xtP (x)dx ≡ 〈x(t)〉. Allgemein gilt für die Beziehung zwischen den Verteilungen das
Lemma von van Kampen

P (x, t) =

∫

dξδ (x − xt[ξ]) P (ξ). (3.16)

Die Zeitunabhängigkeit der Einpunktverteilung des Prozesses x(t) haben wir im vorigen
Abschnitt gezeigt. Es gelten deshalb

∫

dξxt[ξ]P (ξ) =

∫

dxxP (x) = 〈x(t)〉,
∫

xt−τ [ξ]P (ξ)dξ = 〈x(t − τ)〉.
(3.17)

In Gleichung (3.15) ziehen wir die Ableitung nach der Zeit heraus und erhalten

d

dt
〈x(t)〉 = a〈x(t − τ)〉 − b〈x(t)〉. (3.18)

Diese Bewegungsgleichung des ersten Momentes ist identisch mit der Gleichung (2.6).
Es gibt einen Fixpunkt 〈x〉 = 0, dessen Stabilitätsgebiet identisch ist mit der Abbildung
2.5.
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3.3 Stabilität des zweiten Momentes bei additivem Rau-

schen

Die Bestimmung des 2. Momentes ist ein aufwendigeres Problem als die des Mittelwer-
tes, da nicht wie vorher sofort eine Bewegungsgleichung für diese Größe zu berechnen
ist. Dennoch gibt es Ansätze verschiedener Autoren ([MN95], [GLL99], [YO], [KM92]),
die in diesem Abschnitt verglichen werden sollen.

Wir betrachten erneut die Gleichung

ẋ(t) = ax(t − τ) − bx(t) + ξ(t), x(t) = g(t)∀ t ∈ [−τ, 0]. (3.19)

Für einen Prozess
dx(t) = f(x(t), x(t − τ))dt + g(x)dWt (3.20)

gilt für G(x(t)) ∈ C2 nach der Ito-Formel

dG(x(t)) =

{

f(x(t), x(t − τ))
d

dx
G(x(t)) + Dg2(x(t))

d2

dx2
G(x(t))

}

dt

+ g(x(t))
d

dx
G(x(t))dWt.

(3.21)

Mit G(x(t)) = x2(t), f(x(t), x(t − τ)) = ax(t − τ) − bx(t) und g(x(t)) = 1 erhält man
für Gleichung (3.19)

d(x2(t)) = {[ax(t − τ) − bx(t)]2x(t) + 2D} dt + 2x(t)dWt. (3.22)

Eine Mittelung dieser Gleichung ergibt
〈
dx2(t)

〉
=
{
2a 〈x(t − τ)x(t)〉 − 2b

〈
x2(t)

〉}
dt + 2Ddt, (3.23)

da erneut die Ito-Eigenschaft 〈x(t)dWt〉 = 0 gilt. Division durch dt und Einführung
der Notation 〈x(t)x(s)〉 = K(t, s) ergibt

K̇(t, t) = 2aK(t − τ, t) − 2bK(t, t) + 2D. (3.24)

Mackey und Nechaeva [MN95] leiten diese Beziehung ebenfalls her. Dort wird an-
schließend angenommen, dass K(t, t) für große Zeiten einen stationären Wert erreicht.
Daraus folgt, dass K̇(t, t) gegen Null geht und auch K(t− τ, t) einen konstanten Wert
erreicht

limt→∞ K(t, t) ≡ K∞(0),
limt→∞ K(t − τ, t) ≡ K∞(τ).

(3.25)

Aus (3.24) folgt
0 = 2aK∞(τ) − 2bK∞(0) + 2D. (3.26)

Diese Konstanten K∞(τ) und K∞(0) werden in [MN95] gleichgesetzt und können somit
berechnet werden. Diese Aussagen wollen wir überprüfen.

Aus Abschnitt 3.1 kennen wir bereits Lösung und Varianz des Prozesses (3.19)
nach großen Zeiten im stabilen Bereich des Fixpunktes 〈x〉 = 0. Nun möchten wir
einen Ausdruck für limt→∞ 〈x(t + ti)x(t + tj)〉 finden. Es gilt

lim
t→∞

〈x(t + ti)x(t + tj)〉 = lim
t→∞

〈∫ t+ti

0
x0(t + ti − s)dWs

∫ t+tj

0
x0(t + tj − s′)dWs′

〉

= 2D lim
t→∞

∫ t+ti

0
ds

∫ t+tj

0
ds′x0(t + ti − s)x0(t + tj − s′)δ(s − s′),

(3.27)
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da 〈dWsdWs′〉 = 〈ξsξs′〉 dsds′ = 2Dδ(s− s′)ds′ds gilt. Im nächsten Schritt nehmen wir
an, dass tj > ti ist und erhalten durch Integration über s′

2D lim
t→∞

∫ t+ti

0
dsx0(t + ti − s)x0(t + tj − s) = −2D lim

t→∞

∫ 0

t+ti

dux0(u)x0(u + tj − ti)

= 2D

∫ ∞

0
dux0(u)x0(u + tj − ti).

(3.28)

Für ein beliebiges Zeitintervall u = tj − ti gilt, vergleiche [KM92],

K∞(u) = lim
t→∞

〈x(t + ti)x(t + tj)〉 = 2D

∫ ∞

0
dsx0(s + |u|)x0(s). (3.29)

Aus der Abschätzung |x0(s)| ≤ K(α)eαt, siehe Satz 2.1, folgt die Quadratintegrierbar-
keit von x0 für α < 0. Die Kovarianz ist also genau dann beschränkt, wenn die Lösung
der zugehörigen deterministischen Gleichung stabil ist. Ebenso gilt die Symmetriebe-
dingung

K∞(u) = K∞(−u). (3.30)

Es ist nun möglich, über die unendlich vielen Summanden von x0(t) die Kovarianz für
einen bestimmten Fall zu berechnen und damit die Aussage K∞(τ) = K∞(0) ≡ K∗

zu überprüfen. Für den allgemeinen Fall einen Ausdruck für K∞ zu finden, bleibt eine
schwierige Aufgabe.

Die Größen K(t, t) und K(t, t− τ) erreichen im stabilen Bereich von x0 tatsächlich
einen konstanten Wert. Im allgemeinen sind sie jedoch nicht gleich. Für den Spezialfall
a = 0 und beliebige b nimmt die Fundamentallösung eine besonders einfache Form
an und wir können K∞(0) und K∞(τ) berechnen. Da in (2.36) nur die k = 0 Terme
beitragen, gilt

x0(s) = e−bs,

x0(s + τ) = e−b(s+τ).
(3.31)

Damit ergibt sich

K∞(τ) =
∫∞
0 dsx0(s)x0(s + τ) =

∫∞
0 dse−bse−b(s+τ) = e−bτ

2b
,

K∞(0) =
∫∞
0 dsx0(s)x0(s) =

∫∞
0 dse−bse−bs = 1

2b
.

(3.32)

Die Annahme K∞(τ) = K∞(0) ist nur für τ = 0 richtig.
Anschließend wird in [MN95] der Ansatz K(s, t) = K∗+Z(s, t) mit Z(s, t) ∼ eλ(s+t)

gemacht. Es wird also angenommen, dass für die Zeitabhängigkeit der Zweipunktver-
teilungsfunktion gilt

P (x1, x2, s, t) = P (x1, x2, s + t). (3.33)

Das steht jedoch im Gegensatz zu (3.7) und ist falsch. Dieser Ansatz reicht noch nicht
aus, um einen allgemeinen Ausdruck für K∞ zu finden.

3.3.1 Integraldarstellung der Kovarianz

Dieser Ansatz geht auf Überlegungen der Autoren Guillouzic, L’Heureux und Longtin
[GLL99] zurück. Es wird zunächst eine Bewegungsgleichung für 〈x(t)x(t+u)〉 nach Ab-
klingen der Anfangsfunktion hergeleitet. Diese soll dann mittels Fouriertransformation
gelöst werden.
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Aus Gleichung (3.19) folgt mit der Ito-Formel

d(x(t1)x(t2)) = x(t1)dx(t2) + x(t2)dx(t1)

= [x(t1)ax(t2 − τ) − bx(t1)x(t2)]dt2 + x(t1)dW (t2)

+ [ax(t1 − τ)x(t2) − bx(t1)x(t2)]dt1 + x(t2)dW (t1).

(3.34)

In dieser Formel ist zu beachten, dass t1 und t2 unabhängige Variablen sind, es gilt
deshalb dt1 6= dt2. Wegen 〈x(t1)dW (t2)〉 = 0 für t2 > t1 ergibt die Mittelung

〈d(x(t1)x(t2))〉 = [a〈x(t1)x(t2 − τ)〉 − b〈x(t1)x(t2)〉]dt2

+ [a〈x(t1 − τ)x(t2)〉 − b〈x(t1)x(t2)〉]dt1 + 〈x(t2)dW (t1)〉.
(3.35)

Aus (3.7) entnehmen wir, dass 〈x(t1)x(t2)〉 eine Funktion der Zeitdifferenz u = t2 − t1
ist. Wir möchten nun die Zeitabhängigkeit von 〈x(t2)ξ(t1)〉 bestimmen. Yamane und
Ohira [YO] finden für den Fall a = −β, b = 0 einen Ausdruck für den Mittelwert
〈x(t2)ξ(t1)〉 und beweisen diesen mit vollständiger Induktion. 〈x(t2)ξ(t1)〉 lässt sich
aber auch direkt und für den allgemeinen Fall bestimmen. Nach großen Zeiten gilt
wegen (3.6)

〈x(t2)ξ(t1)〉 =

〈∫ t2

0
dsx0(t2 − s)ξsξt1

〉

=

∫ t2

0
dsx0(t2−s)δ(s−t1)2D = 2Dx0(t2−t1).

(3.36)
〈x(t2)ξ(t1)〉 ist also auch eine Funktion von u = t2 − t1. Wir führen die Notation
〈x(t2)ξ(t1)〉 ≡ Xξ(u) ein. In Abbildung 3.1 wird Xξ dargestellt.
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Abbildung 3.1: Die Funktion Xξ(u) aus Gleichung (3.36) ist die Fundamentallösung
multipliziert mit 2D. Diese wird hier mit a = −1

2 , b = 0 und τ = 2 dargestellt. Wir
wählen D=1.

Eine Probe von Gleichung (3.35) soll durchgeführt werden, indem man t2 → t1
gehen lässt und die Äquivalenz mit Gleichung (3.23) überprüft. Wegen limt2→t1 x0(t2−
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t1) = 1 gilt in der Tat

lim
t2→t1

〈d(x(t1)x(t2))〉 = 2a〈x(t1)x(t1 − τ)〉 − 2b〈x(t1)x(t1)〉dt1 + lim
t2→t1

2Dx0(t2 − t1)dt1

= 2a〈x(t1)x(t1 − τ)〉 − 2b〈x(t1)x(t1)〉dt1 + 2Ddt1.

(3.37)

Eine Ableitung von (3.35) nach t1 ergibt

d

dt1
〈x(t1)x(t2)〉 = a〈x(t1 − τ)x(t2)〉 − b〈x(t1)x(t2)〉 + 〈x(t2)ξ(t1)〉. (3.38)

In der Notation von vorher lautet mit u = t2 − t1 und dt1 = −du diese Gleichung

d

du
K∞(u) = −aK∞(u + τ) + bK∞(u) − Xξ(u). (3.39)

Diese Formel wurde auch in [GLL99] für den Spezialfall a = −α und b = 0 hergeleitet.
Die Ableitung der Funktion K∞(u) nach u verschwindet nicht. Im Limes u → 0 ist
keine Äquivalenz mit (3.26) herzuleiten, da wir nun verschiedene Funktionsargumente
haben. Durch Vergleich von (3.26) mit (3.39) bei u = 0 können wir aber d

du
K∞(u)

∣
∣
u=0

berechnen. Da Xξ(u) an der Stelle u = 0 eine Unstetigkeit besitzt, müssen wir zwischen
linksseitiger und rechtsseitiger Ableitung unterscheiden

d

du
K∞(u)

∣
∣
∣
∣
u=0+

= −aK∞(τ) + bK∞(0) − 2D = −D, (3.40)

d

du
K∞(u)

∣
∣
∣
∣
u=0−

= −aK∞(τ) + bK∞(0) = D. (3.41)

Wir erwarten einen schematischen Verlauf von K∞(u) wie in Abbildung 3.2.
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Abbildung 3.2: Erwarteter Verlauf der Funktion K∞(u).
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Die Gleichung (3.39) zur Bestimmung von K∞(u) ist eine DDGL vom vorauseilen-
den Typ. Das Argument ist diesmal nicht die Zeit, sondern die Zeitdifferenz u. K∞(u)
wird für alle u ∈ R gesucht, wobei eine Anfangsfunktion nicht gegeben ist. Es soll je-
doch die Annahme gemacht werden, dass die Funktion K∞(u) an den Rändern gegen
Null geht, und der Prozess x(t) eine endliche Korrelationszeit besitzt. Es zeigt sich,
dass mit dieser Forderung die DDGL mit Fouriertransformation gelöst werden kann.
Wir multiplizieren (3.39) mit eiωu und integrieren
∫ ∞

−∞
duK̇∞(u)eiωu = −a

∫ ∞

−∞
duK∞(u+τ)eiωu+b

∫ ∞

−∞
duK∞(u)eiωu−

∫ ∞

−∞
dtXξe

iωu.

(3.42)
Umformen führt zu

[
K∞(u)eiωu

]∞
−∞

︸ ︷︷ ︸

=0

−iω

∫ ∞

−∞
duK∞(u)eiωu = −a

∫ ∞

−∞
duK∞(u)eiωue−iωτ

+

∫ ∞

−∞
dubK∞(u)eiωu −

∫ ∞

−∞
dtXξe

iωu.

(3.43)

Nun können wir einen Ausdruck für die Fouriertransformierte angeben

F{K∞(u)} =
F{Xξ}

iω − ae−iωτ + b
. (3.44)

Die Fouriertransformierte von Xξ ist auf direktem Wege nicht zu bestimmen, da Xξ

eine Funktion von x0(u) ist. Dieses x0 besteht jedoch aus einer Summe von nicht
integrierbaren Polynomen. Wir müssen deswegen eine Bewegungsgleichung für diesen
Term berechnen.

Aus der Ito-Formel (3.21) mit G(x(t2)) = x(t2)ξ(t1) erhält man

d (x(t2)ξ(t1)) = [ax(t2 − τ) − bx(t2)]ξ(t1)dt2 + ξ(t1)dWt2 . (3.45)

Die Bewegungsgleichung lautet dann

d

du
Xξ(u) = aXξ(u − τ) − bXξ(u) + 2D 〈ξt2ξt1〉 . (3.46)

Auch diese Gleichung wurde in [GLL99] hergeleitet. Mit ihr kann die gesuchte Fourier-
transformierte ausgerechnet werden

F{ d

du
Xξ(u)}

︸ ︷︷ ︸

=−iωF{Xξ(u)}

= aF{Xξ(u − τ)}
︸ ︷︷ ︸

=eiωτF{Xξ(u)}

−bF{Xξ(u)} + 2DF{δ(t2 − t1)}
︸ ︷︷ ︸

=1

. (3.47)

Es folgt

F{Xξ(u)} =
2D

−iω − aeiωτ + b
. (3.48)

Aus (3.44) und (3.48) ergibt sich für das Spektrum von x

F{K∞(u)} =
2D

(−iω − aeiωτ + b) (iω − ae−iωτ + b)

=
2D

ω2 + a2 + b2 + 2ωa sin(ωτ) − 2ab cos(ωτ)
,

(3.49)
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und für die Kovarianz

K∞(u) =
2D

2π

∫ ∞

−∞
dω

eiωu

ω2 + a2 + b2 + 2ωa sin(ωτ) − 2ab cos(ωτ)
. (3.50)

Dieses Integral ist nicht sofort zu berechnen. Eine Möglichkeit ist, die Nullstellen des
Nenners zu bestimmen, um dann die Residuentheorie anzuwenden. Der Nenner be-
sitzt jedoch unendlich viele Nullstellen in der komplexen Ebene. In der Arbeit von
[Ohi00] werden einige Nullstellen numerisch bestimmt, um aus ihnen einzelne Werte
der Funktion K∞(u) zu berechnen. Diese Werte werden dort mit Werten der Lösung
aus folgendem Abschnitt verglichen und stimmen mit diesen überein.

3.3.2 Analytische Lösung der Kovarianz

Ein zweiter Weg, um einen analytischen Ausdruck für die Kovarianz zu gewinnen,
basiert auf Küchler und Mensch [KM92]. Es gibt eine Möglichkeit, eine gewöhnliche
DGL für K∞(u) mit einer Randbedingung aufzustellen. Wir gehen von Gleichung
(3.35) aus, dividieren durch dt2 und ersetzen dt2 = du

K̇∞(u) = aK∞(u − τ) − bK∞(u). (3.51)

Wir beschränken uns zunächst auf das Intervall u ∈ [0, τ ] und verwenden die Symme-
triebedingung (3.30)

K̇∞(u) = aK∞(τ − u) − bK∞(u). (3.52)

Diese Funktion wollen wir ein zweites Mal nach u ableiten

K̈∞(u) = aK̇∞(τ − u) − bK̇∞(u) = −a
d

d(τ − u)
K∞(τ − u) − bK̇∞(u)

= −a[aK∞(τ − (τ − u)) + bK∞(τ − u)] − b[aK∞(τ − u) − bK∞(u)]

=
(
b2 − a2

)
K∞(u).

(3.53)

Nun haben wir eine gewöhnliche DGL

K̈∞(u) + ω2K∞(u) = 0 (3.54)

mit ω2 = a2 − b2 aufgestellt. Die Gleichungen (3.26) und (3.40) geben uns die Neben-
bedingungen

aK∞(τ) − bK∞(0) = D,

K̇∞(0+) = −D,
(3.55)

um K∞(u) eindeutig bestimmen zu können. Die allgemeine Lösung dieser DGL ist für
ω 6= 0

K∞(u) = C1 sin(ωu) + C2 cos(ωu). (3.56)

Die Nebenbedingungen liefern die Gleichungen

aC1 sin(ωτ) + aC2 cos(ωτ) − bC2 = D,

ωC1 = −D,
(3.57)

und die Koeffizienten können bestimmt werden

C1 = −D

ω
, C2 = D

a
ω

sin(ωτ) + 1

a cos(ωτ) − b
. (3.58)
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Abbildung 3.3: Das Stabilitätsdiagramm von K∞(u) ist identisch mit dem des deter-
ministischen Systems, vergleiche Abb. 2.5. In Bereich I gilt ω2 > 0, K∞(u) wird durch
(3.56) beschrieben. In Bereich II gilt ω2 < 0, K∞(u) verhält sich wie (3.59). In Bereich
III geht K∞(u) gegen unendlich.

Wir müssen bezüglich der Kovarianz im Parameterraum drei Bereiche unterscheiden,
siehe Abbildung 3.3. In Bereich I ist ω2 > 0. Die Kovarianz nimmt die Form (3.56) an.
In Bereich II ist ω2 < 0 und ω = i

√

|a2 − b2|. Die Formel (3.56) kann umgeschrieben
werden

K∞(u) = C1 sinh(|ω|u) + C2 cosh(|ω|u). (3.59)

An der Grenze zwischen I und II gilt b = −a und ω2 = 0. Aus Gleichung (3.54) folgt
für die allgemeine Lösung

K∞(u) = C1u + C2. (3.60)

Aus den Nebenbedingungen (3.57) bestimmen wir erneut die Koeffizienten

C1 = −D, C2 =
aDτ + D

2a
. (3.61)

In Bereich III ist die Kovarianz unendlich, x(t) erreicht keine stationäre Lösung.

In [YO] wird ein Weg gezeigt, auf diesem Wissen aufbauend, K(u) für u > τ zu
berechnen. Es ist möglich, t2 = t1 + u mit u = const zu wählen. In (3.35) können wir
dt1 = dt2 ≡ dt setzen und dadurch teilen

d

dt1
K(t1, t1 + u) = a (K(t1, t1 + u − τ) + K(t1 − τ, t1 + u))

− 2bK(t1, t1 + u) + 〈x(t1 + u)ξt1〉.
(3.62)

Im Limes t → ∞ erreicht K(t1, t1 + u) einen konstanten Wert und es gilt

2bK∞(u) − a (K∞(u − τ) + K∞(u + τ)) = 2Dx0(u), (3.63)
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wobei wir (3.36) eingesetzt haben. Diese Differenzengleichung legt induktiv K(u) für
beliebige u fest.

Die Arbeit von [MN95] bietet einen guten Einblick in das Stabilitätsverhalten des
ersten Momentes und die jeweiligen Verschiebungen bezüglich des deterministischen
Systems. Auch das Stabilitätsgebiet des zweiten Momentes mit additivem Rauschen
wird richtig angegeben, der Beweis ist jedoch falsch.

Die Arbeit von [GLL99] bietet mit wenig Kommentaren einen richtigen Zugang
zum Problem des zweiten Momentes. Mit diesem Ansatz ist es möglich, die Funktion
K∞(u) numerisch für beliebige u zu bestimmen.

Ist man an einer Lösung von K∞(u) für u ∈ [0, τ ] interessiert, so bietet der Ansatz
von [KM92] den schnellsten Weg.

Die Rechenwege in [MN95] wurden genauer analysiert, da mit dieser Methode nach
wenig Rechnung auch eine Bestimmung des zweiten Momentes der Gleichung mit mul-
tiplikativem Rauschen möglich wäre. Wegen der Fehler müssen jedoch neue Wege ge-
funden werden.
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Kapitel 4

Stabilität der stochastischen

Gleichung bei multiplikativem

Rauschen

Bisher haben wir Stabilitätseigenschaften der deterministischen DDGL und der sto-
chastischen DDGL mit additivem Rauschen untersucht. Wir konnten Bedingungen für
die Koeffizienten finden, für die verschiedene Fixpunkte marginal stabil sind. Was pas-
siert jedoch, wenn die Koeffizienten nicht mehr deterministisch sind? Bleibt marginale
Stabilität erhalten, wenn die Koeffizienten a und b im Mittel übereinstimmen? Diese
Fragen motivieren den folgenden Abschnitt.

Gegenüber der DDGL (2.6) möchten wir den Koeffizienten b durch b + ξt ersetzen.
Wir erhalten eine Differentialgleichung mit Verzögerung und einem multiplikativen
Rauschen

ẋ(t) = ax(t − τ) − (b + ξt)x(t), x(t) = g(t) ∀ t ∈ [−τ, 0]. (4.1)

ξt bezeichnet wie in Kapitel 3 ein Gaußsches weißes Rauschen.

Allgemein (siehe [Sus78]) kann man zeigen, dass für ein weißes Rauschen die Lösung
x(t) von (4.1) mit der Lösung folgender Stratonovich-Differentialgleichung überein-
stimmt

dx(t) = ax(t − τ)dt − bx(t)dt − x(t) ◦ dWt. (4.2)

Wt ist erneut der Wiener-Prozess.

In diesem Kapitel wollen wir drei Stabilitätskriterien diskutieren. Eine Möglichkeit
ist die Berechnung der Stabilität einzelner Trajektorien. Das ist mit dem Sample-
Stability-Kriterium möglich. Außerdem bestimmen wir die Stabilität des ersten und
zweiten Momentes. Diese Kriterien geben Aussagen über das Verhalten unendlich vieler
Trajektorien, indem über alle Realisierungen gemittelt wird.

Wieder betrachten wir mögliche Fixpunkte der Gleichung (4.1), indem wir ẋ(t) = 0
setzen. x(t) = 0 ist der einzige Fixpunkt. Wir möchten herausfinden mit welchen
Koeffizienten alle Realisierungen diesen Fixpunkt erreichen.

Für die Gleichung (4.1) erwarten wir folgende Ungleichungen

lim
t→∞

x(t) ≤ 〈x(t)〉 ≤
√

〈x2(t)〉. (4.3)
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Das Verhältnis zwischen erstem und zweitem Moment gilt wegen der Relation

〈

(〈x〉 − x)2
〉

≥ 0 ⇔ 〈x〉2 ≤
〈
x2
〉
. (4.4)

Die erste Ungleichung können wir im folgenden Abschnitt für das unverzögerte System
zeigen und vermuten ihre Gültigkeit auch für das verzögerte.

4.1 Sample-Stability-Kriterium des unverzögerten Systems

Definition Der Fixpunkt einer stochastischen Trajektorie ist stabil im Sinne der
Sample-Stability, wenn die Trajektorie im Limes t → ∞ fast sicher, das heißt mit
Wahrscheinlichkeit 1, gegen ihn konvergiert.

Dieses Kriterium möchten wir für die unverzögerte Gleichung (a = 0) anwenden.
Wir betrachten hierfür die Stratonovich-Differentialgleichung

dxt = bxtdt + xt ◦ dWt (4.5)

mit dem Koeffizienten b. Die formale Lösung lautet

x(t) = x0e
bt+Wt = x0e

(b+ 1
t

R t
0 dsξs)t. (4.6)

Im Limes t → ∞ gilt 1
t

∫ t

0 dsξs = 〈ξs〉 = 0 fast sicher. Da ξs ein ergodischer Prozess ist
gilt das Theorem von Oseledec [Ose68]: Das zeitliche Mittel ist gleich dem Scharmittel.
Für die Lösung folgt

lim
t→∞

x(t) = x0e
bt+〈ξ〉t. (4.7)

Daraus können wir schließen, dass

lim
t→∞

x(t) =

{
0 für b < 0
+∞ für b > 0

fast sicher. (4.8)

Für b < 0 konvergiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung also gegen eine Deltadistribu-
tion

lim
t→∞

P (x) ∼ δ(x). (4.9)

Für b = 0 fluktuiert x(t) zwischen beliebig großen und kleinen Werten. Man folgert,
dass die Stabilität von (4.5) fast sicher nur durch den nichtstochastischen Term be-
stimmt ist.

Wir möchten ebenso den Mittelwert von (4.6) betrachten und mit (4.7) vergleichen.
Wegen der Konvexität der Exponentialfunktion gilt

lim
t→∞

x(t) = x0e
bt+〈ξ〉t ≤

〈

x0e
bt+Wt

〉

= 〈x(t)〉 (4.10)

und somit die Ungleichung (4.4).
Die alleinige Abhängigkeit der Stabilität einer Trajektorie von ihren nichtstochasti-

schen Termen vermuten wir auch für die verzögerte Gleichung mit multiplikativem Rau-
schen. Das würde bedeuten, dass das Stabilitätsgebiet bezüglich des Sample-Stability-
Kriteriums von Gleichung (4.1) dem kegelförmigen Gebiet aus Abbildung 2.5 ent-
spricht.
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4.2 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Limes kleiner

Verzögerungen

Da Gleichung (4.1) eine DDGL mit variablen Koeffizienten ist, gibt es keine explizite
Lösung dieser Gleichung. Wir wollen deswegen die Ergebnisse aus Abschnitt 2.4 ver-
wenden, um die explizite Lösung der genäherten gewöhnlichen DGL für kleine Verzöge-
rungen zu bestimmen.

In [GLL99] wird diese Methode verwendet, um eine Focker-Planck-Gleichung für
eine allgemeine stochastische DDGL aufzustellen. Auf dieser Arbeit aufbauend fasst
Frank [Fra05] verschiedene Ansätze zur deren Bestimmung zusammen.

Wir entwickeln den verzögerten Term aus Gleichung (4.1) bis zur ersten Ordnung
in τ

ẋ(t) = a [x(t) − τ ẋ(t)] − (b + ξt)x(t). (4.11)

Eine Umordnung ergibt

ẋ(t) =
a − b

1 + τ
x(t) − x(t)

1 + τ
ξt, (4.12)

und wir können die DGL lösen

x(t) = x(0)e
1

1+τ
((a−b)t−Wt). (4.13)

Analog zum vorigen Kapitel wenden wir das Sample-Stability-Kriterium an

lim
t→∞

x(t) =

{
0 für a − b < 0
+∞ für a − b > 0

fast sicher. (4.14)

Für a−b < 0 konvergiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung gegen die Deltadistribution.
Dieses Ergebnis unterscheidet sich nicht vom unverzögerten Fall (τ = 0). Die Grenze
der marginalen Stabilität des Fixpunktes limt→∞ x(t) = 0 liegt bei a = b und ist eine
Gerade im Parameterraum.

Eine kleine Verzögerung hat also keinen Einfluss auf die asymptotischen Eigen-
schaften des Prozesses x(t). Sie bewirkt jedoch eine Verringerung des Betrages des
Exponenten in (4.13) und damit ein langsameres Ansteigen bzw. Fallen von x(t).

Die Lösung des ersten Momentes lautet

〈x(t)〉 = x(0)e
a−b
1+τ

t+ D

(1+τ)2
t
. (4.15)

Deren asymptotisches Verhalten beträgt

lim
t→∞

〈x(t)〉 =

{
0 für a − b + D

1+τ
< 0

+∞ für a − b + D
1+τ

> 0
. (4.16)

Die Grenze der marginalen Stabilität des Fixpunktes 〈x(t)〉 = 0 ist verschoben und
liegt bei b = a + D

1+τ
.

4.3 Stabilität des ersten Momentes bei multiplikativem

Rauschen

Für eine DDGL mit variablen Koeffizienten gibt es keine explizite Lösung. Wir können
daher nicht wie in Abschnitt 3.1 aus der Stationarität von ξt die Stationarität von xt[ξ]
folgern.
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Mit einer zeitabhängigen Verteilung P (x, t) gilt
∫

ẋ(t)P (x, t)dx =
d

dt
〈x(t)〉 −

∫

x(t)Ṗ (x, t). (4.17)

Das letzte Integral fällt weg, wenn die Verteilung stationär wird, was wir nicht zeigen
können.

Es erscheint jedoch möglich, dass es stationäre Verteilungen für Gleichung (4.1)
gibt. Wenn x(t) unter geeigneten Bedingungen gegen Null geht, so gehen auch die
Momente des stochastischen Prozesses gegen Null. x(t) wird trivialerweise stationär.

Unter dieser Bedingung nehmen wir die Mittelung vor und ziehen die Ableitung
nach der Zeit wie vorher heraus

〈ẋ(t)〉 = a〈x(t − τ)〉 − b〈x(t)〉 − 〈ξtx(t)〉. (4.18)

Außerdem soll eine Kurzschrift eingeführt werden, mit der Gleichung (4.18) folgender-
maßen lautet:

Ẋ = aXτ − bX − Xξ. (4.19)

Den Term Xξ = 〈ξtx(t)〉 kann man nun auf drei Wegen behandeln. Mit der Formel
von Shapiro-Loginov [SL78] kann man eine Bewegungsgleichung für Xξ erhalten. Eine
direkte Bestimmung ist mit der Formel von Furutsu-Novikov ([Fur63] und [Nov64])
möglich. Eine dritte Möglichkeit verwendet die statistischen Eigenschaften des Ito-
Integrals.

4.3.1 Shapiro-Loginov

Die Formel von Shapiro-Loginov ist eine Bewegungsgleichung für den Term 〈ηtφt[η]〉.
Allgemein lautet sie

d

dt
〈ηtφt[η]〉 = −γ〈ηtφt[η]〉 + 〈ηtφ̇t[η]〉. (4.20)

Diese Gleichung gilt für Markov-Prozesse ηt mit exponentiell abfallender Autokorre-
lation 〈ηtηt′〉 = σ2e−γ(t−t′), insbesondere für den dichotomen Markov-Prozess I(t). γ

ist die inverse Korrelationszeit, φt[η] ein nicht vorwegnehmendes Funktional von η. Im
Grenzfall des Gaußschen weißen Rauschens ist diese Formel nicht zu vereinfachen, da in
diesem Fall γ → ∞ geht. Deshalb wird zunächst die Rechnung für den symmetrischen
dichotomen Markov-Prozess durchgeführt.

Dieser Prozess ist ein buntes Rauschen. Er springt in der Zeit t mit der Wahr-
scheinlichkeit

P (t, n) =
(αt)n

n!
e−αt (4.21)

n-mal zwischen −∆ und ∆. α ist die mittlere Anzahl der Sprünge pro Zeiteinheit. Für
Mittelwert und Autokorrelation gelten

〈It〉 = 0, 〈ItIt′〉 = ∆2e−2α(t−t′). (4.22)

Der Grenzübergang zum weißen Rauschen findet am Schluss statt.
In unserem Fall ergibt sich

d

dt
〈Itxt〉 = −γ〈Itxt〉 + 〈Itẋt〉 = −γ〈Itxt〉 + a〈Itx(t − τ)〉 − b〈Itxt〉 − 〈ItItxt〉

︸ ︷︷ ︸

∆2〈xt〉

. (4.23)

32



Da ItIt = ∆2 keine stochastische Größe ist, kann man sie herausziehen. In Kurzschrift
lautet die letzte Gleichung

ẊI = −γXI + aXI
τ − bXI − ∆2X. (4.24)

Der Term XI ist jetzt zwar bestimmt, jedoch in Abhängigkeit eines neuen unbekannten
Terms XI

τ , der auch mit der Formel von Shapiro-Loginov berechnet werden kann. In
diesem erscheinen Terme der Form 〈It1It2φt[I]〉. Diese können wir mit dem Theorem
von Bourret, Frisch und Pouquet [BFP73] bestimmen

〈It1It2φt[I]〉 = 〈It1It2〉〈φt[I]〉, ∀ t1 ≥ t2 ≥ t. (4.25)

Die Folge ist ein unendlichdimensionales Gleichungssystem, wobei die ersten beiden
Gleichungen (4.19) und (4.24) sind

Ẋ = +aXτ −bX −XI ,

ẊI = −γXI +aXI
τ −bXI −∆2X,

ẊI
τ = −γXI

τ +aXI
2τ −bXI

τ −∆2e−γτXτ ,
...

ẊI
Nτ = −γXI

Nτ +aXI
(N+1)τ −bXI

Nτ −∆2e−γNτXNτ ,

... .

(4.26)

Äquivalent ist dazu der Limes N → ∞ des endlichen Systems

Ẋ = AX(t) +

N∑

n=1

BnX(t − nτ), (4.27)

mit X =










X

XI

XI
τ
...

XI
Nτ










, A =












−b −1 0 . . . 0

−∆2 −(γ + b) a
...

0 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . a

0 0 . . . 0 −(γ + b)












, (4.28)

B1 =










a 0 . . .

0 0
−∆2e−γτ 0

0 0
...

. . .










, B2 =












0 0 . . .

0 0
0 0

−∆2e−2γτ 0
0 0
...

. . .












, . . . (4.29)

Wir führen eine lineare Stabilitätsanalyse um einen Fixpunkt X0 durch und setzen in
Gleichung (4.27) X = X0 + ε(t) mit ε(t) = cest ein. Wir erhalten

sX = AX +

(
N∑

n=1

Bne−snτ

)

X = F′X. (4.30)

Da das System (4.26) linear ist, hängt F ′ nicht vom Fixpunkt X0 ab.
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Es lässt sich folgendes ablesen

F′ =












ae−sτ − b −1 0 . . . 0

∆2 −(γ + b) a
...

∆2e−(γ+s)τ 0
. . .

. . .
...

...
...

. . . a

∆2e−(γ+s)Nτ 0 . . . 0 −(γ + b)












. (4.31)

Um die Determinante der Matrix F′− sI zu berechnen, entwickeln wir nach der ersten
Spalte und erhalten einen Ausdruck für das Quasipolynom hN (s).

hN (s) = det(F′ − sI)

= (s + b − ae−sτ )(s + γ + b)N+1(−1)N − ∆2
N∑

n=0

ane−(γ+s)nτ (s + γ + b)N−n(−1)N

= (s + γ + b)N (−1)N

[

(s + b − ae−sτ )(s + γ + b) − ∆2
N∑

n=0

(

ae−(γ+s)τ

s + γ + b

)n]

= (s + γ + b)N (−1)N h̃N (s).

(4.32)

Von der zweiten zur dritten Zeile wird verwendet, dass s+γ+b 6= 0 ist. s = −(γ+b)
ist keine charakteristische Wurzel, da hN (−(γ + b)) = −∆2aNebNτ (−1)N 6= 0 ist für
a 6= 0. Der Fall a = 0 beschreibt die unverzögerte Gleichung und ist nicht von Interesse.
Es genügt deswegen h̃N (s) = 0 zu betrachten.

Wir untersuchen den Ausdruck z ≡ ae−(γ+s)τ

s+γ+b
um herauszufinden, ob wir die Sum-

menformel für die geometrische Reihe

∞∑

k=0

zk =
1

1 − z
∀ |z| < 1 (4.33)

anwenden können. Für s = ν + iω gilt

|z|2 =

∣
∣
∣
∣
∣

ae−(γ+s)τ

s + γ + b

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
a2e−2(γ+ν)τ

=1
︷ ︸︸ ︷
∣
∣e−iωτ

∣
∣
2

(ν + γ + b)2 + ω2
(4.34)

und für s = 0 wird |z| am größten

⇒ |z| ≤
∣
∣
∣
∣

ae−γτ

γ + b

∣
∣
∣
∣
. (4.35)

Falls |γ + b| ≤ |a| ist, so existiert ein hinreichend kleines τ für das |z| ≥ 1 wird. Für
|γ + b| > |a| ist also (4.33) immer anwendbar.

|γ + b| > |a| ⇔ γ > |a| − b oder γ < −|a| − b. (4.36)

Da wir an einem Ergebnis für große γ, das heißt kleinen Korrelationszeiten, interessiert
sind, ist die rechte Bedingung immer erfüllt.
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Wir bestimmen h̃(s) = limN→∞ h̃N (s), indem wir (4.33) benutzen

h̃(s) = s + b − ae−sτ − ∆2

s + b + γ − ae−(γ+s)τ
. (4.37)

Nun führen wir den Grenzfall des Gaußschen weißen Rauschens durch

lim
∆2→∞,γ→∞,∆

2

γ
=D

h̃(s) = s + b − ae−sτ − D = 0. (4.38)

Dieses Verfahren wurde in der Diplomarbeit von Micaela Krieger [Kri97] angewandt,
vgl. auch [KEB02]. Da es ein Verfahren mit langen Rechnungen und vielen neu ein-
geführten Notationen ist, untersuchen wir, ob es einen einfacheren Weg gibt.

4.3.2 Furutsu-Novikov

Die Formel von Furutsu-Novikov ([Fur63] und [Nov64]) lautet im Spezialfall eines
Gaußschen weißen Rauschens ξt

〈ξtφt[ξ]〉 =

∫ t

−∞
dt′2Dδ(t − t′)

〈
δφt[ξ]

δξt′

〉

= D

〈
δφt[ξ]

δξt

〉

, (4.39)

wobei φt[ξ] ein nicht vorwegnehmendes Funktional von ξ ist. Um 〈ξtx(t)〉 auszurech-

nen benötigen wir also die Funktionalableitung δx(t)
δξt′

. Wir schreiben die Differential-

gleichung (4.1) in eine Integralgleichung um

xt = x0 +

∫ t

0
ds [ax(s − τ) − (ξs + b)x(s)]. (4.40)

Funktionale Differentiation ergibt

δxt

δξt′
= −xt′ −

∫ t

t′
ds [b + ξs]

δxs

δξt′
+

∫ t

t′+τ

ds a
δxs−τ

δξt′
, (4.41)

denn für s < t′ ist δxs

δξt′
= 0, bzw. für s < t′ + τ ist δxs−τ

δξt′
= 0. Nun können wir den

Grenzübergang t′ → t ausführen. Das erste Integral verschwindet, weil die Integrati-
onsgrenzen im Limes übereinstimmen. Das zweite sehen wir uns genauer an:

lim
t′→t

∫ t

t′+τ

ds
δxs−τ

δξt′
= −

∫ t+τ

t

ds
δxs−τ

δξt
. (4.42)

Nur für die obere Grenze s = t + τ gibt die Funktionalableitung einen Beitrag, der
aber im Integral kein Gewicht trägt. Für s < t + τ ist s − τ < t und δxs−τ

δξt
= 0. Wir

erhalten
δxt

δξt
= −xt (4.43)

und können hiermit 〈ξtx(t)〉 berechnen

Xξ ≡ 〈ξtx(t)〉 = −D〈xt〉 ≡ −DX. (4.44)

Gleichung (4.18) lautet nun

Ẋ = aXτ − (b − D)X = F (X,Xτ ). (4.45)
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Durch einen Exponentialansatz erhalten wir die charakteristische Gleichung

h(s) = s + b − D − ae−sτ = 0. (4.46)

Dieses charakteristische Polynom ist das gleiche wie in Formel (4.38). Aus Gleichung
(4.45) und der Forderung F (X0,X0) = 0 können die Fixpunkte abgelesen werden

aX0 − (b − D)X0 = 0 ⇒
{

X0 = const. für a = b + D

X0 = 0 sonst
. (4.47)

Man erkennt, dass dieses Verfahren eleganter ist als das mittels der Bewegungsgleichung
von Shapiro-Loginov.

4.3.3 Verwendung der Eigenschaft des Ito-Integrals

Wir betrachten wieder die Stratonovich-Differentialgleichung (4.2). Wir können diese
in eine äquivalente Ito-Differentialgleichung umschreiben. Es gilt

dxt = f(xt, xt−τ )dt + g(xt) ◦ dWt

⇔ dxt =
[
f(xt, xt−τ ) + Dg(xt)g

′(xt)
]
dt + g(xt)dWt

(4.48)

Das Symbol ◦ kennzeichnet den Stratonovich-Sinn. Gleichung (4.2) lautet im Ito-Sinn
daher

dxt = ax(t − τ) − (b − D)x(t) − xdWt. (4.49)

Wir mitteln diese DGL und können so die Martingaleigenschaft des Ito-Integrals ver-
wenden. Diese Eigenschaft ist eine Folge aus der Definition des Ito-Integrals

∫ t

0
xt′dWt′ = lim

n→∞

n∑

i=1

x(ti−1) [W (ti) − W (ti−1)] . (4.50)

Da x(t) ein nichtvorwegnehmendes Funktional von t ist, gilt für den Mittelwert dieses
Integrals

〈∫ t

0
xt′dWt′

〉

=

∫ t

0
xt′〈ξt′〉dt′ = 0. (4.51)

Mit 〈x(t)〉 = X und x(t − τ) = Xτ erhalten wir

Ẋ = aXτ − (b − D)X. (4.52)

Durch den Exponentialansatz X = est gelangen wir ebenso zu der charakteristischen
Gleichung (4.38). Dieses Verfahren wurde in [MN95] verwendet.

4.3.4 Ergebnis des Momentenkriteriums

Jetzt kann man eine neue Variable b′ = b−D einführen und das gemittelte stochastische
System kann analog dem deterministischen behandelt werden, da

h′(s) ≡ s + b′ − ae−sτ = 0 (4.53)

die gleiche Form wie Gleichung (2.8) hat. Der Parameterraum (a, b) von vorher ent-
spricht nun dem Parameterraum (a, b′). Mit anderen Worten bedeutet das Hinzufügen
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eines multiplikativen Gaußschen weißen Rauschens eine Verschiebung des Stabilitäts-
gebietes um D nach oben.

Die Bewegungsgleichung des Mittelwertes (4.52) können wir wie in Abschnitt 2.3
lösen

〈x(t)〉 = x′
0(t)g(0) + a

∫ 0

−τ

dsx′
0(t − s − τ)g(s), (4.54)

wobei x′
0 die Fundamentallösung mit der neuen Variable b′ = b−D ist. In Analogie zu

Satz 2.1 gilt die Abschätzung

〈x(t)〉 ≤ K(α′)eα′t. (4.55)

Es ist α′ > α′
0 beliebig und α′

0 ist der größte Realteil der Lösungen von h′(s) = 0.

4.4 Stabilität des zweiten Momentes bei multiplikativem

Rauschen

Die Bestimmung des 2. Momentes für die Gleichung

ẋ(t) = ax(t − τ) − (b + ξ)x(t) (4.56)

ist schwieriger.

Da wir für den Prozess x(t), definiert durch die Gleichung (4.56), nicht wie in Ab-
schnitt 3.3 die Stationärität im weiteren Sinne zeigen können, ist nicht klar, ob die
Notation 〈x(t)x(t + u)〉 ≡ K∞(u) erlaubt ist. Eine Integraldarstellung durch Fourier-
transformation wie in Abschnitt 3.3.1 ist nicht möglich.

In Abschnitt 3.3.2 konnten wir für die DDGL mit additivem Rauschen (3.19) aus
ihrer expliziten Lösung einen Ausdruck für die Kovarianz K∞(u) finden. Da es für eine
DDGL mit variablen Koeffizienten keine explizite Lösung gibt, können wir aus diesem
Abschnitt ebenso keine Ergebnisse übernehmen.

Aus der Ungleichung 4.4 können wir folgern

lim
t→∞

〈x(t)〉 = ∞ ⇒ lim
t→∞

〈
x2(t)

〉
= ∞

Unter der Bedingung 〈x(t)〉 → 0 können drei Fälle vorkommen:
1) limt→∞

〈
x2(t)

〉
= ∞

2)
〈
x2(t)

〉
erreicht eine Konstante

3) limt→∞
〈
x2(t)

〉
= 0

In den nächsten Kapiteln fordern wir daher die Konvergenz des Mittelwertes und ana-
lysieren das Verhalten des zweiten Momentes in diesem Parameterbereich.

4.4.1 Aufstellen der Fokker-Planck-Gleichung und Bestimmung der

kritischen Verzögerung

Für eine verzögerte Langevingleichung wurde in [GLL99] das erste Mal eine Fokker-
Planck-Gleichung (FPG) hergeleitet. Dort wird auch ein Weg vorgeschlagen, wie der
Driftkoeffizient näherungsweise bestimmt werden kann. Frank [Fra04] leitet diese FPG
ebenso her und berechnet daraus analytische Ergebnisse zur Bestimmung der Stabilität
des zweiten Momentes einer stochastischen DDGL mit multiplikativem Rauschen.
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Es wird also eine FPG von Gleichung (4.56) gesucht. [Fra04] schlägt vor, aus dem
nichtmarkovschen Prozess x(t) einen markovschen zu konstruieren, indem man zusätz-
liche Variablen einführt. Wir betrachten nun den Vektor

X(z) = (x(t), x(t − τ), x(t − 2τ), ..., x(t − nτ))T , (4.57)

mit der relativen Zeit
z = t − nτ für t ∈ [nτ, (n + 1)τ ]. (4.58)

Für den Markovprozess X(z) können wir nun die Bewegungsgleichung für die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

P (x, z) = 〈δ(x − X(z))〉 = 〈δ(x(t) − X(t)) . . . δ(x(t − nτ) − X(t − nτ))〉 (4.59)

aufstellen
∂

∂z
P (x, z) = F̂ (x,∇, z)P (x, z). (4.60)

Hier wurde mit xiτ = x(t − iτ) der Operator

F̂ (x,∇, z) :=

n∑

i=0

[

− ∂

∂xiτ

(
ax(i+1)τ − bxiτ

)
+

∂2

∂x2
iτ

Dx2
iτ

]

(4.61)

eingeführt. Für x(n+1)τ ist die Anfangsfunktion g(t) einzusetzen. Die Zweipunktwahr-
scheinlichkeit erfüllt die Relation

∂

∂z
P (x, z;x′, z′) = F̂ (x,∇, z)P (x, z;x′, z′). (4.62)

Integration von (4.60) und (4.62) nach den Variablen xτ , . . . , xnτ über den
ganzen Wertebereich Ω ergibt mit P (x, z) =

∫
P (x, z)dxτ . . . dxnτ und P (x, xτ , z) =

∫
P (x, z)dx2τ . . . dxnτ

∂

∂z
P (x, z) = − ∂

∂x

∫

Ω
dxτ

[
ax(t − τ) − b′x(t)

]
P (x, xτ , z) +

∂2

∂x2
Dx2P (x, z). (4.63)

Für die Zweipunktwahrscheinlichkeit gilt

∂

∂z
P (x, z;x′, z′) = − ∂

∂x

∫

Ω
dxτ

[
ax(t − τ) − b′x(t)

]
P (x, xτ , z;x′, z′)

+
∂2

∂x2
Dx2P (x, z;x′, z′).

(4.64)

Eine Lösung dieser Fokker-Planck-Gleichungen ist nicht möglich, da (4.63) und (4.64)
kein geschlossenes Gleichungssystem ist. Es können jedoch bestimmte Erwartungswerte
damit berechnet werden.

In [Fra04] wird nun angenommen, dass im stabilen Bereich des Mittelwertes die
Verteilungen nach großen Zeiten stationär werden

P (x, z) → Pst(x), P (x, z;x′, z′) → Pst(x, z′ + u;x′, z′). (4.65)

u = z − z′ ∈ [0, τ) ist die Zeitdifferenz. Diese beiden Annahmen erfolgen aufgrund von
Untersuchungen numerischer Simulationen, ein analytischer Beweis ist nicht erbracht
worden.
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Aus der Definition von u folgt ∂
∂z

= ∂
∂u

.
Die beiden Gleichungen multiplizieren wir mit x und integrieren über x. Wir inte-

grieren partiell und erkennen, dass wegen schnell fallender Wahrscheinlichkeitsdichten
limt→±∞ xkP (x, . . .) = 0 die Randterme wegfallen. Man erhält man aus (4.63)

b′xPst(x) + a

∫

Ω
dxτxτPst(x, xτ ) = − ∂

∂x
Dx2Pst(x). (4.66)

Aus (4.64) ergibt sich

∂

∂u
Pst(x, z′ + u;x′, z′)

=
∂

∂x

[

b′xPst(x, z′ + u;x′, z′) − a

∫

Ω
dxτxτPst(x, xτ , z′ + u;x′, z′)

]

+
∂2

∂x2
Dx2Pst(x, z′ + u;x′, z′).

(4.67)

Aus diesen beiden Gleichungen können wir ein geschlossenes Gleichungssystem für
folgende Größen finden

〈
x2(t)

〉
=

∫

Ω
dxx2(t)Pst(x) ≡ K∞(0)

〈x(t)x(t − τ)〉 =

∫ ∫

Ω
dxdxτxxτPst(x, xτ ) ≡ K∞(τ)

(4.68)

Multiplikation von (4.66) mit x und Integration über x ergibt mit b′ = b − D

− aK∞(τ) + b′K∞(0) = DK∞(0)

⇔ − aK∞(τ) − (b − 2D)K∞(0) = 0.
(4.69)

(4.67) multiplizieren wir mit xx′ und integrieren über beide Variablen

∂

∂u

∫∫

Ω
dxdx′xx′Pst(x, z′ + u;x′, z′) = b′

∫∫

Ω
dxdx′xx′ ∂

∂x
xPst(x, z′ + u;x′, z′)

− a

∫∫∫

Ω
dxdx′dxτxx′ ∂

∂x
xτPst(x, xτ , z′ + u;x′, z′)

+

∫∫

Ω
dxdx′xx′ ∂2

∂x2
Dx2Pst(x, z′ + u;x′, z′)

⇔ ∂

∂u
K∞(u) = −b′

∫∫

Ω
dxdx′xx′Pst(x, z′ + u;x′, z′)

+ a

∫∫∫

Ω
dxdx′dxτx′xτPst(x, xτ , z′ + u;x′, z′)

+ D

∫

Ω
dx′x′ x2Pst(x, z′ + u;x′, z′)|x=+∞

x=−∞
︸ ︷︷ ︸

=0

.

(4.70)

Man erhält eine ähnliche Gleichung wie (3.52)

dK∞(u)

du
= aK∞(τ − u) − b′K∞(u). (4.71)
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Wir fordern von K∞(u) Stetigkeit auf dem Definitionsbereich. Im Grenzfall u → 0
setzen wir (4.69) in (4.71) ein

dK∞(u)

du

∣
∣
∣
∣
0+

= −b′K∞(0) + aK∞(τ) = −DK∞(0). (4.72)

Diese Gleichung ist der Gleichung (3.55) ähnlich, die wir für die DDGL mit additivem
Rauschen hergeleitet haben. In der Tat kann man die Beziehung (3.55) auch über
diesen Weg berechnen.

Nun können wir analog zu Abschnitt 3.3.2 K∞(u) bestimmen. Die DDGL (4.71)
hat die gleiche Form wie (3.52). Wir können sie in eine gewöhnliche DGL 2. Ordnung
umformen

d2K∞(u)

du2
+ (a2 − b′2)K∞(u) = 0. (4.73)

Diese DGL ist mit den Nebenbedingungen (4.69) und (4.72) eindeutig lösbar. Mit
ω2 = a2 − b′2 lautet die allgemeine Lösung

K∞(u) = C1 sin(ωu) + C2 cos(ωu). (4.74)

Es gelten

K∞(0) = C2

K∞(τ) = C1 sin(ωτ) + C2 cos(ωτ).
(4.75)

Aus (4.72) erhalten wir

dK∞(u)

du

∣
∣
∣
∣
0+

= ωC1 = −DK∞(0) ⇔ C1 = −D

ω
K∞(0). (4.76)

Einsetzen von (4.75) und (4.76) in (4.69) ergibt die Relation

a
D

ω
K∞(0) sin(ωτ) − aK∞(0) cos(ωτ) + (b − 2D)K∞(0) = 0. (4.77)

Diese Relation ist erfüllt, wenn eine der beiden folgenden Gleichungen erfüllt sind

K∞(0) = 0, (4.78)

cos(ωτ) − D

ω
sin(ωτ) =

b − 2D

a
. (4.79)

Wenn ω eine imaginäre Zahl ist, wird aus (4.79)

cosh(|ω|τ) − i
D

|ω| sinh(|ω|τ) =
b

a
. (4.80)

Diese Beziehung ist nur erfüllt, wenn der Imaginärteil der linken Seite verschwindet.
Das ist der Fall, wenn τ = 0 oder D = 0 gilt. Beide Fälle sind nicht von Interesse. In
diesem Gebiet ist folglich K∞(0) = 0 die Lösung von Forderung (4.77).

Wenn ω eine reelle Zahl ist, wollen wir folgende Relation für A,B, ω, τ ∈ R ver-
wenden

A cos(ωτ) + B sin(ωτ) =
√

A2 + B2 cos

(

ωτ − arctan

(
B

A

))

. (4.81)
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Aus (4.79) wird
√

1 +
D2

ω2
cos

(

ωτ + arctan

(
D

ω

))

=
b − 2D

a
. (4.82)

Für gegebene Werte von a, b und D ist diese Gleichung eine Bedingung an τ . Wir lösen
nach τ auf und erhalten

τ∗ =
1

ω



arccos




b − 2D

a

√

1 + D2

ω2



− arctan

(
D

ω

)


 . (4.83)

Diese kritische Verzögerung hat eine ähnliche Form wie die aus Gleichung (2.13). Wir
stellen fest, dass τ∗ und τc identisch sind, wenn wir D gegen Null gehen lassen

lim
D→0

τ∗ = τc. (4.84)

In Abschnitt 2.1 zeigen wir, dass mit wachsendem τ ein Übergang zur Instabilität des
Fixpunktes x(t) = 0 bei τ = τc stattfindet.

Aufgrund dieser Erkenntnis vermuten wir für das Problem des zweiten Momentes:
Mit wachsendem τ wird bei τ = τ∗ der Fixpunkt

〈
x2(t)

〉
= 0 instabil.

Für ein gegebenes τ können wir eine Kurve im Parameterraum (a, b) darstellen,
siehe Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.1: Wir wählen D = 0.3 und plotten die Gleichung τ∗ = 2 (gepunktete
Linie). Die Linie hört abrupt auf, da für b − D > a der Wert von τ∗ imaginär wird.
Wir können ihn nicht mehr mit τ = 2 vergleichen. Zum Vergleich stellen wir das
Stabilitätsgebiet des Fixpunktes 〈x(t)〉 = 0 dar (durchgezogene Linie).

4.4.2 Formulierung einer charakteristischen Gleichung

Lei und Mackey [LM06] bestimmen eine charakteristische Gleichung und erhalten einen
expliziten Ausdruck für das zweite Moment. Diese Rechnungen wollen wir ausführen.
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Eine implizite Lösung der Ito-DGL von (4.56) lautet

x(t) = x′
0(t)g(0) +

∫ 0

−τ

dsx′
0(t − τ − s)g(s) −

∫ t

0
x′

0(t − s)
√

2Dx(s)dWs, (4.85)

wobei x′
0 wie in Abschnitt 4.3.4 die Fundamentallösung des Mittelwertes ist

〈x(t)〉 = x′
0(t)g(0) +

∫ 0

−τ

dsx′
0(t − τ − s)g(s). (4.86)

Wir möchten nun die Varianz
〈

(x(t) − 〈x(t)〉)2
〉

für beliebige Werte von (a, b) be-

rechnen. Mit x̃(t) = x(t) − 〈x(t)〉 schreiben wir

M(t) ≡
〈
x̃(t)2

〉
=
〈

(x(t) − 〈x(t)〉)2
〉

=

〈(∫ t

0
x′

0(t − s)
√

2Dx(s)dWs

)2
〉

=

〈(∫ t

0
x′

0(t − s)
√

2Dx̃(s)dWs

)2
〉

+ 2

〈∫ t

0
x′

0(t − s)
√

2Dx̃(s)〈x(s)〉dWs

〉

+

〈(∫ t

0
x′

0(t − s)
√

2D〈x(s)〉dWs

)2
〉

(4.87)

und können die drei Summanden umformen. Im ersten verwenden wir die Ito-Eigenschaft

〈∫ t

t0

G(t′)dW (t′)
∫ t

t0

H(t′)dW (t′)

〉

=

∫ t

t0

〈
G(t′)H(t′)

〉
dt′. (4.88)

Der zweite fällt weg, da 〈x̃(s)dWs〉 = 0 ergibt. Der dritte Summand lautet

〈(∫ t

0
x′

0(t − s)
√

2D〈x(s)〉dWs

)2
〉

=

∫ t

0

∫ t

0
x′

0(t − s)x′
0(t − s′)2D〈x(s)〉〈x(s′)〉 〈ξsξs′〉

︸ ︷︷ ︸

δ(s−s′)

dsds′ = 2D

∫ t

0
dsx′

0(t − s)2〈x(s)〉2.

(4.89)

Nun haben wir einen impliziten Ausdruck für die Varianz gefunden

M(t) = 2D

∫ t

0
dsx′

0(t − s)2
〈
x̃2(s)

〉
+ 2D

∫ t

0
dsx′

0(t − s)2〈x(s)〉2

= 2D
(
(x′

0)
2 ∗ M + (x′

0)
2 ∗ 〈x〉2

)
.

(4.90)

Auch hier kann man erkennen, dass die Bedingung limt→∞〈x(t)〉 = 0 notwendig ist für
die Beschränktheit des zweiten Momentes. Mittels Laplacetransformation kann man
einen Ausdruck für M(t) finden

L{M}(s) = 2D
[
L{(x′

0)
2}(s)L{M}(s) + L{(x′

0)
2}(s) + L{〈x〉2}(s)

]
,

⇔L{M}(s) =
L{(x′

0)
2}(s)L{〈x〉2}(s)

1 − 2DL{(x′
0)

2}(s) =
1

1
L{(x′

0)2}(s) − 2D
L{〈x〉2}(s). (4.91)
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Die Laplacetransformierte von (x′
0)

2 kann man umschreiben. Da x′
0 die DDGL (2.6)

erfüllt, gilt
dx′

0(t)
2

dt
= 2x′

0(t)ẋ
′
0(t) = 2ax′

0(t)x
′
0(t − τ) − 2bx′

0(t)
2. (4.92)

Daraus folgt

− 1 + sL{(x′
0)

2}(s) = 2aL{x′
0(t)x

′
0(t − τ)}(s) − 2bL{(x′

0)
2}(s)

⇔1 =
1

(s + 2b)L{(x′
0)

2}(s) − 2aL{x′
0(t)x

′
0(t − τ)}(s) .

(4.93)

Multiplikation mit L{x′2
0 }(s) ergibt

L{(x′
0)

2}(s) =
1

s + 2b − 2af(s)
, (4.94)

wobei

f(s) =
L{x′

0(t)x
′
0(t − τ)}(s)

L{(x′
0)

2}(s) (4.95)

eingeführt wurde. (4.94) setzen wir in (4.91) ein

L{M}(s) =
1

s + 2b − 2af(s) − 2D
L{〈x〉2}(s). (4.96)

Wir führen das Funktional

Y (t) := L−1

{
1

s + 2b − 2af(s) − 2D

}

(4.97)

ein, und können aus Gleichung (4.96) einen Ausdruck für das zweite Moment ablesen

M(t) = 〈x〉2 ∗ Y =

∫ t

0
ds〈x(t − s)〉2Y (s). (4.98)

Da wir die Konvergenz des Mittelwertes fordern, ist das asymptotische Verhalten des
zweiten Momentes M(t) abhängig von der Funktion Y (t). Wir formulieren die charak-
teristische Gleichung

H(s) ≡ s + 2b − 2af(s) − 2D = 0. (4.99)

In Analogie zu 2.4 definieren wir

β0 := max
n

{Re(sn)|H(sn) = 0}. (4.100)

In [LM06] wird gezeigt, dass die Wurzel mit größtem Realteil β0 < ∞ ist.
Wie in Satz 2.1 schätzen wir Y (t) ab durch

Y (t) ≤ K(β)eβt, (4.101)

für ein beliebiges β > β0.
Das asymptotische Verhalten von M(t) wird demnach durch β0 bestimmt. Bei

der Gleichung mit additivem Rauschen gibt es Bereiche, in denen das zweite Moment
einen konstanten Wert erreicht. Bei der Gleichung mit multiplikativem Rauschen ist
ein konstanter Wert nur für β0 = 0 zu erwarten.

In [LM06] werden verschiedene analytische Abschätzungen für H(s) gemacht, um
die Stabilität des zweiten Momentes näherungsweise zu bestimmen. Dies führt jedoch
nur zu hinreichenden Bedingungen, so dass die die Stabilitätsgrenze hieraus nicht er-
mittelt werden kann. Es sollte jedoch möglich sein, die charakteristische Gleichung
(4.99) numerisch zu analysieren.
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Kapitel 5

Simulation von

Differentialgleichungen mit

Verzögerung

In diesem Kapitel sollen die deterministische DDGL (2.6), die DDGL mit additivem
Rauschen (3.1) und die DDGL mit multiplikativem Rauschen (4.1) simuliert werden.
Die Ergebnisse werden dann mit den analytischen Berechnungen verglichen und sollen
zugleich als Test dienen.

Wir diskutieren zunächst die einzelnen Terme aus den drei Gleichungen und for-
mulieren jeweils eine Abbildung von xn nach xn+1. Um die jeweiligen Gleichungen zu
simulieren, setzen wir die Iterationsvorschriften später geeignet zusammen.

Die Gleichung ẋ(t) = −bx(t) ist der einfachste Teil, x(t) lässt sich nach der Euler-
Methode numerisch berechnen

xn+1 = xn − bxnh. (5.1)

h ist eine geeignet gewählte Schrittweite.
Als nächstes diskutieren wir den verzögerten Term ẋ(t) = ax(t− τ). Eine gute und

einfach anzuwendende Methode, diesen Teil auszuwerten ist die stückweise Integration,
die auf Bellman [Bel61] zurückgeht. Man unterteilt dabei die Zeit in Intervalle der
Länge τ . Das Zeitintervall [0, τ ] sei durch die Anfangsfunktion bestimmt. Für das
Intervall [τ, 2τ ] löst man die Differentialgleichung folgendermaßen:

x(t) − x(τ) =

∫ x(t)

x(τ)
dx =

∫ t

τ

dt′ẋ(t′) = a

∫ t

τ

dt′x(t − τ). (5.2)

Für x(t − τ) kann man nun die Anfangsfunktion einsetzen und eine Stammfunktion
ausrechnen. x(t) ist damit für das betreffende Intervall berechnet. Für die folgenden
Intervalle [nτ, (n + 1)τ ] geht man analog vor.

Da in unserem Fall ein stochastisches System vorliegt, können wir für den verzöger-
ten Term keinen analytischen Ausdruck einsetzen. Wir müssen wieder schrittweise vor-
angehen und einzelne vorher ausgerechnete Werte einsetzen. Mit bekanntem x(t) und
x(t − τ) ergibt sich

x(t + h) =

∫ t+h

t

dt′ẋ(t′) = x(t) +

∫ t+h

t

dt′ax(t′ − τ). (5.3)
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Wir approximieren diesen Ausdruck durch

xn+1 = xn + axn− τ
h
h. (5.4)

Für die Simulation der Gleichung (3.1) benötigen wir eine Iteration für ẋ(t) = ξt.
Die Lösung dieser elementaren stochastischen DGL lautet

x(t) − x(0) = Wt − W0, (5.5)

wobei wir W0 = 0 setzen können. Da 〈(Wt+h − Wt)
2〉 = h gilt, setzen wir für diesen

Ausdruck
xn+1 = xn +

√
2DZ

√
h. (5.6)

Hierbei ist Z eine Gaußsche Zufallszahl mit Varianz 1 und Mittelwert 0.
Nun wird das multiplikative Rauschen ẋ(t) = −ξtx(t) diskutiert. Die beiden äqui-

valenten Integralgleichungen lauten

Stratonovich: x(t) − x(0) = −
√

2D

∫ Wt

W0

x(t′) ◦ dWt′ ,

Ito: x(t) − x(0) = D

∫ t

0
x(t′)dt′ −

√
2D

∫ Wt

W0

x(t′)dWt′ .

(5.7)

Wir simulieren die Ito-Gleichung mit dem stochastischen Euler-Verfahren. Der stocha-
stische Driftterm D

∫ t

0 x(t′)dt′ muss berücksichtigt werden.
Es wird folgende numerische Integration gewählt

xn+1 = xn + Dxnh −
√

2DxnZ
√

h. (5.8)

Die Schrittweite h soll klein genug sein, um genaue Ergebnisse zu erzielen, aber
dennoch ein schnelles Berechnen ermöglichen. Für alle Simulationen wurde h = 10−3

gewählt.

5.1 Simulation der deterministischen Differentialgleichung

mit Verzögerung

In diesem Abschnitt sollen Ergebnisse aus Simulationen der deterministischen DDGL
(2.6) vorgestellt werden und Analogien mit den Betrachtungen aus Kapitel 2.1 erläutert
werden.

Wir setzen die Iterationsvorschriften der deterministischen Terme aus dem vorigen
Abschnitt zusammen

xn+1 = xn + axn− τ
h
h − bxnh. (5.9)

Um die Ergebnisse der Simulation mit den analytisch bestimmten vergleichen zu können,
wird die Verzögerung auf τ = 2 gesetzt. Zuerst sollen die Grenzen der Stabilität be-
trachtet werden.

In Abbildung 5.1 werden die Gleichungen (2.23) und (2.34) getestet. Bei marginaler
Stabilität (a = b = 1) stellt sich ein Wert in Abhängigkeit von der Anfangsfunktion
bzw. der Störung ein.

Wie in Abschnitt 2.2 berechnet wurde, ist bei a = − π
2τ

und b = 0 das System
marginal stabil. Nach großen Zeiten oszilliert die Trajektorie bei konstanter Amplitude.
Für ein b > 0 (b < 0) ergibt sich eine abnehmende (zunehmende) Amplitude, siehe
Abbildung 5.2.
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Abbildung 5.1: In diesen Abbildungen gilt h = 10−3 und τ = 2. Links wird
die Abhängigkeit der konstanten Lösung von der Anfangsfunktion geprüft. Es gilt
g(t) = 0∀ t ∈ [−2,−1] und g(t) = 2t + 2∀ t ∈ [−1, 0]. Aus der Abbildung und nach
Formel (2.23) stellt sich der Wert x0 = 1 ein. Rechts wird Gleichung (2.34) getestet.
Es wurden x0 = 1 und f(t) = 6∀ t ∈ [5, 6] gewählt.
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Abbildung 5.2: Es wird h = 10−3, τ = 2 und g(t) = 1 gewählt. Überall setzen wir
a = − π

2τ
und beobachten mit wachsendem b einen Stabilitätswechsel. Links oben gibt

es eine oszillatorische Lösung mit steigender Amplitude, (b = −0.1). Rechts oben gilt
b = 0, wir befinden uns genau auf der Schwelle der marginalen Stabilität. Rechts unten
wählen wir b = 0.1, die Amplitude wird kleiner.

47



Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass bei a = b > − 1
τ

ebenso ein Stabilitätswechsel
stattfindet. Diesen möchten wir in Abbildung 5.3 darstellen.
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Abbildung 5.3: Es wird h = 10−3, τ = 2 und g(t) = 1 gewählt. Wir lassen a = 1
konstant und erkennen mit steigendem b einen Stabilitätswechsel. Links oben wächst
x(t), (b = −0.1). Rechts oben gilt b = 1, es ergibt sich die konstante Lösung. Unten
wählen wir b = 1.1.

Um ein Stabilitätsgebiet im Parameterraum numerisch zu bestimmen, muss ein Kri-
terium entwickelt werden, wann eine berechnete Trajektorie zum Parameterpaar (a, b)
als stabil oder instabil zu interpretieren ist. Wir wählen eine geeignete Simulationsdau-
er T und eine Schwelle xth. Wenn in der Zeit T die Werte xth oder −xth überschritten
werden, wird die Simulation abgebrochen und die Trajektorie als instabil interpretiert.

In den Abschitten 4.3 und 4.1 wurden Stabilitätskriterien unabhängig von der Wahl
der Anfangsfunktion bestimmt. Für die Simulation können wir jedoch keine beliebi-
ge Funktion g(t) nehmen. Sie muss in Abhängigkeit von xth gewählt werden, da in
endlichen Zeiten instabile Trajektorien sie erreichen müssen.

Man erhält ein Stabilitätsgebiet im Parameterraum, siehe Abbildung 5.4, welches
das analytisch bestimmte aus Abbildung 2.5 reproduziert.

5.2 Simulation der Differentialgleichung mit Verzögerung

und additivem Rauschen

Wir erweitern die numerische Integration aus (5.9) um ein additives Rauschen

xn+1 = xn + axn− τ
h
h − bxnh +

√
2DZ

√
h. (5.10)
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Abbildung 5.4: Für jedes Paar (a, b) des deterministischen Systems (2.6) wird eine
Simulation durchgeführt. Es werden T = 200, xth = 10 und τ = 2 gewählt. Bei einem
stabilen Ereignis wird ein Punkt gesetzt. Links wird bei konstanter Anfangsfunktion
g(t) = 1 die gepunktete Linie aus Abbildung 2.5 reproduziert. Für diesen Spezialfall
gilt die konstante Lösung auch im instabilen Bereich. Instabilität kann nicht festgestellt
werden. Rechts wird für eine nicht konstante Anfangsfunktion g(t) = t ∀t ∈ [−τ, 0] die
Stabilität gemäß Definition (2.1) reproduziert.

Bei den Simulationen wollen wir zunächst das Rauschen klein im Vergleich zur
Größenordnung der Koeffizienten (a, b) halten. Da wir in allen Simulationen die Koef-
fizienten in den Intervallen a ∈ [−4, 2] bzw. b ∈ [−2, 4] variieren, wählen wir D = 0.1.
Wenn mit diesem Wert analytische Ergebnisse bestätigt werden, verwenden wir größere
Werte von D.

Es soll getestet werden, ob ein numerisch bestimmtes Stabilitätsgebiet der Glei-
chung (3.1) mit dem analytisch bestimmten aus Abschnitt 3.2 übereinstimmt, siehe
Abbildung 5.5.
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Abbildung 5.5: Wiederum werden h = 10−3, τ = 2 und g(t) = 1 gewählt. Links wird
mit D = 0.1 in der Zeit T = 200 überprüft, ob die Schwelle xth = 10 überschritten
wird. Für ein stabiles Ereignis wird ein Punkt gesetzt. Da dieses Gebiet mit dem analy-
tisch bestimmten aus Abbildung 5.4 übereinstimmt, wird rechts ein größeres Rauschen
getestet, D = 1. Mit T = 1000 und xth = 100 ist auch hier das Stabilitätsgebiet
erkennbar.

Aus Abschnitt 3.1 wissen wir, dass im stabilen Gebiet des Fixpunktes 〈x(t)〉 = 0
nach großen Zeiten sich eine stationäre, gaußsche Verteilung einstellt. Diese Aussage
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möchten wir überprüfen, indem wir eine nach verschiedenen Zeiten numerisch bestimm-
te Verteilung mit der entsprechenden Gaußkurve vergleichen.

Wir betrachten zunächst den Fall a = 1, b = 2 und D = 0.1. In Abschnitt 3.1 haben
wir gezeigt, dass die Gaußkurve den Mittelwert Null und die Varianz 2D

∫∞
0 x2

0(s)ds

hat. Diesen Ausdruck möchten wir nähern. Wir integrieren über die ersten Intervalle,
da diese den größten Beitrag haben.

2D

[∫ ∞

0
x2

0(s)ds

]

≈ 2D

[∫ τ

0
dse−2bs +

∫ 2τ

τ

ds
(

e−bs + a(s − 2)e−b(s−τ)
)2

+

∫ 3τ

2τ

ds

(

e−bs + a(s − 2)e−b(s−τ) +
a2

2
(s − 2τ)2e−b(s−2τ)

)2

+

∫ 3τ

2τ

ds

(

e−bs + a(s − 2)e−b(s−τ) +
a2

2
(s − 2τ)2e−b(s−2τ) +

a3

6
(s − 3τ)3e−b(s−3τ)

)2

+ . . .] .

(5.11)

Mit D = 0.1, a = 1, b = 2 und τ = 2 erhält man als Näherung für die Varianz

2D

[∫ ∞

0
x2

0(s)ds

]

≈ 0.0584. (5.12)

Die zugehörige Gaußfunktion lautet

f(x) =
1√

2π0.0584
e
− x2

2×0.0584 . (5.13)

Eine numerische Verteilung bestimmen wir, indem wir die Ereignisse zählen, die in
das Intervall x(t) + ∆x fallen. Insgesamt lassen wir 105 Realisierungen berechnen und
wählen ∆x = 1

100 .
Für das Intervall [0, 0.01] erwarten wir

105

∫ 0.01

0
dx

1√
2π0.0584

e
− x2

2×0.0584 ≈ 1650 (5.14)

Ereignisse. Das Maximum der Gaußkurve soll deshalb bei (0, 1650) liegen. In Abbildung
5.6 werden numerische und analytische Ergebnisse verglichen.

Aus Gleichung (5.11) möchten wir auch die Varianz für den Fall a = −1, b = 2 und
D = 0.1 nähern

2D

[∫ ∞

0
x2

0(s)ds

]

≈ 0.0581. (5.15)

Die Gaußfunktion hat also die Form

f(x) =
1√

2π0.0581
e
− x2

2×0.0581 . (5.16)

Für das Intervall [0, 0.01] erwarten wir nun

105

∫ 0.01

0
dx

1√
2π0.0581

e
− x2

2×0.0581 ≈ 1645 (5.17)

Ereignisse und legen das Maximum der Kurve auf (0, 1645). In Abbildung 5.7 werden
die Ergbnisse dargestellt.
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Abbildung 5.6: Hier werden für den Fall a = 1, b = 2 und D = 0.1 numerische und
analytische Verteilungen verglichen. Im linken Bild sind nach 100 Zeitschritten die
Ereignisse im Intervall x + ∆x gezählt worden. Rechts wird nach 200 Zeitschritten
abgebrochen. Die Verteilung ist stationär und gaußsch. Die gestrichelte Linie zeigt
jeweils die Gaußkurve (5.13).
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Abbildung 5.7: Hier werden a = −1, b = 2 und D = 0.1 gewählt. Im linken Bild
sind nach 100 Zeitschritten die Ereignisse im Intervall x + ∆x gezählt worden. Rechts
wird nach 200 Zeitschritten abgebrochen. Die Verteilung ist stationär und gaußsch. Die
gestrichelte Linie zeigt jeweils die Gaußkurve (5.16).

5.3 Simulation der Differentialgleichung mit Verzögerung

und multiplikativem Rauschen

Aus Abschnitt 5 können wir die Iterationsvorschrift für Gleichung (4.1) zusammenset-
zen

xn+1 = xn + axn− τ
h
h − bxnh + Dxnh −

√
2DxnZ

√
h. (5.18)

Ein Ziel dieses Abschnittes ist eine numerische Bestimmung der Grenze der mar-
ginalen Stabilität der Fixpunkte limt→∞ x(t) = 0, 〈x(t)〉 = 0 und 〈x2(t)〉 = 0 und der
Vergleich mit den Ergebnissen aus Kapitel 4.

5.3.1 Simulationen im Falle kleiner Verzögerungen

In Abschnitt 4.2 konnten wir erkennen, dass sich die asymptotischen Eigenschaften der
Lösung (4.13) nicht vom unverzögerten System mit τ = 0 unterscheiden. Um dieses
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Ergebnis numerisch zu testen, betrachten wir die Lösung des Mittelwertes (4.15) im
Fall a = b

〈x(t)〉 = x(0)e
D

(1+τ)2
t
. (5.19)

Wir bilden den Logarithmus und erhalten

ln (〈x(t)〉) = ln (x(0)) +
D

(1 + τ)2
︸ ︷︷ ︸

:=mtheo(τ)

t. (5.20)

Es wird der Logarithmus von 〈x(t)〉 aus Gleichung (4.1) bestimmt und in Abbildung 5.8
dargestellt. Die Steigung der Geraden ist msim. Um die beiden Steigungen mtheo und
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Abbildung 5.8: Es wird Gleichung (4.1) mit a = b = 1, D = 1 simuliert. Der Mittelwert
〈x(t)〉 wird über 500 Realisierungen ermittelt. Links ist τ = 0.1, die Steigung der
Geraden beträgt msim = 0.912. Rechts ist τ = 0.2 gewählt worden. Wir erhalten
msim = 0.844.

msim vergleichen zu können, werden sie in Abbildung 5.9 in einem Koordinatensystem
gegenübergestellt.
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m

τ

Abbildung 5.9: Die durchgezogene Linie stellt die Funktion mtheo(τ) dar, die einzelnen
Punkte sind die gemessenen Steigungen msim für verschiedene τ . Man erkennt, dass
mtheo nur für kleine τ eine gute Näherung bedeutet.
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5.3.2 Simulationen zum Sample-Stability-Kriterium

Zunächst wollen wir einzelne Trajektorien betrachten, um die Stabilitätsgrenzen des
Sample-Stability-Kriteriums abzuschätzen.

Wir müssen beachten, dass es nahe der marginalen Stabilität Bereiche gibt, in
denen die Trajektorie gegen Null geht, ihre Fluktuationen aber groß werden, so dass es
schwierig wird, das Langzeitverhalten einer Trajektorie zu erkennen, siehe Abbildung
5.10.
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Abbildung 5.10: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = 0.1, b = 0.3, D = 1 und τ =
2 simuliert. Man erkennt bei 400 ≤ t ≤ 500 große Fluktuationen. Der vergrößerte
Ausschnitt auf der rechten Seite zeigt, dass die Trajektorie für größere Zeiten gegen
Null geht.

Damit wir nicht wie in Abbildung 5.10 die interessanten Bereiche vergrößern müssen,
führen wir eine logarithmische Skala ein. Die Abbildungen 5.11 und 5.12 zeigen Verglei-
che zwischen beiden Darstellungen. Mit der logarithmischen Skala lässt sich einfacher
die Stabilität nach großen Zeiten abschätzen.

Es sollen Stabilitätsübergänge bei konstantem a und variablem b dargestellt werden,
siehe Abbildungen 5.13 und 5.14. Durch Simulationen über größere Zeiträume kann
sehr genau ein kritischer Wert für b gefunden werden.

Die kritischen Werte bkrit, die wir diesen Abbildungen bei konstantem a entnehmen,
unterscheiden sich von denen des deterministischen Systems.

deterministisches System stochastisches System
a = 1 bkrit = 1 bkrit ≈ 1.19
a = −2 bkrit = 1.571 bkrit ≈ 1.835

(5.21)
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Abbildung 5.11: Hier wird Gleichung (4.1) mit τ = 2 und D = 0.3 simuliert. Oben
wird a = 1 und b = 1.15 gewählt. Unten gilt a = 1 und b = 1.2. Es wird jeweils eine
gewöhnliche und eine logarithmische Skala verwendet. Die logarithmischen Darstellun-
gen auf der rechten Seite geben mehr Auskunft über das Langzeitverhalten von x(t):
Die obere Trajektorie divergiert, die untere konvergiert gegen Null.
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Abbildung 5.12: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = −2, b = 1.8, τ = 2 und D = 0.3
simuliert. Links oben wird die ganze Trajektorie auf gewöhnlicher, rechts oben auf einer
logarithmischen Skala dargestellt. Man beachte, dass eine logarithmische Skala nur
positive Werte von x(t) darstellen kann. An der unteren Abbildung, die ein Ausschnitt
des logarithmischen Plots ist, kann man erkennen, dass die meisten Werte nahe den
Spitzen der Oszillationen auftreten. Ein logarithmischer Plot der ganzen Trajektorie
erlaubt somit eine Abschätzung der einhüllenden Kurve der oszillatorischen Lösungen.
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Abbildung 5.13: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = −2, τ = 2 und D = 0.3 simuliert
und in eine logarithmische Skala geplottet. Wir variieren b in Schritten von 0.01 und
vermuten für den kritischen Wert 1.83 < bkrit < 1.84.
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Abbildung 5.14: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = 1, τ = 2 und D = 0.3 simuliert und
in eine logarithmische Skala geplottet. Den kritischen Wert erwarten wir bei bkrit ≈
1.19.
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Die Analyse, die wir in den beiden Darstellungen 5.13 und 5.14 durchgeführt haben,
soll von einem Computerprogramm übernommen werden. Um stabile von instabilen
Trajektorien zu unterscheiden und ein Stabilitätsgebiet gemäß des Sample-Stability-
Kriteriums zu konstruieren, soll nun überprüft werden, ob nach langer Zeit eine niedrige
Schwelle unterschritten wird. Da auch instabile oszillatorische Lösungen eine Schwelle
unterschreiten, soll diese Schwelle eine bestimmte Zeit lang unterschritten werden.
Diese Zeit muss größer sein als eine Periode der Oszillationen.

Die Abbildungen 5.15 zeigen die Ergebnisse für verschiedene Werte von D. Um
den Unterschied zum deterministischen System zu veranschaulichen, wird dessen Sta-
bilitätsgebiet in den gleichen Abbildungen dargestellt.

In Abschnitt 4.1 wurde für das unverzögerte System (a = 0) der kritische Parameter
bkrit = 0 bestimmt. Daher wissen wir, dass das Wertepaar a = b = 0 ein kritischer
Punkt sein muss. Die Abbildungen 5.15 bestätigen diese Aussage.

Die Stabilitätsgebiete des deterministischen Systems und des stochastischen Sy-
stems bezüglich des Sample-Stability-Kriteriums sind offenbar verschieden. Das steht
im Widerspruch zu der Vermutung aus Abschnitt 4.1: Die Stabilität einer Trajektorie
hängt nur von ihren nichtstochastischen Termen ab.

Offenbar werden marginal stabile Trajektorien durch Hinzufügen eines multiplika-
tiven Rauschens destabilisiert.
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Abbildung 5.15: Für jedes Parameterpaar (a, b) wird eine Trajektorie der Gleichung
(4.1) mit τ = 2 und dem entsprechenden D bis T = 1000 simuliert. Die Anfangsfunk-
tion beträgt g(t) = 100∀ t ∈ [−τ, 0]. Wenn die Trajektorie auf ihrem Weg die untere
Schwelle xSchw = 1 über 10 Zeitschritte hinweg unterschreitet, so wird sie als stabil
interpretiert. Die Simulation wird abgebrochen und es wird ein Kreuz gesetzt. Die
durchgezogene Linie zeigt zum Vergleich das Stabilitätsgebiet des deterministischen
Systems.
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5.3.3 Simulationen zum Momentenkriterium

Es soll ein Programm geschrieben werden, dass die zeitliche Entwicklung des Mittel-
wertes und der Varianz bestimmt, um die Stabilitätsgrenzen der Fixpunkte 〈x(t)〉 = 0
und 〈x2(t)〉 = 0 abschätzen zu können. Die Ergebnisse werden in den Abbildungen
5.16 und 5.17 dargestellt. In diesen Abbildungen können die Stabilitätswechsel, wie in
den Abschnitten 4.3 und 4.4 dargestellt, getestet werden.

Man kann erkennen, dass die kritischen Punkte für die ersten beiden Momente auch
für den unverzögerten Fall (a 6= 0) verschieden sind. Es gibt Trajektorien, deren erstes
Moment konvergiert, während das zweite divergiert.
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Abbildung 5.16: Die Gleichung (4.1) wird mit a = 1, τ = 2 und D = 0.3 simuliert.
Die Anfangsfunktion beträgt g(t) = 100∀ t ∈ [−τ, 0]. Der Mittelwert und die Varianz
werden über der Zeit aufgetragen. Es wird über 5000 Realisierungen gemittelt. Da die
Varianz stark fluktuiert, wird erneut eine logarithmische Darstellung gewählt.
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Abbildung 5.17: Die Gleichung (4.1) wird mit a = −2, τ = 2 und D = 0.3 simuliert. Die
Anfangsfunktion beträgt g(t) = 100∀ t ∈ [−τ, 0]. Wir tragen Mittelwert und Varianz
über der Zeit auf. Es wird über 5000 Realisierungen gemittelt. Da die Varianz stark
fluktuiert, wird erneut eine logarithmische Darstellung gewählt.
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Kapitel 6

Die Verteilung der ersten

Wiederkehrzeit von Lösungen

einer stochastischen

Differentialgleichung mit

Verzögerung

In Kapitel 3 haben wir die Eigenschaften der Prozesse diskutiert, die durch die DDGL
mit additivem und mit multiplikativem Rauschen definiert worden sind. Bei einigen
Realisierungen kann man Nulldurchgänge des Prozesses beobachten. Da der Prozess
x(t) abhängig von der Zufallsvariablen ξt ist, sind die Intervalle zwischen zwei Null-
durchgängen ebenso Zufallsgrößen.

Für verschiedene stochastische Prozesse sind die Verteilungen der ersten Wieder-
kehrzeiten berechnet worden. Für zeitdiskrete Prozesse werden in [HPH94] und in
[DY95] die Verteilungen für eine breite Klasse von treibenden Prozessen bestimmt.

Lim und Muniandy [LM02] berechnen für verschiedene Arten von Brownschen Be-
wegungen die Verteilung der ersten Passagezeit. Dort werden Unterschiede in den Ver-
teilungen zwischen normaler und anomaler Diffusion hervorgehoben.

In der Diplomarbeit von Micaela Krieger [Kri97] wurde eine Differentialgleichung
mit zeitlicher Verzögerung und einem additiven dichotomen Markovprozess bei mar-
ginaler Stabilität des Mittelwertes 〈x(t)〉 = 0 bezüglich ihrer ersten Wiederkehrzeit
diskutiert.

In diesen Arbeiten konnte jeweils ein Zusammenhang zwischen einem kritischen
Zustand und einem Potenzgesetz in der Verteilung hergestellt werden

PEWZ(T ) ∼ T− 3
2 . (6.1)

In diesem Kapitel soll die Frage diskutiert werden, ob ein Potenzgesetz auch für die
Verteilung der ersten Wiederkehrzeit von Lösungen einer stochastischen DDGL gilt,
die durch ein additives Gaußsches weißes Rauschen angetrieben wird.
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6.1 Numerische Bestimmung der Verteilung der ersten

Wiederkehrzeit

Es soll die Verteilung der Wiederkehrzeiten von Lösungen der Gleichung

ẋ(t) = ax(t − τ) − bx(t) + ξt (6.2)

numerisch bestimmt werden.
Wir verwenden dieselbe Iterationsvorschrift wie aus Kapitel 5

xn+1 = xn + axn− τ
h
h − bxnh +

√
2DZ

√
h. (6.3)

Es sollen nur nichtoszillierende Trajektorien bezüglich der ersten Wiederkehrzeit
betrachtet werden, da die Wiederkehrzeit oszillierender Lösungen durch ihre Periode
beeinflusst wird.

Die Verteilung der Wiederkehrzeiten soll zunächst im stabilen Bereich des Fixpunk-
tes 〈x(t)〉 = 0 gemessen werden. In Abbildung 6.1 wird eine Verteilung für diesen Fall
im doppellogarithmischen Plot dargestellt. In diesem Graphen fitten wir gleichzeitig

 4

 6

 8

 10

 12

 14

-6 -5 -4 -3 -2

ln
 (

P
)

ln (T)

Abbildung 6.1: Hier wird die Gleichung (6.2) mit a = 1, b = 2, τ = 2 und D = 1 über
105 Zeitschritte simuliert. Erneut wird der Logarithmus der Häufigkeiten P über dem
Logarithmus der gemessenen Wiederkehrzeiten T aufgetragen.

die Gerade f(T ) = βT + c. Die ermittelte Steigung lautet

β = −1.5083 ± 0.0046. (6.4)

Nun wird die Gleichung (6.2) bei marginaler Stabilität des Fixpunktes 〈x(t)〉 = 0
betrachtet. Für diesen Fall wird in Abbildung 6.2 der Logarithmus der Häufigkeiten P

über dem Logarithmus der gemessenen Wiederkehrzeiten T aufgetragen. Man erkennt,
dass für große Werte von ln(T ) der Logarithmus der Häufigkeiten schwankt, da in
diesem Bereich weniger Wiederkehrzeiten gemessen werden. Für kleine ln(T ) ist im
doppellogarithmischen Plot dagegen eine Gerade zu erkennen.

64



 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

-6 -5 -4 -3 -2 -1  0

ln
 (

P
)

ln (T)

Abbildung 6.2: Die Gleichung (3.1) wird über 105 Zeitschritte mit a = b = 1, τ = 2
und D = 1 simuliert. Der Logarithmus der Häufigkeiten P wird über dem Logarithmus
der gemessenen Wiederkehrzeiten T aufgetragen.

Durch eine geeignete Vergrößerung der Intervalle für große Wiederkehrzeiten kann
man eine schärfere Messung erhalten, da damit mehr Ereignisse pro Intervall gezählt
werden. Wir fassen jeweils λi Bins der Länge ∆T zusammen, so dass Pi Ereignisse in
einem Intervall [T, T +λi∆T ] gezählt werden. Die Pi sollen möglichst konstant sein. Auf
das Intervall ∆T fallen somit Pi

λi
Ereignisse. Diesen Wert tragen wir über den zeitlichen

Mittelwert T + λi

2 ∆T auf. Wir ersetzen also mehrere Punkte durch ihre Mittelwerte

T1 . . . Tk → T :=
1

k

k∑

j=1

Tj

P (T1) . . . P (Tk) → P :=
1

k

k∑

j=1

P (Tj).

(6.5)

Das Problem bei diesem Verfahren ist, dass wir für P (T ) eine Exponentialfunktion
bzw. ein Potenzgesetz mit negativem Exponenten erwarten und wegen ihrer Konvexität
die Ungleichung P (T ) < P (T ) gilt. Für große λi werden die Werte P zu groß.

Aus diesem Grund mitteln wir für die Darstellung im doppellogarithmischen Plot
über die logarithmischen Werte

ln(T1) . . . ln(Tk) → ln(T ) :=
1

k

k∑

j=1

ln(Tj),

ln(P (T1)) . . . ln(P (Tk)) → ln(P ) :=
1

k

k∑

j=1

ln(P (Tj)).

(6.6)

Damit erhalten wir im logarithmischen Plot eine schärfere Verteilung, siehe Abbildung
6.3.

65



 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

-6.5 -6 -5.5 -5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2

ln
 (

P
)

ln (T)

Abbildung 6.3: In Abbildung 6.2 wird die Gerade ungefähr bei ln(T ) > −4 unscharf.
Ab diesem Wert fassen wir Bins zusammen, wie in (6.6) beschrieben. Für −4 > ln(T ) >

−3 mitteln wir jeweils über 2 Ergebnisse, für −3 > ln(T ) > −2 mitteln wir über 3
Ergebnisse. Die gestrichelte Linie ist ein linearer Fit durch alle Punkte.

Wir fitten eine Gerade durch die Punkte von Abbildung 6.3 und erhalten die Stei-
gung

β = −1.4894 ± 0.0259. (6.7)

Für den Fall instabiler Lösungen ist die Bestimmung der Verteilung der ersten
Wiederkehrzeit nicht möglich, da die Trajektorien divergieren.

6.2 Analytische Bestimmung der Verteilung der ersten

Wiederkehrzeit

Wir betrachten erneut die DDGL mit additivem Rauschen (6.2).

Um die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten von erster Passage-, sowie erster Wie-
derkehrzeit zu bestimmen, benötigen wir die Verteilung

P (x, t|x(0) = 0). (6.8)

Wieder wollen wir zunächst den stabilen Bereich des Fixpunktes 〈x(t)〉 = 0 betrachten.
Aus Abschnitt 3.1 wissen wir, dass der Prozess nach großen Zeiten stationär im weiteren
Sinne ist und die Autokorrelation 〈x(t + u)x(t)〉 eine Funktion von u ist.

Nach Amann et al. [ASJ06] kann die Lösung von (3.1) formal als unendliche Summe
von Ornstein-Uhlenbeck-Prozessen (OUP) dargestellt werden kann. Die Verteilung der
Übergangswahrscheinlichkeiten eines OUP unter der Bedingung x(0) = 0 lautet

P (x, t|x(0) = 0) =
1

√

2πσ2(1 − e−2γt)
e
− 1

2
x2

σ2(1−e−2γt) , (6.9)
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wobei σ2 die Varianz und γ die inverse Korrelationszeit des Prozesses sind. Aufgrund
dieser Erkenntnis vermuten wir, dass (6.9) die gesuchte Verteilung mit σ2 = 〈x2(t)〉 ist.
γ wird durch die Autokorrelationsfunktion des OUP 〈x(t + u)x(t)〉 = σ2e−γu definiert.

Um die Verteilung der Wiederkehrzeit für den stationären Fall, d.h. im stabilen
Bereich b > a, zu bestimmen, wollen wir die Gleichung (6.9) für die weiteren Rechnun-
gen verwenden. Da dieser Ausdruck jedoch kompliziert ist, soll untersucht werden, ob
dieser vereinfacht werden kann.

Für kleine Werte von γt kann in (6.9) die Entwicklung

e−2γt = 1 − 2γt + O((γt)2) (6.10)

vorgenommen werden.

Wir wollen herausfinden, unter welchen Umständen der Parameter γ klein wird.
Wenn man im Parameterraum (a, b) die Stabilitätsgrenze a = b betrachtet, dann kann
man das Verhalten von γ genauer bestimmen. Dazu wollen wir unter der Bedingung
a = b > − 1

τ
, Varianz und Autokorrelationsfunktion für Gleichung (3.1) ausrechnen.

Mit der Relation (3.29) erhält man

〈x(t + u)x(t)〉 = 2D

∫ t

0
dsx0(s + |u|)x0(s). (6.11)

Um die zeitliche Entwicklung der Autokorrelation zu veranschaulichen, müssen wir den
Verlauf der Fundamentallösung für den Fall a = b kennen, siehe Abbildung 6.4.
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Abbildung 6.4: Das ist die Fundamentallösung (2.36) für den Fall a = b = 1 und τ = 2.

An der Abbildung 6.4 kann man erkennen, dass bereits nach wenigen Intervallen
der Länge τ die Fundamentallösung gegen den konstanten Wert x∞ = 1

1+aτ
geht. Den

Wert x∞ kann man aus der Formel (2.23) durch Einsetzen der Anfangsfunktion (2.35)
ablesen.
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Das Integral aus Gleichung (6.11) spalten wir bei t′ auf. Zur Zeit t′ soll die Funda-
mentallösung bereits die konstante Lösung eingenommen haben

〈x(t + u)x(t)〉 = 2D

∫ t

0
x0(s + u)x0(s)ds

= 2D

∫ t′

0
x0(s + u)x0(s)ds

︸ ︷︷ ︸

=〈x(t′+u)x(t′)〉

+2D

∫ t

t′
x0(s + u)x0(s)
︸ ︷︷ ︸

=( 1
1+aτ )

2

ds

= 〈x(t′ + u)x(t′)〉 + 2D

(
1

1 + aτ

)2

(t − t′).

(6.12)

Das zweite Moment besitzt ein ähnliches Verhalten

〈x2(t)〉 = 〈x2(t′)〉 + 2D

(
1

1 + aτ

)2

(t − t′). (6.13)

An der Stabilitätsgrenze nimmt 〈x2(t)〉 linear mit t zu. Für den stabilen Fall errei-
chen zweites Moment und Autokorrelation eine Konstante, siehe Kapitel 3. Für den
instabilen Fall steigen sie schneller als linear an.

Aus (6.12) erkennt man, dass bei marginaler Stabilität die Autokorrelation nicht
mehr abhängig von der Zeitdifferenz u ist. Zu fester Zeit t gelten 〈x(t)x(t+u)〉 = const

und damit γ = 0. Die Korrelationszeit τkor muss unendlich sein.
Wenn wir uns der Grenze der Stabilität nähern, muss deswegen γ → 0 gelten und

die Entwicklung (6.10) ist sinnvoll.
Diese wollen wir in Gleichung (6.9) einsetzen, da Varianz und inverse Korrelations-

zeit konstant sind, ersetzen wir ihr Produkt durch σ2γ = C

P (x, t|x(0) = 0) =
1√

4πCγt
e
− 1

2
x2

2Cγt , (6.14)

Somit haben wir das Problem auf die Bestimmung der ersten Wiederkehrzeit, bzw.
der ersten Passagezeit des Wiener-Prozesses zurückgeführt. Diese Aussage wird be-
kräftigt durch eine Vermutung aus [AB05]: Die statistischen Eigenschaften der Null-
durchgänge von Gleichung (6.2) sind mit denen der Brownschen Bewegung identisch.

Die Verteilung der ersten Passagezeit kann nun mit der ermittelten Wahrschein-
lichkeitsdichte (6.14) bestimmt werden, siehe [LM02] und [Mar03]

PEPZ(T ) =
d

dT
P (Ta < T ) =

d

dT
2P (x(T ) > a|x(0) = 0) =

d

dT

2√
2πCT

∫ ∞

a

dxe−
x2

2CT ,

(6.15)
wobei a die Schwelle ist, die überschritten wird und Ta die Zeit ist, bei der die Passage
stattfindet. Mit der Substitution s = a2T

x2 , d.h. dx = − dsx3

2a2T
erhalten wir

PEPZ(T ) =
d

dT

∫ T

0
ds

as−
3
2

√
2πC

e−
a2

2Cs =
aT− 3

2

√
2πC

e−
a2

2CT . (6.16)

In Abbildung 6.5 wird diese Verteilung dargestellt. Für große Zeiten ist das Potenzge-
setz PEPZ(T ) ∼ T− 3

2 zu erkennen. Für kleine Zeiten gilt

lim
T→0

PEPZ(T ) = 0. (6.17)
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Abbildung 6.5: Das ist die gesuchte Verteilung für die erste Passagezeit, siehe Gleichung
(6.16). Die Konstanten wählen wir a = C = 1.

Das ist sinnvoll, da x(t) eine gewisse Zeit braucht, um das Niveau a zu erreichen.
Für die Verteilung der ersten Wiederkehrzeit PEWZ(T ) einer Brownschen Bewe-

gung mit der Verteilung (6.14) gibt es eine Berechnung in [BBACT02]. Dort wird die
Wahrscheinlichkeit berechnet, ob nach diskreten Zeitschritten ti die Trajektorie sich in
einem kleinen Intervall um die Null (−ε ≤ x(ti) ≤ ε) befindet. Sie erhalten für große
ti das Ergebnis

PEWZ(ti) ∼
√

C

ε
t
− 3

2
i . (6.18)

Wir wollen die Frage etwas anders formulieren: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,
dass x(t) die Schwelle x = 0 im Zeitintervall [T, dT ] überschreitet?

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass x = 0 zur Zeit T überschritten wird, können
wir aus (6.14) ableiten

P (T ) :=
1√

2πCT
. (6.19)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist noch nicht normierbar und es gilt im Gegensatz zu
(6.17)

lim
T→0

P (T ) = ∞. (6.20)

Auch für die Verteilung der ersten Wiederkehrzeit PEWZ(T ) ist ein ähnliches Ver-
halten für kleine T zu erwarten. Das Problem soll in Abbildung 6.6 skizziert werden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass die Lösung dieses Prozesses nach der Zeit T

unter der Bedingung x(0) = 0 das erste Mal wieder zu Null zurückkehrt, ist

PEWZ(T ) = P (x(T ) = 0|x(0) = 0;x(s) > 0 ∨ x(s) < 0) ∀ 0 < s < T. (6.21)

PEWZ(T )dT ist damit die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederkehrzeit in das
Intervall [T, T + dT ] fällt.
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Abbildung 6.6: Hier wurde Gleichung (3.1) mit a = b = 1, τ = 2 und D = 0.3
simuliert. t1 bis t4 sind gemessene Wiederkehrzeiten dieses Prozesses auf einer gewissen
Skala. Man beachte, dass es viele kürzere Wiederkehrzeiten gibt. Um eine Verteilung
numerisch zu bestimmen, müssen die Häufigkeiten der gemessenen Wiederkehrzeiten
T über T aufgetragen werden.

An der Abbildung 6.6 kann man erkennen, dass auch sehr kleine Wiederkehrzeiten
möglich sind. Aufgrund der Selbstähnlichkeit des Wiener Prozesses ist zu erwarten,
dass bei einer Vergrößerung des Abschnittes um einen Nulldurchgang, erneut mehrere
Durchgänge zu beobachten sind.

Wie in (6.20) erwarten wir daher

lim
T→0

PEWZ(T ) = ∞. (6.22)

Um die Normierbarkeit der Verteilungen (6.19) und (6.21) zu ermöglichen, müssen
wir ein T ∗ > 0 einführen. Wiederkehrzeiten, die sich im Intervall (0, T ∗) befinden,
werden nicht berücksichtigt. Damit können wir die Nulldurchgänge zählen und die
Verteilungen sind normierbar.

Dieses T ∗ > 0 kann frei gewählt werden. In der Wirklichkeit kann es etwa die
Unschärfe eines Messgerätes sein.

Im folgenden soll ein Weg zur Berechnung von PEWZ skizziert werden. Die Vertei-
lungen (6.19) und (6.21) haben damit die Form

P (T ) =

{

δ(T ) : ∀T < T ∗
1√

2πCT
: ∀T ≥ T ∗

PEWZ(T ) =

{
δ(T ) : ∀T < T ∗

P ′
EWZ(T ) : ∀T ≥ T ∗ .

(6.23)

Mit dem Einführen einer Unschärfe T ∗ sind nun auch die Wahrscheinlichkeiten P (T )dT

bzw. PEWZ(T ) für alle Zeiten T definiert. Damit lässt sich auch die Deltafunktion
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erklären. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Umgebung um die Null x = 0 passiert
wird, beträgt ∫ ε

−ε

dTP (T ) = 1. (6.24)

Dieses Ergebnis ist sinnvoll, denn wir haben den Nullpunkt so gewählt, dass dort ein
Nulldurchgang stattfindet.

Mit Hilfe dieser beiden Wahrscheinlichkeitsdichten können wir nun eine Relation
für das gesuchte PEWZ(T ) aufstellen

P (T ) = δ(T ) +

∫ T

0
P (T ′)PEWZ(T − T ′)dT ′, (6.25)

die wie folgt begründet wird.
Die Wahrscheinlichkeit, dass x = 0 in einer Umgebung von T = 0 überschritten

wird, ist erneut wie in Gleichung (6.24). Die Wahrscheinlichkeit, dass x = 0 im Intervall
[T, T + dT ] passiert wird, beträgt

P (T )dT =

∫ T

0
dT ′P (T ′)PEWZ(T − T ′)dT. (6.26)

P (T ′)dT ′ ist die Wahrscheinlichkeit, dass der letzte Nulldurchgang, vor dem zur Zeit
T , bei T ′ eintritt. Diese wird mit der Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederkehrzeit
bei T − T ′ liegt, multipliziert. Über alle möglichen Werte von T ′ wird integriert.

Mittels Laplacetransformation kann aus Gleichung (6.25) die gesuchte Verteilung
der ersten Wiederkehrzeit PEWZ(T ) bestimmt werden

L{P} (s) = 1 + L{P} (s)L{PEWZ} (s)

⇔L{PEWZ} (s) = 1 − 1

L{P} (s)

(6.27)

Wir berechnen die Laplacetransformierte von P (T ), definiert durch (6.19)

L{P} (s) =

∫ ∞

0
dT

e−sT

√
T

=
Γ
(

1
2

)

√
s

=

√
π

s
, (6.28)

und erhalten mit L−1
{

s
1
2

}

(T ) = − t
−

3
2

2
√

π
einen Ausdruck für die gesuchte Verteilung

PEWZ(T ) = L−1

{

1 −
√

s√
π

}

(T ) = δ(T ) +
T− 3

2

2π
. (6.29)

Für Zeiten T ≥ T ∗ gilt also das Potenzgesetz

PEWZ(T ) ∼ T− 3
2 . (6.30)

Nach diesen Berechnungen stellt sich die Frage, was bei einem Übergang zu kontinuier-
licher Zeit, d.h. T ∗ → 0 passiert. Eine T− 3

2 Verteilung ist auf [0,∞) nicht normierbar.
Eine Normierung der Verteilung im schwachen Sinn, siehe [Sen06] führt auf eine δ-
Distribution. Mit einer Testfunktion ϕ(T ) erhalten wir

lim
T ∗→0

∫∞
T ∗ dTT− 3

2 ϕ(T )dT
∫∞
T ∗ dTT− 3

2

= lim
T ∗→0

∫∞
1 dT ′T ′− 3

2 ϕ(T ′T ∗)
∫∞
1 dT ′T ′− 3

2

= ϕ(0), (6.31)
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wobei die Substitution T = T ′T ∗ verwendet wurde. Dieses Verhalten steht in Über-
einstimmung mit einem Satz aus der Arbeit von Appleby und Buckwar [AB05]: Die
Menge der Nullstellen von Gleichung (6.2) besitzt einen Häufungspunkt bei Null.

Die Selbstähnlichkeit des Wiener-Prozesses auf allen Skalen führt also zur Singula-
rität bei T = 0. Sie ist eine Idealisierung. In numerischen (oder realen) Experimenten

wird man immer das T− 3
2 Gesetz finden, da ein unterer cutoff T ∗ durch die Diskreti-

sierung bzw. die Unschärfe des Messgerätes gegeben ist.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Das wichtigste Ziel dieser Diplomarbeit bestand darin, die einfache Differentialglei-
chung mit zeitlicher Verzögerung und multiplikativem Rauschen hinsichtlich der Sta-
bilität von Fixpunkten des ersten Momentes und der Sample-Stability zu untersuchen.
Das Stabilitätsverhalten des ersten Momentes konnte analytisch bestimmt werden und
in numerischen Berechnungen bestätigt werden. Für die Analyse der Sample-Stability
sind numerische Ergebnisse gefunden worden.

Um diese numerischen Tests zu verbessern, stellte sich heraus, dass auch die Sta-
bilität von Fixpunkten des zweiten Momentes von Interesse ist. Hierfür konnte ein
Stabilitätsgebiet im Parameterraum gefunden werden, das numerisch überprüft wur-
de.

Im Verlaufe der Rechnungen wurde ebenso die Untersuchung des Systems mit ad-
ditivem Rauschen notwendig, da es dazu in der Literatur widersprüchliche Aussagen
und nur wenig numerische Ergebnisse gibt. Aus diesem Grund wurde in der Diplomar-
beit das Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilung und der Momente berechnet und
numerisch überprüft.

Mit diesem Wissen konnte schließlich auch die zweite Aufgabe der Diplomarbeit
gelöst werden: Die Berechnung der Verteilung der ersten Wiederkehrzeit für das System
mit additivem Rauschen. In Kapitel 6 wurde ebenso eine Äquivalenz zwischen dem
kritischen Zustand und dem Auftreten einer Potenzverteilung hergestellt.

Die Analyse des Stabilitätsverhaltens in Abhängigkeit von Koeffizienten der verzöger-
ten Differentialgleichung wurde in der Literatur auch für andere Systeme vorgenom-
men. In [JBS04] werden jeweils für einen Van der Pool-Oszillator und für ein FitzHugh-
Nagumo System mit zeitlicher Verzögerung und additivem Rauschen die Stabilitäts-
verhalten in Abhängigkeit bestimmter Koeffizienten bestimmt. In [HS05] wird ein all-
gemeines oszillatorisches determistisches System mit Verzögerung untersucht. Es wird
bestimmt, wie durch Variation von Verzögerung und Koeffizienten eine Stabilisierung
von instabilen Zuständen erreicht werden kann.

Die wichtigste Aufgabe, die sich im Anschluss an diese Diplomarbeit stellt, ist eine
analytische Bestimmung der Bedingungen, wann die Lösung der DDGL mit multipli-
kativem Rauschen fast sicher gegen Null geht und stationär wird. In diesem Fall geht
auch der zeitliche Mittelwert gegen Null. Eine Parametrisierung dieses Gebietes im
Parameterraum ist zu bestimmen.

In der Folge sollte ein mehrdimensionales System mit zeitlicher Verzögerung gesucht
werden, das den Zustand marginaler Stabilität von selbst findet.

Außerdem stellen sich weitere Fragen, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit un-
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beantwortet bleiben. Bei der Untersuchung des Modells mit multiplikativem Rauschen
konnten wir erkennen, dass es Trajektorien gibt, die im Mittel stabil sind, deren Fluk-
tuationen aber divergieren. Die Stabilitätsgebiete von erstem und zweiten Moment
sind also verschieden. Diese Eigenschaft ist auch bei einem unverzögerten System zu
beobachten. Es kann jedoch analytisch gezeigt werden ([SB79] und [GS82]), dass bei
Hinzufügen eines nichtlinearen kubischen Terms die Stabilitätsgebiete der Momente
identisch sind. Die Wirkung eines kubischen Terms auf die zeitverzögerte Differential-
gleichung ist unbekannt.

Nachdem in Abschnitt 2.4 untersucht wurde, ob sich die Gleichung für kleine
Verzögerungen vereinfachen lässt, kann man weiterhin untersuchen, ob man im Grenz-
fall großer Verzögerungen ebenso die statistischen Eigenschaften der stochastischen
Differentialgleichung abschätzen kann. Yanchuk und Wolfrum [YW05] geben für die
deterministische Gleichung mit großer Verzögerung eine Abschätzung.
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