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Kapitel 1

Einleitung

Die Theorie dynamischer Systeme wird verwendet, um natiirliche Prozesse zu beschrei-
ben. Zum Beispiel kann damit die zeitliche Entwicklung einer Population oder eines
physikalischen Feldes kann damit bestimmt werden. In der Natur treten jedoch Phéno-
mene auf, in denen eine zeitliche Entwicklung nicht nur vom aktuellen Zustand, sondern
auch von seiner Vergangenheit abhéngt. Eine solche Verzogerung in der Entwicklung
kann zeit- und zustandsabhéngig sein.

Es gibt einige naheliegende Beispiele, bei denen die Entwicklung von der Vergan-
genheit abhingt. Das Wachstum einer Population, die eine charakteristische Zeit 7
bendtigt, um sich zu reproduzieren, kann etwa durch eine verzogerte logistische Glei-
chung beschrieben werden. Ein verzogerter Term wird auch in mehrdimensionalen Sy-
stemen eingefiihrt. Das verzogerte Lotka-Volterra-System beschreibt etwa die Dynamik
von Réuber- und Beutepopulationen. Dieses wird in [WC57] vorgestellt.

Fin physikalisch motiviertes Beispiel fiir die Einbeziehung eines verzogerten Terms
betrifft die Beschreibung optischer Instrumente. Lang und Kobayashi stellen in [LK80]
ein Modell vor, welches die Dynamik von elektromagnetischen Feldern in Lasern be-
schreibt.

In einigen Féllen kann man diese Abhéingigkeit vernachlassigen, da die Verzogerung
klein ist gegeniiber einer charakteristischen Zeit des Modells. In dieser Diplomarbeit
soll jedoch die Entwicklung des Zustandes zur Zeit ¢ auch abhéngig vom Zustand zur
Zeit t — 7 sein. T ist eine Konstante, die eine beliebige Grofle annehmen kann.

Ist das Modell kontinuierlich in der Zeit, so wird eine Differentialgleichung mit
zeitlicher Verzogerung aufgestellt. Gleichungen von diesem Typ werden auch Differen-
zendifferentialgleichungen (DDGL) genannt.

Zunichst werden typische Effekte der Einbeziehung eines Terms x(t—7) vorgestellt,
die Unterschiede zur Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen veranschaulichen
sollen. Zum Beispiel sind bereits bei einer linearen DDGL 1. Ordnung Oszillationen
moglich. Das Ziel unserer Uberlegungen ist jedoch die Bestimmung der Stabilitit von
Fixpunkten der Differentialgleichung mit Verzogerung. Die Grenze der Stabilitéit soll
in Abhéngigkeit von den Koeffizienten ermittelt werden.

Im dritten und vierten Kapitel sollen Stabilitdtskriterien der stochastischen Glei-
chung, angetrieben durch ein additives bzw. multiplikatives weifles Rauschen, betrach-
tet werden. Dieser Teil bietet eine Ergéinzung zu der Arbeit von Micaela Krieger [Kri97],
die in ihrer Diplomarbeit eine Differentialgleichung mit zeitlicher Verzdgerung durch
ein buntes multiplikatives Rauschen, den dichotomen Markovprozess, gestort hat.

Im fiinften Kapitel werden einige Ergebnisse numerisch iiberpriift. Die numerischen



Analysen konnen einige Aussagen aus den vorherigen Kapiteln bestétigen, sie geben
jedoch auch Anlass zu neuen Fragestellungen.

Im sechsten Kapitel wird ein Weg vorgestellt, wie die Verteilung der ersten Wie-
derkehrzeit von Losungen der Differentialgleichung mit Verzogerung bestimmt werden
kann. Auflerdem wird iiberpriift, ob diese Verteilung von den Stabilitéitseigenschaften
der Fixpunkte abhéngt.



Kapitel 2

Die deterministische
Differentialgleichung mit
Verzogerung

2.1 Stabilitit von Fixpunkten der deterministischen Glei-
chung

Wir betrachten ein System von DDGL
x(t) = F(x(t),x(t — 7)), x(t) € R" (2.1)

mit der Anfangsbedingung x(t) = g(t) Vt € [—7,0]. Fiir einen Fixpunkt x¢ dieser
Gleichung gilt F(xg,%0) = 0. Um das Verhalten kleiner Abweichungen vom Fixpunkt
zu studieren, setzen wir x(t) = xg + &(t) mit £(t) = ce®® ein. In linearer Niherung gilt
in der Nihe des Fixpunktes

x(t) = &(t) = F'(x0, X0e " )e(t). (2.2)

Die Bestimmung der Lésungen der charakteristischen Gleichung reduziert sich auf die
Bestimmung der Eigenwerte der Jacobimatrix F’. Es folgt

h(s) = det(F’(xq,xpe ") — sI)

2.3
= Hyu(s)+ Hp_1(5)e™ + Hy_o(s)e 2™ + ... + Hy(s)e ™ = 0. (2:3)

Die H;(s) sind Polynome i-ter Stufe, die Funktion A(s) ist ein Quasipolynom. Nach
[BC63] wird das asymptotische Verhalten der Abweichungen, bestimmt durch das Glei-
chungssystem (2.2), fiir ¢ — oo durch die charakteristische Wurzel mit maximalem
Realteil bestimmt. Wir definieren

ap := max{Re(sy)|h(sy) = 0}. (2.4)
Definition Der Fixpunkt xo des Gleichungssystems (2.1) ist

stabil, wenn gy < 0,
marginal stabil, wenn a9 =0, (2.5)
instabil, wenn  «g > 0.



Zunichst wird ein grundlegendes Beispiel einer linearen eindimensionalen DDGL
betrachtet

z(t) =ax(t — 1) — bx(t), x(t)=g(t)Vt € [-7,0]. (2.6)

Unter der Bedingung a = b ist x(t) = xg = const ein Fixpunkt der DDGL. Fiir a # b
ist xg = 0 der Fixpunkt.

Um die Stabilitédtseigenschaften eines Fixpunktes zu bestimmen, benttigen wir die
charakteristische Gleichung. Der Exponentialansatz z(t) = zo + () = x¢ + ce®® fiihrt
uns zu

(b—a)zg + sce®t — ace* ) 4+ beest = 0. (2.7)

Der erste Term verschwindet, da entweder a = b oder zg = 0 gilt. Wir teilen durch ce®!
und erhalten

h(s)=s+b—ae " =0. (2.8)

Die Nullstellen dieser Gleichung werden charakteristische Wurzeln genannt. Thre Lage
ist nur in wenigen Féllen explizit auszurechnen. Fiir zwei ausgewihlte Wertepaare (a, b)
wollen wir sie numerisch bestimmen, siche Abbildung 2.1.
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Res Re s

Abbildung 2.1: Die oberen Diagramme zeigen numerisch bestimmte Wurzeln in der
komplexen Ebene fiir a = —1, b = 0. Links ist 7 = 1, rechts ist 7 = 2. Offenbar findet
mit wachsendem 7 ein Stabilitdtswechsel statt, da die imaginédre Achse iiberschritten
wird. Unten werden die charakteristischen Wurzeln fiir @ = b = 1 und 7 = 1 (links)
bzw. T = 2 (rechts) dargestellt. Die Wurzel mit dem grofiten Realteil (s = 0) dndert
ihre Position nicht.

Aus der Abbildung 2.1 vermuten wir zwei Eigenschaften fiir h(s):



1) Fiir die Wurzel mit grofitem Realteil gilt Re(s) < oo.
Eine untere Schranke fiir den Realteil gibt es dagegen nicht.
2) Mit wachsendem 7 bewegen sich die Wurzeln nach rechts, mit Ausnahme
von s = 0.
Eigenschaft 1) wird in Hale [Hal77] bewiesen. Eigenschaft 2) bedeutet, dass mit wach-
sendem 7 nur eine Destabilisierung der Fixpunkte eintreten kann. Die folgende Rech-
nung zeigt die Verdnderung des Realteils mit 7 am Rande der Stabilitit s = iw. Das
Umstellen der Gleichung h(iw) = 0 ergibt

iw+b
— =

e T, (2.9)

Wir leiten die charakteristische Gleichung (2.8) nach 7 ab

dh(s) B @ ta
dr  dr

s+ TZ—S> e T =0. (2.10)

T

Die Ableitung von s nach 7 an der Stelle s = iw ist damit

ds _ —aiwe™™T  —jw(iw +b) (2.11)
dr|,_,, 1+are ™™ 1+7(iw+0)
_iwib

a

Wir erweitern den Bruch, um einen reellen Nenner zu erhalten und nehmen den Realteil

Re{ ds

dr

w2
s:iw} S Uree s rer =Y (2.12)

Der Realteil der charakteristischen Wurzel wird grofer fiir s = iw, w # 0. Bei w = 0,
also s = 0 bleibt der Realteil gleich. Wenn die fithrende Wurzel komplex ist, muss es
also einen kritischen Wert 7. geben, an dem ein Stabilitdtswechsel stattfindet.

Die Gleichung (2.9) kann man auch geometrisch deuten. Die linke Seite stellt ei-
ne Gerade in der komplexen Ebene dar. Die rechte Seite ist der Einheitskreis, vgl.
Abbildung 2.2. Aus ihren Schnittpunkten kann man die kritischen Werte 7, und w,

wl\

—

o
<y

b [\

Abbildung 2.2: Geometrische Veranschaulichung der Losungen von @ = e T,



bestimmen. w, erhélt man, indem man den Betrag der linken Seite gleich eins setzt. 7
lasst sich bestimmen, indem die Phase von % berechnet wird

1 b
we =tVa? — b2, 1. = N arccos (5) . (2.13)

a2 —
Diese geometrische Interpretation wird in [Mac89] beschrieben. Man kann sich auf den
Fall w > 0 beschrénken. Aus Abbildung 2.2 und Gleichung (2.13) kann man erkennen,
dass w. = 0 unter der Bedingung a = b gilt. In diesem Fall ist also unabhéngig von der
Verzogerung die Wurzel s = 0 ein Eigenwert der Gleichung (2.8).
Wir moéchten herausfinden, ob s = 0 die fithrende charakteristische Wurzel ist. Wir
betrachten mogliche reelle Wurzeln und stellen (2.8) um

s+b=gae 7. (2.14)
fi(s) f2(s)

Fiir a = b gibt es immer zwei reelle Wurzeln, wie wir in Abbildung 2.3 erkennen kénnen.

— ‘ ‘ ‘ ‘
1( ) fl(s)
0 0
fo(s) ATH(s)
2 2
2 0 2 2 0 2

Abbildung 2.3: Die Lage der reellen Wurzeln von (2.8) kénnen wir durch die Schnitt-
punkte von fi(s) = s+ b und fa(s) = ae™*" bestimmen. Links wird a = b = —0.2
dargestellt, s = 0 ist fithrende Wurzel. Rechts wird a = b = —2 dargestellt, es existiert
eine fithrende Wurzel s > 0.

Offenbar findet ein Ubergang statt, wenn df;—gs) 0= 1 gilt
d, 1
fa(s) = —Tae_5T| = —Ta 1o a=—-. (2.15)
ds |._o 5= T

Daraus folgern wir, dass die Fixpunkte zy = 0 und z¢ = const der Gleichung (2.6) bei
a=1>b> —% marginal stabil sind, fiir a = b < —% sind sie instabil. Wenn f; und fo
keine Schnittpunkte haben, gibt es keine reellen Losungen. Das ist zum Beispiel fiir
unterschiedliche Vorzeichen von a und b der Fall.

Aus Gleichung (2.14) kann man auch erkennen, dass sich f; und fs fiir ein positives
a immer schneiden, es gibt also immer eine reelle Lésung von (2.8). Fiir negative Werte
von a gibt es Bereiche im Parameterraum (a,b), in denen nur komplexe Wurzeln exi-
stieren. Fiir a = —2 und verschiedene Werte von b sollen die Wurzeln in der komplexen
Ebene dargestellt werden, siche Abbildung 2.4.
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Abbildung 2.4: Wir setzen a = —2, 7 = 2 und betrachten die Anderung der fithrenden
charakteristischen Wurzeln mit wachsendem b: Die beiden reellen Lésungen nidhern
sich in der rechten Halbebene. Nach einem kritischen Wert bilden sie ein paar komplex
konjugierter Wurzeln, deren Realteil mit zunehmendem b sinkt und sich der imaginéren
Achse néhert. Links oben: b = —2. Rechts oben: b = —1.2. Mitte links: b = 0. Mitte
rechts: b = 1. Unten gilt b = 1.6, die imaginire Achse wurde iiberschritten.



Aus (2.13) kann man auch kritische Werte fiir a, b bei beliebigen w und 7 bestimmen

a= ﬁ, b= —wcot(wr). (2.16)
Fir a < —% beschreiben diese beiden Gleichungen eine Kurve im Parameterraum
(a,b), parametrisiert durch w. Auf der Kurve sind die Fixpunkte von Gleichung (2.6)
marginal stabil. Mit der Geraden a = b ergibt sich ein kegelférmiges Gebiet, in dem jede
Losung z(t) zum stabilen Fixpunkt zg = 0 geht, siehe Abbildung 2.5. Man beachte,
dass dieses Gebiet unabhingig von der Wahl der Anfangsfunktion g(t) ist.

Abbildung 2.5: Stabilitétsgebiet des Fixpunktes xg = 0 des deterministischen Systems
mit 7 = 2. Fiira > —% sind die fiihrenden charakteristischen Wurzeln reell. Fiir a < —%
existieren fithrende konjugiert komplexe Wurzeln, die Losungen haben oszillatorisches
Verhalten. Im oberen Bereich gilt max,, Re(s,) < 0 (stabil), im unteren Bereich gilt
max,, Re(s,) > 0 (instabil). Im Fall a = b gibt es noch den Fixpunkt xg = const. Dieser
ist stabil bei a > —% (durchgezogene Linie) und instabil bei a < —% (gepunktete

Linie). Auf dieser Linie ist nur fiir die Anfangsbedingung ¢(t) = z¢ die konstante
Losung moglich, siehe Rechnung in Abschnitt 2.2.

2.2 Verhalten im marginal stabilen Fall

Wir konnten feststellen, dass unter der Bedingung a = b > —% das deterministische
System marginal stabil ist. In einigen Verdffentlichungen ([BLM*93a], [BLM193b] und
[Lip95]) ist ein kennzeichnendes Merkmal marginaler Stabilitdt diskutiert worden: Es
besteht die Moglichkeit, einen Fixpunkt durch eine Stérung beliebiger Form zu ver-
schieben.

Zunéchst wollen wir Gleichung (2.6) fiir eine Anfangsfunktion ¢(¢) mittels Lapla-
cetransformation 19sen

/ dta'ce_St:/ dtax(t—T)e_St—/ dt bx(t)e™ ™" (2.17)
0 0

0

8



Auf der linken Seite integrieren wir partiell, auf der rechten substituieren wir das
verzogerte Argument. Auf dem Intervall [—7,0] kénnen wir die Anfangsfunktion ein-
setzen

[m(t)e_St]go +s/0 dt x(t)e ! = e_ST/ dt azx(t)e™ ™ —/ dtbr(t)e . (2.18)

-7 0
——2(0)=—g(0)

(e}

—st

Das Integral iiber x(t)e™*" existiert, wenn x(t) hochstens exponentiell anwichst. Um-

sortieren fiihrt zu

0

(s+b—ae™®") / dt z(t)e 5" = g(0) 4+ e 57 dt ag(t)e "' (2.19)
%/—/ 0
=h(s)

—T

Durch die Riicktransformation sind wir in der Lage, einen Ausdruck fiir z(¢) zu schrei-
ben

1 290 + e [0 dtag(t)e™t 1 LG(s)

t)y=—1[ d = —
z(t) 2711 Jo *¢ h(s) 2711 Jo o¢ h(s)’

(2.20)

wobei zur Abkiirzung G(s) eingefiihrt wird. Dieser Ausdruck ist ein Konturintegral.
Wenn man den Integrationsweg rechts von allen Singularitéten des Integranden wéhlt
und die Kontur nach links schliefit, ldsst sich der Ausdruck mit dem Residuensatz in
eine Summe umformen

z(t) = g:l Ress—s, <est%> : (2.21)

Die s, sind die unendlich vielen Wurzeln der charakteristischen Gleichung (2.8).

Wir interessieren uns zunéchst fiir den marginal stabilen Fall a = b > —%. Wie
wir in Abschnitt 2.1 sehen konnten, ist in diesem Fall s, = 0 der fithrende Eigenwert.
Dieser Wert ist entscheidend fiir das Langzeitverhalten von x(t)

) G(s) G(s)
— st _ st
tlggo x(t) = Ress,—o <e h(s)> =e )|y (2.22)
Fiir grofle Zeiten stellt sich ein fester Wert ein, der von g(¢) abhéngt
0)+ [° dtg(t
tim 2(t) = JO S dt9®) (2.23)
t—00 1+ar

Ein weiterer interessanter Fall existiert fiir beliebige a = b mit konstanter Anfangs-
bedingung ¢(t) = x¢. Wir berechnen die Funktion G(s)

—ST 1 —st ° e’ a h(S)
G(s) = w0 + awoe™ ™ | —e =z (l—a—+ =) =20—. (2.24)
-5 ., 5 5 5
Es gilt damit
; Z0o st h(s) o / et
1 t)=5=/[d =— [ ds— = xy. 2.25
tggo:E( ) 2772'/0 °e sh(s)  2mi Jo g T (2.25)



Es existiert eine konstante Lésung, auch wenn es eine Wurzel in der rechten komplexen
Halbebene gibt.

Aus den numerischen Bestimmungen der charakteristischen Wurzeln, siehe 2.4,

sieht man, dass bei a < —% an der Schwelle der marginalen Stabilitéit oszillierende

Losungen mit konstanter Amplitude auftreten. Aus (2.13) kénnen wir ablesen, dass fiir

b=0beir, = ﬁ ein komplexes Paar von Losungen die imaginére Achse iiberschreitet.

Bei a = 7~ und b = 0 ist dieses Paar nicht fiihrend, da eine reelle positive Wurzel
s

existiert. a = —4- und b = 0 ist also ein Beispiel, bei dem es eine fithrende imaginére
Wurzel gibt.

Bei einem allgemeinen s = +iw ergibt sich fiir die Losung

1 ot 9(0) 4wt fET dt/ag(t/)e—iwt’
(&

Jim x(t) = 5— L dte
= Aeid
Leiwt g(0) + T ffT dt'ag(t')e! (2.26)
1+ Taewr
= Ae—i®
= Acos(wt + ¢),

wobei die Amplitude A und die Phasenverschiebung ¢ nicht von der Zeit abhéingig
sind.

Wenn bereits eine oszillierende Losung x(t) mit konstanter Amplitude vorliegt und
eine zeitlich begrenzte Stérung einsetzt, so strebt x(t) gegen eine neue oszillierende
Losung mit verschobener Amplitude. Diese Verschiebung kann man berechnen.

Es gelten also die Relationen (2.16) fiir a, b, so dass die Fixpunkte von (2.6) marginal
stabil sind. Wir betrachten

z(t) =zt —71)—x(t)+ F(t), =(t)=g)Vt e [-7,0]. (2.27)
Die Stérung hat die Form

t) : Vitmitt <t <t
F(t):{g() AL (2.28)

Vor Einsetzen der Storung zur Zeit ¢, hat x(t) die Form
Zyor (t) = Aq cos(wit + ¢1). (2.29)

Nach Ende der Stérung erfolgt ein Einschwingen einer neuen oszillatorischen Losung
mit konstanter Amplitude. Nach dem Einschwingen zu der Zeit t5 soll x(t) die folgende
Form haben

Tnach(t) = Asg cos(wat + ¢2). (2.30)

Integriert man Gleichung (2.27) auf beiden Seiten iiber ¢ von ¢ bis tg, so erhélt
man mittels Substitution s =¢ — 7

to—T to

2(ts) — 2(t1) :a/ 2(s)ds—b [ a(t) dt+/t2 Pt) dt. (2.31)

t1—7 t1 t1

10



Die Integrale auf der rechten Seite spalten wir auf, so dass wir auf beiden Seiten fiir
x(t) die Losungen o (t) bzw. x,q0n(t) einsetzen konnen

t1 t2

$nach(t2) - iﬂvor(tl) = a/ dtl‘vor(t) —b dtl‘nach(t)
t1—7 to—T

(2.32)

t”

+(a—b) /tH dtz(t) + [ dtf(t).

t1 t

Nach dem Einsetzen von (2.29) und (2.30) und dem Ausklammern der Amplituden A;
und A, folgt

to
Ao |:COS((U2t2 +¢2)+ b dt cos(wot + qbg)}
to—T
t1 to—T t
=A [cos(wltl +¢1) + a/ dt cos(wit + ¢1)] + (a — b)/ dtx(t) + dtf(t).
t1—7 t1 t

(2.33)

Die neue Amplitude A, ist damit abhéngig von der alten A;. Das Integral fttf T dta(t)
ist allerdings schwierig zu bestimmen, da das genaue Verhalten von z(t) zwischen ¢;
und t9 — 7 nicht bekannt ist.

Fiir den Fall a = b und einer konstanten Losung kénnen wir jedoch die Verschiebung
genau bestimmen. In diesem Fall fillt das nicht bekannte Integral weg, da a —b = 0 ist.
Die konstante Losung ergibt, dass wy 2 = ¢12 = 0 betragen. Die Kosinusterme ergeben
den Wert 1 und (2.33) vereinfacht sich zu

Ao[1+b7] = A1+ a7] + /t dtf(t)
. o (2.34)
L+ar [, dtf(t) A fo dtf(t)'

S A=A
2 11—|—b7‘ 1+0br ! 1+ b7

Die Verschiebung ist proportional zum Integral iiber die Stérung.

2.3 Verhalten im allgemeinen Fall

Die Fundamentallosung ist die Losung der DDGL zur Anfangsfunktion

g(t)z{(l) jt:eo =r0) (2.35)

Zu dieser Anfangsfunktion finden wir die exakte Losung von (2.6) mittels stiickweiser

Integration
n

k
zo(t) = Z a—(t — k)P R e <t < (n+ D (2.36)
k!
k=0
Dieses Zwischenergebnis zum Finden einer allgemeinen Losung x(t) ist auf verschiede-
nen Wegen zu erhalten. Setzt man die Anfangsfunktion (2.35) in (2.20) ein, so erkennt
man, dass ¢ ebenso durch inverse Laplacetransformation von h~!(s) zu berechnen ist.
Ein dritter Weg ist durch Verwenden von Lambertschen W-Funktionen méglich, siehe

[ASJ06].
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Mit der Fundamentallosung z((t) ist die allgemeine Losung x(t) fiir beliebige An-
fangsfunktionen g(¢) bekannt

0
x(t) = xo(t)g(0) + a/ dszo(t —s—T1)g(s). (2.37)

Einen Satz, auf den wir noch zuriickgreifen werden, findet man in [Hal77].

Satz 2.1. Sei ag = max,{Re(s,)}, wobei die s,, die charakteristischen Wurzeln von
(2.8) sind. Dann gilt: Fir jedes a > g gibt es eine Konstante K («), sodass

lzo(t)| < K(a)e™, t > 0. (2.38)

Dieser Satz beschreibt die Beschréanktheit der Lésung nach oben. Insbesondere lésst
sich auch hier ablesen, dass die Losung von (2.6) gegen Null geht, wenn alle charak-
teristischen Wurzeln in der linken Halbebene liegen. Auflerdem ist sichergestellt, dass
die Losung hiochstens exponentiell anwéichst. Die Laplacetransformierte aus Abschnitt
2.2 existiert.

2.4 Verhalten im Falle kleiner Verzogerungen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob eine DDGL im Falle kleiner Verzoge-
rungen in eine gewOhnliche DGL umgeformt werden kann. Diese Umformung wird vor
allem interessant, wenn man eine DDGL mit variablen Koeffizienten untersucht, da
es fiir diesen Typ keine explizite Losung gibt. Der verzogerte Term x(¢ — 7) soll nach
Potenzen von 7 entwickelt und an geeigneter Stelle abgebrochen werden.

Im folgenden wird eine einfache 16sbare DDGL nach diesem Schema umgeformt.
Anschliefend werden die Stabilitéitseigenschaften der urspriinglichen und der umge-
formten DGL untersucht.

Wir betrachten also die deterministische DDGL

(t) =x(t — 1) — z(t). (2.39)
Im Limes 7 — 0 erhélt man die Gleichung #(t) = 0, deren Losung
x(t) = const (2.40)

ist. A = 0 ist die Losung der charakteristischen Gleichung in diesem Grenzfall. Alle
angendherten gewohnlichen DGL sollen nach dieser Eigenschaft beurteilt werden. Wir
fithren eine Taylorentwicklung fiir (¢ — 7) durch

N — a8 i) 4 L2 D™ gy EO™ Gy
x(t—7) = x(t) Tx(t)—l-zT Z(t)+...+ T (t)+(m+1)!x (t—07) (2.41)

und wollen diese nach einem geeigneten m-ten Term abbrechen. Durch Einsetzen der
Entwicklung in (2.39) erhalten wir die Differentialgleichung

1 _\m
—(T+ 1)&(t) + §T2fc'(t) +..+ %:A’”) (t)=0 (2.42)
und durch den Ansatz x(t) = zge™ die charakteristische Gleichung
1 1
—(1+7)A+ §T2A2 o (=T =0, (2.43)
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Diese Gleichung besitzt m Losungen in der komplexen Ebene. Wir miissen nun un-
tersuchen, wie gut diese Losungen fiir kleine Verzégerungen den exakten Wert A = 0
approximieren. Fiir eine Verzdgerung von 7 = 0.01 wird fiir verschiedene m die La-
ge der charakteristischen Wurzeln dargestellt, siche Abbildung 2.6. In Abbildung 2.7
werden zum Vergleich die Nullstellen des Quasipolynoms

numerisch bestimmt.

AA) =A+1—e

(2.44)

m=1 m=2
10
20000 r
51 10000 |
< <
g O . c 0t .
5| -10000 |
-20000 |
-10 : : : : : : :
-10 -5 0 5 10 -20000-10000 O 10000 20000
Re A Re A
m=3 m=4
4000 4000
[ ]
2000 2000 +
[ ]
< <
£ 0 . c ot . o
[ ]
-2000 | . -2000 |
-4000 : : : -4000 : : :
-4000 -2000 0 2000 4000 -4000 -2000 0 2000 4000
Re A Re A
m=5 m=6
2000 2000
1000 t 1000 °
[ ] [ ] °
< <
= 0 . e 0+t ° °
[ ] [ ] ¢
-1000 -1000 r °
-2000 : : : -2000 : : :
-2000 -1000 0 1000 2000 -2000 -1000 0 1000 2000
Re A Re A

Abbildung 2.6: Losungen der charakteristischen Gleichung (2.43) in der komplexen
Ebene fiir 7 = 0.01. Die Taylorreihe wurde jeweils nach m Schritten abgebrochen.

Es ist zu erkennen, dass die Wurzel A = 0 der gendherten DGL mit der fiihrenden
Wurzel der DDGL identisch ist. Die anderen verteilen sich in allen Richtungen der
komplexen Ebene. Fiir diese Gleichung ist bereits ein Abbruch bei m = 2 nicht moglich,
da es eine charakteristische Wurzel mit positivem Realteil gibt, die die asymptotischen
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4000 | ° 7
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£ 0r ]
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-4000 + ,
-800 -600 -400 -200 0
Re A

Abbildung 2.7: Numerisch bestimmte Nullstellen des Quasipolynoms (2.44) fiir 7 =
0.01.

Eigenschaften der Losung bestimmt. Die Losung z(t) = const ist nicht erfiillt. Aus
den Abbildungen erkennt man, dass offensichtlich auch aus einem Abbruch bei m > 2
immer eine Wurzel mit positivem Realteil folgt.
Diese Vermutung mochten wir fiir die allgemeinere Gleichung beweisen. Wir be-
trachten
&(t) = azx(t — 1) — bx(t) (2.45)

und entwickeln den verzogerten Term bis zur Ordnung m. Die zu (2.43) analoge cha-
rakteristische Gleichung ist

a—b—(at+ 1)\ + %a7’2)\2 +...+ %a(—T)m)\m = 0. (2.46)

Wir teilen durch %CL(—T)m und erhalten

—1
p(A) = A" — ?Am—l L mim—1)

A2 - A
T2 + (=)™ + a(—7)m

Nun koénnen wir folgenden Satz verwenden.
Satz 2.2 (Routh-Hurwitz-Kriterium). Genau dann haben alle Lésungen von
PA) =N+ a N a4 ap A Fan, =0 (2.48)

einen negativen Realteil, wenn mit ag = 1 und a,, = 0 fiir m > n die Determinanten

a; a3 a5 ... Qa2pn—1
a a a a
ag, , | @0 G2 G4 |, PR 0 ai az ... Q-3
ap az 0 a1 a3z as )
0 ay ag
0 apgp ag a4
Qn

allesamt positiv sind.
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Wenn eine Determinante negativ ist, so existiert nach dem Satz eine Lésung mit
positivem Realteil. Da in (2.47) der Koeffizient a; = — kleiner als Null ist, folgt, dass
fiir jedes m > 2 und fiir beliebige (a,b) eine charakteristische Wurzel mit positivem
Realteil existiert. Das bedeutet, dass die Losungen asymptotisch ansteigen. Wir haben
aber bereits die Existenz von stabilen Losungen gezeigt. Eine Entwicklung fiir kleine
T ist daher nur bis zur ersten Ordnung sinnvoll.

Nach [Saa67] ist eine Entwicklung bis zur Ordnung der héchsten Ableitung moglich

und das Restglied ((—n:ZF”I;1$(m+1)(t — 07) ist fiir m > 2 von der Ordnung (1).
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Kapitel 3

Stabilitit der stochastischen
Gleichung bei additivem
Rauschen

In diesem Kapitel wollen wir von einem deterministischen zu einem stochastischen
Modell iibergehen. Ein Ziel dieser Diplomarbeit ist, das Verhalten der DDGL mit
zeitabhéngigen, evtl. stochastischen Koeffizienten zu verstehen.

Zunichst wird allerdings die DDGL mit additivem Rauschen behandelt, um ver-
schiedene Rechenmethoden kennenzulernen

#(t) =ax(t —7) —bx(t) + &, x(t)=g(t)Vte [-71,0]. (3.1)

& bezeichnet ein Gauflsches weifles Rauschen. Dieses ist der Grenzfall eines Ornstein-
Uhlenbeck-Prozesses, fiir den Varianz und inverse Korrelationszeit nach unendlich ge-
hen, wiahrend ihr Quotient konstant bleibt

o2
0? = 00, ¥ — 00, — = D. (3.2)
Y

Mit (...) bezeichnen wir die Mittelung {iber alle Realisierungen der stochastischen
Variable. Mittelwert und Autokorrelation des stochastischen Prozesses & betragen
(&) =0 und (&&y) = 2D6(t — ).

Wenn wir Gleichung (3.1) als Bilanzgleichung fiir eine Substanz (physikalische
Grofle) deuten, so bedeutet das additive Rauschen eine stochastische Quelle bzw. Senke
der Substanz z.

Viele Probleme, die sich aus Gleichung (3.1) ergeben, sind in fritheren Veroffentli-
chungen verstanden worden. Allerdings gibt es auch fehlerhafte und schwierig zu ver-
stehende Darstellungen, weshalb die vorhandenen Quellen noch einmal sortiert werden
sollen.

Die statistischen Eigenschaften der Losung von Gleichung (3.1) sind am einfachsten
zu bestimmen, indem man die explizite Losung betrachtet. Gleichung (3.1) ist eine
inhomogene DDGL mit konstanten Koeffizienten. Mit Hilfe der Fundamentallésung
kann man die Losung fiir alle Zeiten explizit angeben

0 t
x(t) = zo(t)g(0) + a dsxo(t — s —71)g(s) + /0 xo(t — 8)dWs. (3.3)

-7
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W, ist der Wiener-Prozess mit (W;Wy) = 2D min(¢,t').
Dass (3.3) eine Losung von (3.1) ist, soll durch Einsetzen nachgepriift werden.

0 t
z(t) =x0(t)g(0) + a dszo(t — s —71)g(s) + % /0 xo(t — s)dW

-7

J§ do(t—s)dWs+€(t)
0
=ag(0)zo(t — 1) — bg(0)xo(t) + a’ / dszo(t —s —271)g(s)
- (3.4)
0 ¢
—ab dsxo(t — s —T1)g(s) + / azxo(t —s — 7)dWs
0

—T

- b/ot zo(t — 8)dWs + £(t)
=az(t — 1) — bx(t) + &(t).

Amann, Scholl und Just [ASJ06] konnen zeigen, dass die Losung (3.3) formal als
eine unendliche Summe von Ornstein-Uhlenbeck Prozessen geschrieben werden kann.
Wir iiberpriifen, ob Gleichung (3.1) einen Fixpunkt besitzen kann. Wir setzen

#(t) = 0 und erhalten
bx(t) —ax(t — 1) = &. (3.5)

Diese Relation ist nicht erfiillbar, da x(¢) ein nichtvorwegnehmendes Funktional von
& ist und die stochastischen Grofilen x(¢) und & somit unabhingig voneinander sind.
Auch im Limes ¢ — oo kann x(¢) jeden beliebigen Wert annehmen. Nach grofien Zeiten
erwarten wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die nicht gegen die Deltadistribution
konvergiert. Diese mochten wir bestimmen.

3.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der verzégerten Glei-
chung bei additivem Rauschen

Die determistischen Terme in (3.3) konvergieren gegen Null, wenn die Fundamen-
tallosung gegen Null konvergiert. Das gilt, wenn der grofite Realteil der Wurzeln der
charakteristischen Gleichung kleiner als Null ist, siehe Satz 2.1. Nur fiir diesen Fall ist
die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung moglich.

Die folgenden Rechnungen gelten also fiir den kegelférmigen Parameterbereich aus
Abbildung 2.5.

Fir z(t) gilt nach dem Abklingen der deterministischen Terme

(1) = /0 wo(t—S)d?‘%:(xo*i)(t)EL[S(t)]- (3.6)

Nach Papoulis [Pap65] ist L[{(t)] eine lineare zeitinvariante Transformation des stati-
onédren Prozesses £(t), da

L[a&(t)] = aL[¢(t)] und z(t + ) = L[£(t + €)].

Definition Ein stochastischer Prozess n(t) heifit stationér im weiteren Sinne, wenn
gilt
(n(t)) = const und (n(t +u)n(t)) = R(u).
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Aus dieser Definition folgt, dass das Gaufische weifle Rauschen () stationér im weite-
ren Sinne ist. In [Pap65] wird bewiesen, dass eine lineare zeitinvariante Transformation
eines stationédren Prozesses im weiteren Sinne wieder stationér im weiteren Sinne ist.

Der Prozess (3.3) ist nach grofien Zeiten stationfir im weiteren Sinne und fiir die
Verteilungsfunktionen gilt

P(x,t) = P(x), P(x1,x9,8,t) = P(x1,29,5 — ). (3.7)

Nach Kiichler und Mensch [KM92] konvergiert die Einpunktverteilung gegen eine
Gauflsche. Diesen Beweis wollen wir nachvollziehen.
Die charakteristische Funktion des Prozesses (3.6) lautet

B(s) = <eisfg mo(t—s)dWs>. (3.8)

Die Entwicklung der Exponentialfunktion fiihrt zu

B(s) = f: (ZZ?” <</t zo(t — 8)dW, >n>

Z (is) // / zo(t — Nao(t — s") ... zo(t — s )M,ds'ds” ... ds™,

(3.9)

wobei zur Abkiirzung M,, = ({4&s ... & m)) eingefithrt wird. Es gilt das Momenten-
theorem fiir M,

M, — { 0 : falls n ungerade (3.10)

D (&p€q)(&rés) - - (Eu&y) - falls n gerade.

Die Summe lduft iiber alle moglichen Paare der £;. Es werden alle geraden Momente
betrachtet und wir kénnen n durch 2n ersetzen. Das Momententheorem fiir My, ist

eine Summe iiber (2n n)! Terme. Es ergibt sich

D(s) :Z (123 // / xo(t — 8 )wo(t — s") ... xo(t — 3(2"))M2nds'ds”...ds(2")

= (ZS // /a:o (t — "ot —s"). .. xo(t — s

n=0 Paare

« (2D)n5( )(5 m ////) (s (2n—1) _ (2n))dsld8// dsn)
> (is) % - e
Z;) (27)1)' (2D)" PZ // / 22t — a2t — ") .. ad(sCr)ds'ds™ . . dsPrY,

(3.11)

n
Der Ausdruck unter der Summe der Paare betrégt ( fg 23 (t — s)ds) und ist fiir jeden
Summanden gleich. Wir kénnen schreiben

B(s) = f: ((i;; <2D / t 22(t — S)ds>n (22:;)!!

(3.12)
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Im letzten Schritt wurd die Substitution ¢ — s — s verwendet. Die charakteristische
Funktion konnen wir auch mit Hilfe der Kumulanten x; schreiben als

ﬁ

. .3
(I)(S) — eZSRl— 5 HQ—Z?HS-‘,-.... (313)

Die Kumulanten des Prozesses (3.6) sind somit

R1 = 07
ko = 2D fot 22(s)ds, (3.14)
Ri>3 = 0.

Damit haben wir gezeigt, dass (3.6) ein Gaufischer Prozess mit Mittelwert Null und
Varianz 2D fg x3(s)ds ist.

3.2 Stabilitdat des ersten Momentes bei additivem Rau-
schen

Nun wollen wir (3.1) {iber alle Realisierungen des treibenden Prozesses & mitteln

/ BEP(E)dE = a / v [E]P(€)dE — b / €] P(E)dE + / P(E)dE.  (3.15)

—_—
=0

Das Ziel dieser Betrachtung ist das Aufstellen einer deterministischen DDGL fiir

[ z¢P(x)dx = (x(t)). Allgemein gilt fiir die Beziehung zwischen den Verteilungen das
Lemma von van Kampen

P, t) = / 45 (z — wi(€)) P(e). (3.16)

Die Zeitunabhéngigkeit der Einpunktverteilung des Prozesses x(t) haben wir im vorigen
Abschnitt gezeigt. Es gelten deshalb

/ dem[€]P(€) = / dzzP(z) = (x(t)),

(3.17)
[ wrlgP(eds = Gt - )
In Gleichung (3.15) ziehen wir die Ableitung nach der Zeit heraus und erhalten
d
7 (2(t) = afz(t — 7)) — blz(?)). (3.18)

Diese Bewegungsgleichung des ersten Momentes ist identisch mit der Gleichung (2.6).
Es gibt einen Fixpunkt (z) = 0, dessen Stabilititsgebiet identisch ist mit der Abbildung
2.5.
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3.3 Stabilitidt des zweiten Momentes bei additivem Rau-
schen

Die Bestimmung des 2. Momentes ist ein aufwendigeres Problem als die des Mittelwer-
tes, da nicht wie vorher sofort eine Bewegungsgleichung fiir diese Gréfie zu berechnen
ist. Dennoch gibt es Ansétze verschiedener Autoren ([MN95], [GLL99], [YO], [KM92]),
die in diesem Abschnitt verglichen werden sollen.

Wir betrachten erneut die Gleichung

z(t) = ax(t — 1) — bx(t) + £(t), x(t) = g(t)Vt € [-T,0]. (3.19)

Fiir einen Prozess
dxz(t) = f(z(t),z(t — 7))dt + g(x)dW; (3.20)
gilt fiir G(z(t)) € C? nach der Tto-Formel
2

4G a(t) = { F(ale). (¢ = ) T Gla(0) + Do) 15Gla(0) } o

+ge(0) = Glal0) Wy

Mit G(z(t)) = 2%(t), f(x(t),x(t — 7)) = azx(t — 7) — bx(t) und g(x(t)) = 1 erhilt man
fiir Gleichung (3.19)

d(z*(t)) = {[ax(t — ) — ba(t)]22(t) + 2D} dt + 2z(t)dW;. (3.22)
Eine Mittelung dieser Gleichung ergibt
<d:n2(t)> = {2a (z(t — 7)z(t)) — 2b <3:2(t)>} dt + 2Ddt, (3.23)

da erneut die Ito-Eigenschaft (z(t)dW;) = 0 gilt. Division durch dt und Einfiihrung
der Notation (z(t)z(s)) = K(t,s) ergibt

K(t,t) = 2aK(t — 7,t) — 2bK (t,t) + 2D. (3.24)
Mackey und Nechaeva [MN95] leiten diese Beziehung ebenfalls her. Dort wird an-
schlieBend angenommen, dass K (t,t) fiir grofle Zeiten einen stationdren Wert erreicht.
Daraus folgt, dass K(t,t) gegen Null geht und auch K (¢ — 7,t) einen konstanten Wert

erreicht .0 0

lim; o K(t,t) = K (0),
limy oo K(t — 7,t) = Koo(T). (3.25)
Aus (3.24) folgt

0 = 20K oo (1) — 26K 50 (0) + 2D. (3.26)

Diese Konstanten Ko, (7) und Ko (0) werden in [MN95] gleichgesetzt und kénnen somit
berechnet werden. Diese Aussagen wollen wir {iberpriifen.

Aus Abschnitt 3.1 kennen wir bereits Losung und Varianz des Prozesses (3.19)
nach grofien Zeiten im stabilen Bereich des Fixpunktes (z) = 0. Nun mdochten wir
einen Ausdruck fiir limy_o (x(t + t;)x(t + ¢;)) finden. Es gilt

t+t; t+t;
thm <J}(t + ti):E(t + tj)> = thm </ J}o(t +t; — S)dWs/ ’ :E(](t +t;— S/)dW5/>

t+t; t+t;
=2D tlim ds/ ds'zo(t +t; — s)xo(t +t; — s')d(s — &),
—>Jo 0
(3.27)
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da (dWsdWy) = (£s€y) dsds’ = 2Dd(s — s')ds'ds gilt. Im néchsten Schritt nehmen wir
an, dass t; > t; ist und erhalten durch Integration iiber s’

t+t; 0
2D lim dsxo(t +t; — s)xo(t +t; —s) = —2D lim duzo(u)ro(u +t; — ;)

t—c0 Jo t=00 Jitt;

= 2D/ duzo(u)zo(u +t; —t;).
0

(3.28)
Fiir ein beliebiges Zeitintervall u = t; — t; gilt, vergleiche [KM92],
Koo(u) = tlim (x(t +t)x(t +1t5)) = 2D/ dsxo(s + |ul)zo(s). (3.29)

Aus der Abschiitzung |zo(s)| < K(a)e, siehe Satz 2.1, folgt die Quadratintegrierbar-
keit von zq fiir &« < 0. Die Kovarianz ist also genau dann beschriankt, wenn die Losung
der zugehorigen deterministischen Gleichung stabil ist. Ebenso gilt die Symmetriebe-
dingung

Koo(u) = Koo(—u). (3.30)

Es ist nun moglich, iiber die unendlich vielen Summanden von z((t) die Kovarianz fiir
einen bestimmten Fall zu berechnen und damit die Aussage K (7) = Kx(0) = K*
zu iiberpriifen. Fiir den allgemeinen Fall einen Ausdruck fiir K, zu finden, bleibt eine
schwierige Aufgabe.

Die Groflen K (t,t) und K (t,t —7) erreichen im stabilen Bereich von xg tatséchlich
einen konstanten Wert. Im allgemeinen sind sie jedoch nicht gleich. Fiir den Spezialfall
a = 0 und beliebige b nimmt die Fundamentallésung eine besonders einfache Form
an und wir kénnen K (0) und K (7) berechnen. Da in (2.36) nur die £k = 0 Terme
beitragen, gilt

b(s+7) (3.31)

Damit ergibt sich

Ky(r) = fooo dszo(s)zo(s+7) = fooo dse bse=b(s+7) — %,

Koo(0) = [o° dszo(s)zo(s) = [~ dse e = 5. (3.32)

Die Annahme K (7) = K (0) ist nur fiir 7 = 0 richtig.

AnschlieBend wird in [MN95] der Ansatz K (s,t) = K*+Z(s,t) mit Z(s,t) ~ e s+t
gemacht. Es wird also angenommen, dass fiir die Zeitabhéngigkeit der Zweipunktver-
teilungsfunktion gilt

P(x1,x9,5,t) = P(x1, 22,5+ t). (3.33)

Das steht jedoch im Gegensatz zu (3.7) und ist falsch. Dieser Ansatz reicht noch nicht
aus, um einen allgemeinen Ausdruck fiir K, zu finden.

3.3.1 Integraldarstellung der Kovarianz

Dieser Ansatz geht auf Uberlegungen der Autoren Guillouzic, L’'Heureux und Longtin
[GLL99] zuriick. Es wird zunéchst eine Bewegungsgleichung fiir (x(¢)x(t+u)) nach Ab-
klingen der Anfangsfunktion hergeleitet. Diese soll dann mittels Fouriertransformation
gelost werden.
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Aus Gleichung (3.19) folgt mit der Ito-Formel

d(z(t1)z(t2)) = x(t1)dz(tz) + z(t2)dz(t1)
= [:E(tl)al’(tQ — 7’) — b:L'(tl):E(tg)]dtg + l’(tl)dW(tg) (3.34)
+ [ax(tl — T)J}(tg) — bx(tl)x(tg)]dtl + x(tg)dW(tl).

In dieser Formel ist zu beachten, dass ¢; und ¢ unabhéingige Variablen sind, es gilt
deshalb dt; # dto. Wegen (x(t1)dW (t2)) = 0 fiir to > t1 ergibt die Mittelung

(d(z(t1)z(t2))) = lafz(tr)z(te — 7)) — bz (t1)2(t2))]db2

(3.35)
+ lafz(ty — T)z(t2)) — blz(t)z(t2))]dis + (x(t2)dW (t1)).
Aus (3.7) entnehmen wir, dass (x(t1)x(t2)) eine Funktion der Zeitdifferenz u = to — t;
ist. Wir mochten nun die Zeitabhéingigkeit von (z(t2)£(t1)) bestimmen. Yamane und
Ohira [YO] finden fiir den Fall @ = —f3, b = 0 einen Ausdruck fiir den Mittelwert
(x(t2)&(t1)) und beweisen diesen mit vollstindiger Induktion. (x(t2)£(t1)) ldsst sich
aber auch direkt und fiir den allgemeinen Fall bestimmen. Nach grofien Zeiten gilt
wegen (3.6)

(#(t2)é(t)) = < /0 * dswo(ts — s)§8§t1> - /0 ® dszo(ts—3)5(s—t1)2D = 2Do(ts—t1).

(3.36)
(x(t2)&(t1)) ist also auch eine Funktion von u = tg — t;. Wir fithren die Notation
(x(t2)&(t1)) = Xe¢(u) ein. In Abbildung 3.1 wird X, dargestellt.

Xg(u)

-2 0 2 4 6 8 10

Abbildung 3.1: Die Funktion X¢(u) aus Gleichung (3.36) ist die Fundamentallésung
multipliziert mit 2D. Diese wird hier mit a = —%, b =0 und 7 = 2 dargestellt. Wir
wéhlen D=1.

Eine Probe von Gleichung (3.35) soll durchgefiihrt werden, indem man to — ;
gehen lisst und die Aquivalenz mit Gleichung (3.23) iiberpriift. Wegen limy, ¢, 2o (2 —

23



t1) =1 gilt in der Tat

lim (d(z(t1)x(t2))) = 2a(x(t;)x(ty — 7)) — 2b(x(t1)x(t1))dt1 + tlim 2Dx(te — t1)dt1

to—t1 2—t1

= 2a<x(t1):17(t1 — T)> — 2b<$(t1)$(t1)>dt1 + 2Ddt;.

(3.37)
Eine Ableitung von (3.35) nach ¢; ergibt
d
d—tl<x(t1)w(t2)> = af{z(ty — 7)z(t2)) — bz (t)z(t2)) + (z(t2)&(t1))- (3.38)
In der Notation von vorher lautet mit u = t; — t; und dt; = —du diese Gleichung
d
@Koo(u) = —aKoo(u+7) + bKoo(u) — Xe(u). (3.39)

Diese Formel wurde auch in [GLL99] fiir den Spezialfall « = —a und b = 0 hergeleitet.
Die Ableitung der Funktion K (u) nach u verschwindet nicht. Im Limes u — 0 ist
keine Aquivalenz mit (3.26) herzuleiten, da wir nun verschiedene Funktionsargumente
haben. Durch Vergleich von (3.26) mit (3.39) bei u = 0 kdnnen wir aber %Koo(uﬂu:o
berechnen. Da X¢(u) an der Stelle u = 0 eine Unstetigkeit besitzt, miissen wir zwischen
linksseitiger und rechtsseitiger Ableitung unterscheiden

k() = —aKoo(7) + bKso(0) — 2D = —D, (3.40)
du u=0+
diKOO(U) = —aKoo(7) + 0K (0) = D. (3.41)
u u=0—

Wir erwarten einen schematischen Verlauf von K (u) wie in Abbildung 3.2.

Kw(0)

Keo(U)

Abbildung 3.2: Erwarteter Verlauf der Funktion K. (u).
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Die Gleichung (3.39) zur Bestimmung von K (u) ist eine DDGL vom vorauseilen-
den Typ. Das Argument ist diesmal nicht die Zeit, sondern die Zeitdifferenz u. Koo (u)
wird fiir alle u € R gesucht, wobei eine Anfangsfunktion nicht gegeben ist. Es soll je-
doch die Annahme gemacht werden, dass die Funktion K (u) an den Réndern gegen
Null geht, und der Prozess z(t) eine endliche Korrelationszeit besitzt. Es zeigt sich,
dass mit dieser Forderung die DDGL mit Fouriertransformation gelost werden kann.
Wir multiplizieren (3.39) mit ¢** und integrieren

/ dukK oo (u)e™" = —a/ duKoo(u+T)eiw“+b/ duKoo(u)eiw“—/ dt Xee™".
B B B B (3.42)
Umformen fithrt zu

[Koo( zwu - ZW/ duK zwu — / duK zwu —sz

/ dubK o (u)e™" / dtXee™".

(3.43)

Nun kénnen wir einen Ausdruck fiir die Fouriertransformierte angeben

F{X¢}
iw—ae~wWT 4+ b

FKuo(u)} = (3.44)
Die Fouriertransformierte von X ist auf direktem Wege nicht zu bestimmen, da X
eine Funktion von zg(u) ist. Dieses xy besteht jedoch aus einer Summe von nicht
integrierbaren Polynomen. Wir miissen deswegen eine Bewegungsgleichung fiir diesen
Term berechnen.

Aus der Ito-Formel (3.21) mit G(z(t2)) = x(t2)&(t1) erhilt man

d(x(t2)&(t1)) = [az(ty — T) — bx(te)|E(t1)dts + £(t1)dW,. (3.45)
Die Bewegungsgleichung lautet dann
() = aXeu— 7) — bXe(u) + 2D (6,61, (3.46)

Auch diese Gleichung wurde in [GLL99] hergeleitet. Mit ihr kann die gesuchte Fourier-
transformierte ausgerechnet werden

d
]—'{%Xg(u)} =aF{Xe(u—71)} —bF{Xe(u)} + 2D F{(t2 — t1)} . (3.47)
—————— N ——
=—iwF{X¢ (u)} =T F{Xe(u)} =1
Es folgt
2D
X, = . . A4
F(Xe(w)} = =y (3.49)
Aus (3.44) und (3.48) ergibt sich fiir das Spektrum von z
2D
Koo(u)} = . .
Filloo(w)} (—iw — ae™™ 4+ b) (iw — ae=T 4 b)
5D (3.49)

T WP+ + b2 + 2wasin(wr) — 2abcos(wr)’
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und fiir die Kovarianz
2D o0 eiwu
T o Y2+ a? 102+ 2wa sin(wt) — 2abcos(wT)

Koo(u) (3.50)
Dieses Integral ist nicht sofort zu berechnen. Eine Moglichkeit ist, die Nullstellen des
Nenners zu bestimmen, um dann die Residuentheorie anzuwenden. Der Nenner be-
sitzt jedoch unendlich viele Nullstellen in der komplexen Ebene. In der Arbeit von
[Ohi00] werden einige Nullstellen numerisch bestimmt, um aus ihnen einzelne Werte
der Funktion K (u) zu berechnen. Diese Werte werden dort mit Werten der Losung
aus folgendem Abschnitt verglichen und stimmen mit diesen iiberein.

3.3.2 Analytische L6sung der Kovarianz

Ein zweiter Weg, um einen analytischen Ausdruck fiir die Kovarianz zu gewinnen,
basiert auf Kiichler und Mensch [KM92]. Es gibt eine Moglichkeit, eine gewohnliche
DGL fiir Ko(u) mit einer Randbedingung aufzustellen. Wir gehen von Gleichung
(3.35) aus, dividieren durch dty und ersetzen dty = du

Koo(u) = aKoo(u — 7) — bK oo (u). (3.51)

Wir beschrinken uns zunéchst auf das Intervall u € [0, 7] und verwenden die Symme-
triebedingung (3.30) .
Ko(u) = aKoo(T —u) — DKoo (u). (3.52)

Diese Funktion wollen wir ein zweites Mal nach u ableiten

o) = o (7 — ) — bR () = —aﬁz{m(f ) — b (u)
= —alaKoo (T — (7 — u)) + bEKoo(r — w)] — blaKoo(r — u) — bEso(w)] (33)
= (b* — a*) K (u).
Nun haben wir eine gewdhnliche DGL
Koo(u) + w2 Koo (u) = 0 (3.54)

mit w? = a? — b? aufgestellt. Die Gleichungen (3.26) und (3.40) geben uns die Neben-
bedingungen
aKoo(T) — bK5(0) = D,

Koo(04) = —D, (3.55)

um K (u) eindeutig bestimmen zu kénnen. Die allgemeine Losung dieser DGL ist fiir

w#0
Koo (u) = Cy sin(wu) + Co cos(wu). (3.56)

Die Nebenbedingungen liefern die Gleichungen

aC1 sin(wT) 4+ aCy cos(wT) — bCoy = D,

wCy = —D, (3.57)
und die Koeffizienten konnen bestimmt werden
D 2 6j +1
o = -2 ¢, - pasinlr) +1 (3.58)
w acos(wr) —b
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Abbildung 3.3: Das Stabilititsdiagramm von K (u) ist identisch mit dem des deter-
ministischen Systems, vergleiche Abb. 2.5. In Bereich I gilt w? > 0, K (u) wird durch
(3.56) beschrieben. In Bereich I gilt w? < 0, K (u) verhiilt sich wie (3.59). In Bereich
IIT geht Koo (u) gegen unendlich.

Wir miissen beziiglich der Kovarianz im Parameterraum drei Bereiche unterscheiden,
siehe Abbildung 3.3. In Bereich I ist w? > 0. Die Kovarianz nimmt die Form (3.56) an.
In Bereich IT ist w? < 0 und w = iy/]a? — b2|. Die Formel (3.56) kann umgeschrieben
werden

Koo (u) = Cy sinh(|w|u) + Cq cosh(|w|u). (3.59)

An der Grenze zwischen I und II gilt b = —a und w? = 0. Aus Gleichung (3.54) folgt
fiir die allgemeine Losung
Ky (u) = Ciu+ Cs. (3.60)

Aus den Nebenbedingungen (3.57) bestimmen wir erneut die Koeffizienten

aDT+ D

CIZ_Da 02:
2a

(3.61)
In Bereich III ist die Kovarianz unendlich, z(t) erreicht keine stationire Losung.

In [YO] wird ein Weg gezeigt, auf diesem Wissen aufbauend, K (u) fiir u > 7 zu
berechnen. Es ist moglich, ta = t; + « mit u = const zu wéhlen. In (3.35) kénnen wir
dt1 = dty = dt setzen und dadurch teilen

iK(t ti+u)=a(K(t,t1 +u—7)+ K(t1 — 7, t1 +u))
a, e h 1,11 1= Tl (3.62)
— 26K (t1, b1 + u) 4 (@(t1 + u)ée, )-

Im Limes ¢ — oo erreicht K(t1,t1 + u) einen konstanten Wert und es gilt

26K oo (u) —a (Koo(u — 7) + Koo(u + 7)) = 2Dxo(u), (3.63)
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wobei wir (3.36) eingesetzt haben. Diese Differenzengleichung legt induktiv K (u) fiir
beliebige u fest.

Die Arbeit von [MN95] bietet einen guten Einblick in das Stabilitétsverhalten des
ersten Momentes und die jeweiligen Verschiebungen beziiglich des deterministischen
Systems. Auch das Stabilitétsgebiet des zweiten Momentes mit additivem Rauschen
wird richtig angegeben, der Beweis ist jedoch falsch.

Die Arbeit von [GLL99] bietet mit wenig Kommentaren einen richtigen Zugang
zum Problem des zweiten Momentes. Mit diesem Ansatz ist es moglich, die Funktion
K (u) numerisch fiir beliebige u zu bestimmen.

Ist man an einer Losung von Ko (u) fiir u € [0, 7| interessiert, so bietet der Ansatz
von [KM92] den schnellsten Weg.

Die Rechenwege in [MN95] wurden genauer analysiert, da mit dieser Methode nach
wenig Rechnung auch eine Bestimmung des zweiten Momentes der Gleichung mit mul-
tiplikativem Rauschen moglich wére. Wegen der Fehler miissen jedoch neue Wege ge-
funden werden.
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Kapitel 4

Stabilitiat der stochastischen
Gleichung bei multiplikativem
Rauschen

Bisher haben wir Stabilitdtseigenschaften der deterministischen DDGL und der sto-
chastischen DDGL mit additivem Rauschen untersucht. Wir konnten Bedingungen fiir
die Koeffizienten finden, fiir die verschiedene Fixpunkte marginal stabil sind. Was pas-
siert jedoch, wenn die Koeffizienten nicht mehr deterministisch sind? Bleibt marginale
Stabilitét erhalten, wenn die Koeffizienten a und b im Mittel {ibereinstimmen? Diese
Fragen motivieren den folgenden Abschnitt.

Gegeniiber der DDGL (2.6) mochten wir den Koeffizienten b durch b + & ersetzen.
Wir erhalten eine Differentialgleichung mit Verzégerung und einem multiplikativen
Rauschen

&(t) =ax(t— 1) — (b+&)x(t), x(t)=g(t)Vt € [-7,0]. (4.1)

& bezeichnet wie in Kapitel 3 ein Gaufisches weifles Rauschen.

Allgemein (siehe [Sus78]) kann man zeigen, dass fiir ein weifles Rauschen die Losung
x(t) von (4.1) mit der Losung folgender Stratonovich-Differentialgleichung iiberein-
stimmt

dz(t) = ax(t — 7)dt — bx(t)dt — x(t) o dWj. (4.2)

W; ist erneut der Wiener-Prozess.

In diesem Kapitel wollen wir drei Stabilitdtskriterien diskutieren. Eine Moglichkeit
ist die Berechnung der Stabilitéit einzelner Trajektorien. Das ist mit dem Sample-
Stability-Kriterium moglich. Auflerdem bestimmen wir die Stabilitédt des ersten und
zweiten Momentes. Diese Kriterien geben Aussagen iiber das Verhalten unendlich vieler
Trajektorien, indem {iber alle Realisierungen gemittelt wird.

Wieder betrachten wir mogliche Fixpunkte der Gleichung (4.1), indem wir &(¢) = 0
setzen. z(t) = 0 ist der einzige Fixpunkt. Wir mochten herausfinden mit welchen
Koeffizienten alle Realisierungen diesen Fixpunkt erreichen.

Fiir die Gleichung (4.1) erwarten wir folgende Ungleichungen

lim z(t) < (z(t)) </ (x2(t)). (4.3)

t—oo
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Das Verhéltnis zwischen erstem und zweitem Moment gilt wegen der Relation

<(<x> - x)2> >0 e (2)% < (2?). (4.4)

Die erste Ungleichung kénnen wir im folgenden Abschnitt fiir das unverzogerte System
zeigen und vermuten ihre Giiltigkeit auch fiir das verzogerte.

4.1 Sample-Stability-Kriterium des unverzogerten Systems

Definition Der Fixpunkt einer stochastischen Trajektorie ist stabil im Sinne der
Sample-Stability, wenn die Trajektorie im Limes ¢ — oo fast sicher, das heifit mit
Wahrscheinlichkeit 1, gegen ihn konvergiert.

Dieses Kriterium mochten wir fiir die unverzogerte Gleichung (a = 0) anwenden.
Wir betrachten hierfiir die Stratonovich-Differentialgleichung

dxt = bxtdt +x; 0 th (45)
mit dem Koeffizienten b. Die formale Losung lautet
z(t) = zoet W = xoe(b+% Jo ds€)t, (4.6)

Im Limes t — oo gilt % fg ds&s = (&) = 0 fast sicher. Da & ein ergodischer Prozess ist
gilt das Theorem von Oseledec [Ose68]: Das zeitliche Mittel ist gleich dem Scharmittel.
Fiir die Losung folgt

lim z(t) = zoeT )t (4.7)

t—o00

Daraus koénnen wir schlieflen, dass

lim z(t) =

t—o00

{0 fiirb<O0

too fiirbh >0 fast sicher. (4.8)

Fiir b < 0 konvergiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung also gegen eine Deltadistribu-
tion

lim P(x) ~ §(z). (4.9)

t—o0

Fiir b = 0 fluktuiert x(¢) zwischen beliebig groflen und kleinen Werten. Man folgert,
dass die Stabilitdt von (4.5) fast sicher nur durch den nichtstochastischen Term be-
stimmt ist.

Wir mochten ebenso den Mittelwert von (4.6) betrachten und mit (4.7) vergleichen.
Wegen der Konvexitéit der Exponentialfunktion gilt

tlirglo z(t) = 2o Ot < <:Eoebt+Wt> = (z(t)) (4.10)
und somit die Ungleichung (4.4).

Die alleinige Abhéngigkeit der Stabilitét einer Trajektorie von ihren nichtstochasti-
schen Termen vermuten wir auch fiir die verzogerte Gleichung mit multiplikativem Rau-
schen. Das wiirde bedeuten, dass das Stabilitdtsgebiet beziiglich des Sample-Stability-
Kriteriums von Gleichung (4.1) dem kegelformigen Gebiet aus Abbildung 2.5 ent-
spricht.
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4.2 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Limes kleiner
Verzogerungen

Da Gleichung (4.1) eine DDGL mit variablen Koeffizienten ist, gibt es keine explizite
Losung dieser Gleichung. Wir wollen deswegen die Ergebnisse aus Abschnitt 2.4 ver-
wenden, um die explizite Losung der gendherten gewhnlichen DGL fiir kleine Verzoge-
rungen zu bestimmen.

In [GLL99] wird diese Methode verwendet, um eine Focker-Planck-Gleichung fiir
eine allgemeine stochastische DDGL aufzustellen. Auf dieser Arbeit aufbauend fasst
Frank [Fra05] verschiedene Ansitze zur deren Bestimmung zusammen.

Wir entwickeln den verzogerten Term aus Gleichung (4.1) bis zur ersten Ordnung
in 7

z(t) =alz(t) — 7z(t)] — (b+ &)x(t). (4.11)
Eine Umordnung ergibt
o a—Db x(t)
(t) = 720 - 6 (4.12)
und wir kénnen die DGL lésen
2(t) = z(0)e T (@D Wo), (4.13)

Analog zum vorigen Kapitel wenden wir das Sample-Stability-Kriterium an

{O fira—b<0

lim x(t) = +o0o fira—5b>0

t—o00

fast sicher. (4.14)

Fiir a—b < 0 konvergiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung gegen die Deltadistribution.
Dieses Ergebnis unterscheidet sich nicht vom unverzogerten Fall (7 = 0). Die Grenze
der marginalen Stabilitit des Fixpunktes lim;_, o 2(t) = 0 liegt bei a = b und ist eine
Gerade im Parameterraum.

Eine kleine Verzogerung hat also keinen Einfluss auf die asymptotischen Eigen-
schaften des Prozesses x(t). Sie bewirkt jedoch eine Verringerung des Betrages des
Exponenten in (4.13) und damit ein langsameres Ansteigen bzw. Fallen von z(t).

Die Losung des ersten Momentes lautet

a—b D
(z(t)) = z(0)e T T2’ (4.15)
Deren asymptotisches Verhalten betrigt

{O fﬁra—b+%<0

400 fﬁra—b+1+—T>0 )

lim (x(t)) =

t—o0

(4.16)

Die Grenze der marginalen Stabilitéit des Fixpunktes (z(t)) = 0 ist verschoben und
liegt bei b = a + ﬁDT.

4.3 Stabilitit des ersten Momentes bei multiplikativem

Rauschen

Fiir eine DDGL mit variablen Koeffizienten gibt es keine explizite Losung. Wir kénnen
daher nicht wie in Abschnitt 3.1 aus der Stationaritéit von §; die Stationaritét von x;[]
folgern.
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Mit einer zeitabhéngigen Verteilung P(z,t) gilt

/ B P (@, 1) dz = %(:p(t» _ / 2P, 1). (4.17)

Das letzte Integral fillt weg, wenn die Verteilung stationér wird, was wir nicht zeigen
koénnen.

Es erscheint jedoch moglich, dass es stationéire Verteilungen fiir Gleichung (4.1)
gibt. Wenn x(t) unter geeigneten Bedingungen gegen Null geht, so gehen auch die
Momente des stochastischen Prozesses gegen Null. z(t) wird trivialerweise stationér.

Unter dieser Bedingung nehmen wir die Mittelung vor und ziehen die Ableitung
nach der Zeit wie vorher heraus

(#(t)) = a(e(t — 7)) — bla(t)) — (&z(t)). (4.18)

AuBerdem soll eine Kurzschrift eingefiihrt werden, mit der Gleichung (4.18) folgender-
mafen lautet: ‘
X =aX, - bX — X¢. (4.19)

Den Term X¢ = (&a(t)) kann man nun auf drei Wegen behandeln. Mit der Formel
von Shapiro-Loginov [SL78] kann man eine Bewegungsgleichung fiir X¢ erhalten. Eine
direkte Bestimmung ist mit der Formel von Furutsu-Novikov ([Fur63] und [Nov64])
moglich. Eine dritte Moglichkeit verwendet die statistischen Eigenschaften des Ito-
Integrals.

4.3.1 Shapiro-Loginov

Die Formel von Shapiro-Loginov ist eine Bewegungsgleichung fiir den Term (n:¢¢[n]).
Allgemein lautet sie

d

—(moun)) = —v{men[n)) + (mouln))- (4.20)

Diese Gleichung gilt fiir Markov-Prozesse 7; mit exponentiell abfallender Autokorre-
lation (nmy) = o2e~7*=%)_insbesondere fiir den dichotomen Markov-Prozess I(t). ~y
ist die inverse Korrelationszeit, ¢¢[n] ein nicht vorwegnehmendes Funktional von 7. Im
Grenzfall des Gaufischen weiflen Rauschens ist diese Formel nicht zu vereinfachen, da in
diesem Fall v — oo geht. Deshalb wird zunédchst die Rechnung fiir den symmetrischen
dichotomen Markov-Prozess durchgefiihrt.

Dieser Prozess ist ein buntes Rauschen. Er springt in der Zeit ¢ mit der Wahr-
scheinlichkeit
(at)"

n!

n-mal zwischen —A und A. « ist die mittlere Anzahl der Spriinge pro Zeiteinheit. Fiir
Mittelwert und Autokorrelation gelten

P(t,n) = e~ (4.21)

(I) = 0, (II)) = A2e= 201, (4.22)

Der Grenziibergang zum weiflen Rauschen findet am Schluss statt.
In unserem Fall ergibt sich

%(It$t> = —’7<It$t> + <Itl‘t> = —’7<Itl‘t> + a([ta:(t — T)> — b<Itﬂj‘t> — (Itltl‘t> . (423)
N———

A2(xy)
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Da I, I; = A? keine stochastische Grofe ist, kann man sie herausziehen. In Kurzschrift
lautet die letzte Gleichung

X = XTI tax! —bxT — A%X. (4.24)

Der Term X ist jetzt zwar bestimmt, jedoch in Abhéingigkeit eines neuen unbekannten
Terms Xf , der auch mit der Formel von Shapiro-Loginov berechnet werden kann. In
diesem erscheinen Terme der Form (I, I1,¢:[I]). Diese konnen wir mit dem Theorem
von Bourret, Frisch und Pouquet [BFP73] bestimmen

(Lt Lty e [1]) = (L, ay ) (B2 [1]), Vit >t > ¢ (4.25)

Die Folge ist ein unendlichdimensionales Gleichungssystem, wobei die ersten beiden
Gleichungen (4.19) und (4.24) sind

X = +aX, —-bX =X,
X = —4x!T tax! —-bXx!T  —AZX,
X = X! taXi —bXI  —AZeTX,
: (4.26)
XJIVT = _/VX]{TT +aX([N+1)T _bXJIVT _Aze_FYNTXNﬂv
Aquivalent ist dazu der Limes N — oo des endlichen Systems
N
X = AX(t) + > B.X(t —n7), (4.27)
n=1
X —b -1 0o ... 0
X1 —A? —(y+b) a :
mitX=| X5 |, A= | 0 . (4.28)
X1 “
NT 0 0 0 —(y+0)
0 0
a 0 0 0
0 0
—A%em 0 0 0
Bl = s B2 = _A2e—2'y'r 0 P (4.29)
0 0 0

Wir fiihren eine lineare Stabilitdtsanalyse um einen Fixpunkt Xy durch und setzen in
Gleichung (4.27) X = Xg + &(t) mit () = ce®® ein. Wir erhalten

N
sX = AX + (Z Bne—sm> X =F'X. (4.30)

n=1

Da das System (4.26) linear ist, hingt F’ nicht vom Fixpunkt Xq ab.
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Es ldsst sich folgendes ablesen

ae 5T —b -1 0o ... 0
A? —(y+b) a
F'=[ A2-G+r g U : (4.31)
: : oa
A2e=(s)INT oo 0 —=(y+0)

Um die Determinante der Matrix F/ — sI zu berechnen, entwickeln wir nach der ersten
Spalte und erhalten einen Ausdruck fiir das Quasipolynom hy(s).

hn(s) = det(F' — sI)

N
=(s+b—ae*T)(s+y+ )V (-1)N — A2 Z a"e” I (5 4y L p)N ()N

n=0

N (e oo\ "
_ N N —sT 2 ae

= (s+ v+ )N (=1)Nhy(s).
(4.32)

Von der zweiten zur dritten Zeile wird verwendet, dass s+v+b # 0 ist. s = —(y+b)
ist keine charakteristische Wurzel, da hy(—(y + b)) = —A2aNetNT(—1)N £ 0 ist fiir
a # 0. Der Fall a = 0 beschreibt die unverzogerte Gleichung und ist nicht von Interesse.
Es geniigt deswegen hy(s) = 0 zu betrachten.

Wir untersuchen den Ausdruck z = “ij:jy:?

menformel fiir die geometrische Reihe

um herauszufinden, ob wir die Sum-

> 1
d =V <1 (4.33)
1-=2
k=0
anwenden konnen. Fiir s = v + iw gilt
=1
2
—(v+s)T a2e—2('y+1/)7- e—iw‘r
o = | _ =] (430
s+y+b v+y+b)?+w
und fiir s = 0 wird |z| am grofiten
T
= [2] < ‘ae : (4.35)
v+0b

Falls |y + b| < |a| ist, so existiert ein hinreichend kleines 7 fiir das |z| > 1 wird. Fiir
|7 + b] > |a] ist also (4.33) immer anwendbar.

|y +0b] >]a] & v>la]—b oder v < —|a| —b. (4.36)

Da wir an einem Ergebnis fiir grofle vy, das heifit kleinen Korrelationszeiten, interessiert
sind, ist die rechte Bedingung immer erfiillt.
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Wir bestimmen A(s) = limy_o hy(s), indem wir (4.33) benutzen

~ A2

h(s)=s+b—ae” P ST (4.37)
Nun fithren wir den Grenzfall des Gaufischen weiflen Rauschens durch
lim h(s)=s+b—ae*" —D =0. (4.38)

2
A2 —’OOW—’OOyAT =D

Dieses Verfahren wurde in der Diplomarbeit von Micaela Krieger [Kri97] angewandt,
vgl. auch [KEBO02]. Da es ein Verfahren mit langen Rechnungen und vielen neu ein-
gefiihrten Notationen ist, untersuchen wir, ob es einen einfacheren Weg gibt.

4.3.2 Furutsu-Novikov

Die Formel von Furutsu-Novikov ([Fur63] und [Nov64]) lautet im Spezialfall eines
GauBschen weiflen Rauschens &;

(EhilE]) = / " areDs(t - ) <%> _D <%> (4.39)

—o0 5&’ 5&
wobei ¢;[¢] ein nicht vorwegnehmendes Funktional von & ist. Um (&x(t)) auszurech-
ox(t)

nen bendtigen wir also die Funktionalableitung 3, Wir schreiben die Differential-
gleichung (4.1) in eine Integralgleichung um

¢
xp = T + / dsax(s —7) — (&5 + b)x(s)]. (4.40)
0
Funktionale Differentiation ergibt
0xy t 0% t 0Xs_rt
= —xy — ds|b+ & ——I—/ dsa , 4.41
AR VL A ol W7 (4.41)
denn fiir s < t’ ist % =0, bzw. fir s < t' + 7 ist % = 0. Nun koénnen wir den

Grenziibergang t' — t ausfiihren. Das erste Integral verschwindet, weil die Integrati-
onsgrenzen im Limes {ibereinstimmen. Das zweite sehen wir uns genauer an:

t 0% s 4T 0% s
lim ds —=—T — —/ ds —=—T 4.42
t'—t Jy s 5£t’ t 5£t ( )

Nur fiir die obere Grenze s = t + 7 gibt die Funktionalableitung einen Beitrag, der
aber im Integral kein Gewicht trigt. Fir s < t+ 7 ist s — 7 < t und &ng = 0. Wir
erhalten

5£L't

5 = (4.43)
und kénnen hiermit (& (t)) berechnen
X¢ = (62(t)) = —D(x;) = —DX. (4.44)
Gleichung (4.18) lautet nun
X =aX,—(b—D)X = F(X, X,). (4.45)
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Durch einen Exponentialansatz erhalten wir die charakteristische Gleichung
h(s)=s+b—D —ae°" =0. (4.46)

Dieses charakteristische Polynom ist das gleiche wie in Formel (4.38). Aus Gleichung
(4.45) und der Forderung F'(Xy, Xo) = 0 konnen die Fixpunkte abgelesen werden

Xg=-const. fira=b+D

Xo=0 sonst (4.47)

CLXQ—(b—D)XQZO = {

Man erkennt, dass dieses Verfahren eleganter ist als das mittels der Bewegungsgleichung
von Shapiro-Loginov.

4.3.3 Verwendung der Eigenschaft des Ito-Integrals

Wir betrachten wieder die Stratonovich-Differentialgleichung (4.2). Wir kénnen diese
in eine dquivalente Ito-Differentialgleichung umschreiben. Es gilt

dl’t = f(.Z't, a:t_T)dt + g(l't) o th

& day = [f(ze,2—7) + Dg()g (20)] dt + g(ze)dW; (4.48)

Das Symbol o kennzeichnet den Stratonovich-Sinn. Gleichung (4.2) lautet im Ito-Sinn
daher
dry = ax(t — 1) — (b — D)x(t) — xdW;. (4.49)

Wir mitteln diese DGL und kénnen so die Martingaleigenschaft des Ito-Integrals ver-
wenden. Diese Eigenschaft ist eine Folge aus der Definition des Ito-Integrals

n

/0 t rpdWy = lim > a(tig) [W(t:) — W(ti)] . (4.50)

n—oo 4
=1

Da xz(t) ein nichtvorwegnehmendes Funktional von ¢ ist, gilt fiir den Mittelwert dieses

Integrals
t t
</ ZL't/th/> = / Ty <£t/>dt, = 0. (451)
0 0

Mit (x(t)) = X und z(t — 7) = X, erhalten wir

X =aX, - (b—D)X. (4.52)
Durch den Exponentialansatz X = e gelangen wir ebenso zu der charakteristischen
Gleichung (4.38). Dieses Verfahren wurde in [MN95] verwendet.

4.3.4 Ergebnis des Momentenkriteriums

Jetzt kann man eine neue Variable &’ = b— D einfiihren und das gemittelte stochastische
System kann analog dem deterministischen behandelt werden, da

W(s)=s+V —ae™® =0 (4.53)

die gleiche Form wie Gleichung (2.8) hat. Der Parameterraum (a,b) von vorher ent-
spricht nun dem Parameterraum (a, b'). Mit anderen Worten bedeutet das Hinzufiigen
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eines multiplikativen Gaufschen weiflen Rauschens eine Verschiebung des Stabilitéits-
gebietes um D nach oben.
Die Bewegungsgleichung des Mittelwertes (4.52) konnen wir wie in Abschnitt 2.3

losen
0

(z(t)) = 26(t)9(0) +a [ dszp(t — s —T)g(s), (4.54)
wobei z{, die Fundamentallsung mit der neuen Variable &’ = b— D ist. In Analogie zu
Satz 2.1 gilt die Abschéitzung

(z(t)) < K(a/)e't. (4.55)

Es ist o > af beliebig und oy, ist der grofite Realteil der Losungen von h/(s) = 0.

4.4 Stabilitit des zweiten Momentes bei multiplikativem
Rauschen

Die Bestimmung des 2. Momentes fiir die Gleichung
(t) = ax(t — 1) — (b+ &)x(t) (4.56)

ist schwieriger.

Da wir fiir den Prozess z(t), definiert durch die Gleichung (4.56), nicht wie in Ab-
schnitt 3.3 die Stationéritdt im weiteren Sinne zeigen konnen, ist nicht klar, ob die
Notation (z(t)z(t + u)) = Ko (u) erlaubt ist. Eine Integraldarstellung durch Fourier-
transformation wie in Abschnitt 3.3.1 ist nicht moglich.

In Abschnitt 3.3.2 konnten wir fiir die DDGL mit additivem Rauschen (3.19) aus
ihrer expliziten Losung einen Ausdruck fiir die Kovarianz K (u) finden. Da es fiir eine
DDGL mit variablen Koeflizienten keine explizite Losung gibt, konnen wir aus diesem
Abschnitt ebenso keine Ergebnisse tibernehmen.

Aus der Ungleichung 4.4 kénnen wir folgern

lim (2(t)) = co = lim (2*(t)) = 00
t—o0 t—o0
Unter der Bedingung (z(t)) — 0 kénnen drei Fille vorkommen:
1) lim e (22(t)) = o0
2) (a?(t)) erreicht eine Konstante
3)  limy_oo (2%(t)) =0
In den néchsten Kapiteln fordern wir daher die Konvergenz des Mittelwertes und ana-
lysieren das Verhalten des zweiten Momentes in diesem Parameterbereich.

4.4.1 Aufstellen der Fokker-Planck-Gleichung und Bestimmung der
kritischen Verzégerung

Fiir eine verzogerte Langevingleichung wurde in [GLL99] das erste Mal eine Fokker-
Planck-Gleichung (FPG) hergeleitet. Dort wird auch ein Weg vorgeschlagen, wie der
Driftkoeffizient ndherungsweise bestimmt werden kann. Frank [Fra04] leitet diese FPG
ebenso her und berechnet daraus analytische Ergebnisse zur Bestimmung der Stabilitét
des zweiten Momentes einer stochastischen DDGL mit multiplikativem Rauschen.
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Es wird also eine FPG von Gleichung (4.56) gesucht. [Fra04] schligt vor, aus dem
nichtmarkovschen Prozess x(t) einen markovschen zu konstruieren, indem man zusétz-
liche Variablen einfiihrt. Wir betrachten nun den Vektor

X(2) = (x(t),z(t — 1), 2(t — 27), ..., z(t — n7))T, (4.57)

mit der relativen Zeit
z=t—nrfirt e [nr,(n+1)7]. (4.58)

Fiir den Markovprozess X(z) konnen wir nun die Bewegungsgleichung fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

P(x,2z) = (0(x — X(2))) = (d(z(t) — X(t))...0(x(t —n7) — X(t —n71)))  (4.59)

aufstellen 9
@P(X’ 2) = F(x,V,2)P(x, 2). (4.60)
Hier wurde mit z;; = x(t — i) der Operator
PV, =S 0 bx; O Da? 4.61
(X7 7Z) = ; _% (aw(i-‘rl)‘l' - 3327') Oz 2 Lir ( : )

eingefiihrt. Fiir x(,,41), ist die Anfangsfunktion g(t) einzusetzen. Die Zweipunktwahr-
scheinlichkeit erfiillt die Relation

%P(x, 2%, 7)) = F(x,V,2)P(x, 2%, ). (4.62)
Integration von (4.60) und (4.62) nach den Variablen z.,...,z,, iiber den
ganzen Wertebereich Q ergibt mit P(z,z) = [ P(x,z)dz, ...dz,, und P(z,2,,2) =
[ P(x,z)dzor ... dxn,

2

9 / 9 2
@P x,z) / do, [ax(t — ) = Va(t)] P(x,x,,2) + WDm P(x,z). (4.63)

Fiir die Zweipunktwahrscheinlichkeit gilt

2 _ _i _ X ] /
82P(x za' 2 = 83:/9 dar [az(t — 1) = Va(t)] P(z, z,, 2,2, 2)

; (4.64)

+ %D:sz(:E, 2z, 2).
Eine Losung dieser Fokker-Planck-Gleichungen ist nicht méglich, da (4.63) und (4.64)
kein geschlossenes Gleichungssystem ist. Es konnen jedoch bestimmte Erwartungswerte
damit berechnet werden.
In [Fra04] wird nun angenommen, dass im stabilen Bereich des Mittelwertes die
Verteilungen nach grofien Zeiten stationér werden

P(z,2) — Py(z), P(z,2;2",2") = Py(z,2' +u;2’, 2'). (4.65)

u=z—2 €[0,7) ist die Zeitdifferenz. Diese beiden Annahmen erfolgen aufgrund von
Untersuchungen numerischer Simulationen, ein analytischer Beweis ist nicht erbracht
worden.
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Aus der Definition von u folgt % = %.

Die beiden Gleichungen multiplizieren wir mit « und integrieren iiber x. Wir inte-
grieren partiell und erkennen, dass wegen schnell fallender Wahrscheinlichkeitsdichten
lim;_ 400 2¥P(z,...) = 0 die Randterme wegfallen. Man erhilt man aus (4.63)

VxPy(x) + a/ dr x;Ps(z,27) = —%Daz2Pst(x). (4.66)
Q
Aus (4.64) ergibt sich

0
—Py(z, 2 +u; 2, 2')

ou
(;i [b xPy(z, 2 +usa’,2) — / dr,x, Py(x, 20, 2 +us 2!, 2)) (4.67)
Q
82
+8—Daz Py(x, 2 +u;a’, 7).

Aus diesen beiden Gleichungen kénnen wir ein geschlossenes Gleichungssystem fiir
folgende Groflen finden

22()) = ra? +(7) = Koo
(2(1)) /Q 022 (1) Pyy () = Koo (0)

(4.68)
(x(t)x(t —1)) = // drdx;zx, Py (v, 2,) = Koo(T)
Q
Multiplikation von (4.66) mit « und Integration iiber x ergibt mit ¥’ =b— D
—aKoo(T) + VKoo (0) = DKoo (0
(7) + VK 0) = DE (0) woo)

& — aKoo(r) — (b— 2D)K+(0) = 0.

(4.67) multiplizieren wir mit zz’ und integrieren iiber beide Variablen

2 // drdx'xa' Py (x, 2 +us2’,2') =V // da:dx'xxlixpst(%zl +uya’,2')
ou Q Q ox

— a/// da:dx'da:TmzlixTPst(x,xT,z' + u;a:',z')
9] 8£

82
+ / dl‘d:L'/:E:E/WDl‘2PSt($, 24wl )
Q
0

S—Ky(u) = —b// dodx’ vz’ Py (x, 2 +uy 2, )
ou Q

+ a/// drdx'dr, ' v, Poy(z, 27,2 +us 2, 2')

+D/dgc "2?Py(x, 2 +uya, ) |P2 TS

=0
(4.70)
Man erhélt eine dhnliche Gleichung wie (3.52)
dK oo
du(“) = aKoo(T — 1) — V' Koo (0). (4.71)
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Wir fordern von Ko (u) Stetigkeit auf dem Definitionsbereich. Im Grenzfall u — 0
setzen wir (4.69) in (4.71) ein

dK oo (u)
du

= VKoo (0) + aKoo (1) = — DKo (0). (4.72)
0+

Diese Gleichung ist der Gleichung (3.55) &hnlich, die wir fiir die DDGL mit additivem
Rauschen hergeleitet haben. In der Tat kann man die Beziehung (3.55) auch iiber
diesen Weg berechnen.

Nun kénnen wir analog zu Abschnitt 3.3.2 K (u) bestimmen. Die DDGL (4.71)
hat die gleiche Form wie (3.52). Wir kénnen sie in eine gewohnliche DGL 2. Ordnung
umformen

A’ Koo (u)
du?
Diese DGL ist mit den Nebenbedingungen (4.69) und (4.72) eindeutig losbar. Mit

w? = a? — b'? lautet die allgemeine Losung

+ (a® = V) Ko (u) = 0. (4.73)

Koo (u) = Cy sin(wu) + Co cos(wu). (4.74)
Es gelten

Koo (0) = C2
Koo(7) = Crsin(wr) + Cy cos(wr). (4.75)

Aus (4.72) erhalten wir

dK oo (u)
du

— WOy = —DEL(0) & Cy = ~ 2K (0). (4.76)
0+ w

Einsetzen von (4.75) und (4.76) in (4.69) ergibt die Relation

a%KOO(O) sin(wt) — aK s (0) cos(wr) + (b — 2D) K (0) = 0. (4.77)

Diese Relation ist erfiillt, wenn eine der beiden folgenden Gleichungen erfiillt sind

K (0) =0, (4.78)
D b—2D
— 2 = ) 4.79
cos(wT) " sin(wT) - (4.79)
Wenn w eine imaginédre Zahl ist, wird aus (4.79)
D b
cosh(|w|T) — zm sinh(jw|7) = o (4.80)

Diese Beziehung ist nur erfiillt, wenn der Imaginérteil der linken Seite verschwindet.
Das ist der Fall, wenn 7 = 0 oder D = 0 gilt. Beide Fille sind nicht von Interesse. In
diesem Gebiet ist folglich K (0) = 0 die Losung von Forderung (4.77).

Wenn w eine reelle Zahl ist, wollen wir folgende Relation fiir 4, B,w,7 € R ver-
wenden

A cos(wt) 4+ Bsin(wr) = v/ A% + B2 cos <w7' — arctan <§>> . (4.81)
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Aus (4.79) wird

D2 D —2D
\/1+ —5 cos <w7’ + arctan <—>> _Y . (4.82)
w w a

Fiir gegebene Werte von a, b und D ist diese Gleichung eine Bedingung an 7. Wir lésen
nach 7 auf und erhalten

1 b—2D D
7" = — |arccos — == | —arctan <—> . (4.83)
w ay/1+ % w

Diese kritische Verzogerung hat eine dhnliche Form wie die aus Gleichung (2.13). Wir
stellen fest, dass 7* und 7, identisch sind, wenn wir D gegen Null gehen lassen
lim 7% = 7. 4.84
By =7 459
In Abschnitt 2.1 zeigen wir, dass mit wachsendem 7 ein Ubergang zur Instabilitéit des
Fixpunktes z(t) = 0 bei 7 = 7, stattfindet.
Aufgrund dieser Erkenntnis vermuten wir fiir das Problem des zweiten Momentes:
Mit wachsendem 7 wird bei 7 = 7" der Fixpunkt <w2 (t)> = 0 instabil.
Fiir ein gegebenes 7 koénnen wir eine Kurve im Parameterraum (a,b) darstellen,

siehe Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Wir wihlen D = 0.3 und plotten die Gleichung 7% = 2 (gepunktete
Linie). Die Linie hort abrupt auf, da fir b — D > a der Wert von 7* imaginér wird.
Wir kénnen ihn nicht mehr mit 7 = 2 vergleichen. Zum Vergleich stellen wir das
Stabilitdtsgebiet des Fixpunktes (z(t)) = 0 dar (durchgezogene Linie).

4.4.2 Formulierung einer charakteristischen Gleichung

Lei und Mackey [LMO06] bestimmen eine charakteristische Gleichung und erhalten einen
expliziten Ausdruck fiir das zweite Moment. Diese Rechnungen wollen wir ausfiihren.
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Eine implizite Losung der Ito-DGL von (4.56) lautet
0 t
z(t) = 25(t)g(0) + dsxy(t — 7 — s)g(s) — / x((t — 8)V2Dz(s)dW,,  (4.85)
-7 0
wobel z{, wie in Abschnitt 4.3.4 die Fundamentalldsung des Mittelwertes ist
0
(z(t)) = z((t)g(0) + dszy(t — 1 — 5)g(s). (4.86)

—T

Wir méchten nun die Varianz <(x(t) - <x(t)>)2> fiir beliebige Werte von (a, b) be-
rechnen. Mit Z(t) = z(t) — (x(t)) schreiben wir

M(t) = (2(t)?) = <(x(t) - (:E(t)>)2> - <</Ot ) (t — s)\/ﬁx(s)dws>2>

_ <</Ot (- s)@j(s)dws>2> +2 </Ot (- s)\/@j(s)<x(s)>dm>
4 <</Ot 2t — 8)@<x(s)>dWs>2>

(4.87)
und kénnen die drei Summanden umformen. Im ersten verwenden wir die Ito-Eigenschaft
t t t
< GYaw (t') | Ht')dwW (t’)> = / (G"H(t"))dt'. (4.88)
to to to

Der zweite fallt weg, da (Z(s)dWs) = 0 ergibt. Der dritte Summand lautet

<(/ (¢ — $)VEDa(s >>dw)2>

// xg(t — 8)zh(t — 8')2D(x(s)){x(s )>(§8§s>dsds —2D/ dsxot—s) (x (s)>2.

6(8 s')
(4.89)
Nun haben wir einen impliziten Ausdruck fiir die Varianz gefunden
M(t) = 2D/ dsx((t — s) <x +2D/ dszp(t — s)*(x(s))? (4.90)

= 2D ((z0)* * M + (20)” * (2)?) .

Auch hier kann man erkennen, dass die Bedingung lim;_.(z(¢)) = 0 notwendig ist fiir
die Beschrinktheit des zweiten Momentes. Mittels Laplacetransformation kann man
einen Ausdruck fiir M (t) finden

L{M}(s) = 2D [L{(x0)*} () L{M }(s) + L{(20)*}(5) + L{(2)*}(s)] ,

E{(wo) ) L{@)*}(s) _ ! 21 (s (4.91)
SLMIS) = oD@ ) ——— —p L)} (s).
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Die Laplacetransformierte von (z{)? kann man umschreiben. Da z{, die DDGL (2.6)
erfiillt, gilt
dzj(t)?

s 224 (t)ah(t) = 2axy(t)zh(t — ) — 2bxh(t)2. (4.92)

Daraus folgt

— 1+ sL{(25)*}(s) = 2aL{xp(t)zg(t — 1)} (s) — 2bL{(2()?}(s)
1 (4.93)

(s +2b) L{(x()? H(s) — 2aL{zg(t)x(t — 7)}(s)
Multiplikation mit £{z{Z}(s) ergibt

L{(20)*}(s) =

el =

1
s+2b—2af(s)’

Bl - )
) = = @)
eingefithrt wurde. (4.94) setzen wir in (4.91) ein
1
s+2b—2af(s)—2D

(4.94)

wobei

(4.95)

L{M}(s) = L{{x)*}(s)- (4.96)

Wir fithren das Funktional

1
Y(t):=L"" 4.
(t):=L {s+2b—2af(s)—2D} (4.97)
ein, und konnen aus Gleichung (4.96) einen Ausdruck fiir das zweite Moment ablesen
t
M(t) = (2)2+ Y = / ds(z(t — 5))2Y (s). (4.98)
0

Da wir die Konvergenz des Mittelwertes fordern, ist das asymptotische Verhalten des
zweiten Momentes M (t) abhéngig von der Funktion Y'(¢). Wir formulieren die charak-
teristische Gleichung

H(s)=s+2b—2af(s)—2D =0. (4.99)
In Analogie zu 2.4 definieren wir
Bo = max{Re(sy)|H(s,) = 0}. (4.100)

In [LMO6] wird gezeigt, dass die Wurzel mit grofitem Realteil 5y < oo ist.
Wie in Satz 2.1 schétzen wir Y'(¢) ab durch

Y (t) < K(B)e™, (4.101)

fiir ein beliebiges 3 > (.

Das asymptotische Verhalten von M (t) wird demnach durch [y bestimmt. Bei
der Gleichung mit additivem Rauschen gibt es Bereiche, in denen das zweite Moment
einen konstanten Wert erreicht. Bei der Gleichung mit multiplikativem Rauschen ist
ein konstanter Wert nur fiir 8y = 0 zu erwarten.

In [LMO6] werden verschiedene analytische Abschétzungen fiir H(s) gemacht, um
die Stabilitdt des zweiten Momentes ndherungsweise zu bestimmen. Dies fiihrt jedoch
nur zu hinreichenden Bedingungen, so dass die die Stabilitdtsgrenze hieraus nicht er-
mittelt werden kann. Es sollte jedoch moglich sein, die charakteristische Gleichung
(4.99) numerisch zu analysieren.
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Kapitel 5

Simulation von
Differentialgleichungen mit
Verzogerung

In diesem Kapitel sollen die deterministische DDGL (2.6), die DDGL mit additivem
Rauschen (3.1) und die DDGL mit multiplikativem Rauschen (4.1) simuliert werden.
Die Ergebnisse werden dann mit den analytischen Berechnungen verglichen und sollen
zugleich als Test dienen.

Wir diskutieren zunéchst die einzelnen Terme aus den drei Gleichungen und for-
mulieren jeweils eine Abbildung von x,, nach x,+1. Um die jeweiligen Gleichungen zu
simulieren, setzen wir die Iterationsvorschriften spéter geeignet zusammen.

Die Gleichung #(t) = —bx(t) ist der einfachste Teil, x(t) ldsst sich nach der Euler-
Methode numerisch berechnen

Tpt1l = Ty — bxyh. (5.1)

h ist eine geeignet gewihlte Schrittweite.

Als niichstes diskutieren wir den verzogerten Term #(t) = ax(t — 7). Eine gute und
einfach anzuwendende Methode, diesen Teil auszuwerten ist die stiickweise Integration,
die auf Bellman [Bel61] zuriickgeht. Man unterteilt dabei die Zeit in Intervalle der
Lange 7. Das Zeitintervall [0,7] sei durch die Anfangsfunktion bestimmt. Fiir das
Intervall [7,27] 16st man die Differentialgleichung folgendermaflen:

(t) t t

x(t) —x(r) = / dx = / dt'i(t') = a/ dt'z(t — 7). (5.2)
x(T) T T

Fiir (¢t — 7) kann man nun die Anfangsfunktion einsetzen und eine Stammfunktion

ausrechnen. z(t) ist damit fiir das betreffende Intervall berechnet. Fiir die folgenden

Intervalle [n7, (n + 1)7] geht man analog vor.

Da in unserem Fall ein stochastisches System vorliegt, konnen wir fiir den verzoger-
ten Term keinen analytischen Ausdruck einsetzen. Wir miissen wieder schrittweise vor-
angehen und einzelne vorher ausgerechnete Werte einsetzen. Mit bekanntem () und
x(t — 7) ergibt sich

z(t+h) = /t+h dt'i(t') = z(t) + /t+h dt'ax(t' — 7). (5.3)
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Wir approximieren diesen Ausdruck durch
Tpgl = Tp + a:zn_%h. (5.4)

Fiir die Simulation der Gleichung (3.1) benétigen wir eine Iteration fiir #(t) = &;.
Die Losung dieser elementaren stochastischen DGL lautet

2(t) — 2(0) = Wy — W, (5.5)

wobei wir Wy = 0 setzen koénnen. Da (Wi, — Wy)?) = h gilt, setzen wir fiir diesen

Ausdruck
Tni1 = Tn +V2DZVh. (5.6)

Hierbei ist Z eine Gaufsche Zufallszahl mit Varianz 1 und Mittelwert 0.
Nun wird das multiplikative Rauschen #(t) = —&x(t) diskutiert. Die beiden &qui-
valenten Integralgleichungen lauten

Stratonovich: z(t) — z(0) = \/_ " z(t') o dWy,
(5.7)
Tto: x(t) =D / Ydt' — 2D (") dWy.
Wo
Wir simulieren die Ito—Glelchung mit dem stochastischen Euler-Verfahren. Der stocha-
stische Driftterm D fo t")dt' muss beriicksichtigt werden.
Es wird folgende numerlsche Integration gewéhlt

Tpi1 = Tp + Dxyh — V2Dxz, Z\/h. (5.8)

Die Schrittweite h soll klein genug sein, um genaue Ergebnisse zu erzielen, aber
dennoch ein schnelles Berechnen erméglichen. Fiir alle Simulationen wurde h = 1073
gewahlt.

5.1 Simulation der deterministischen Differentialgleichung
mit Verzogerung

In diesem Abschnitt sollen Ergebnisse aus Simulationen der deterministischen DDGL
(2.6) vorgestellt werden und Analogien mit den Betrachtungen aus Kapitel 2.1 erldutert
werden.
Wir setzen die Iterationsvorschriften der deterministischen Terme aus dem vorigen
Abschnitt zusammen
Tptl = Tp + aa;n_}zlh — bxyh. (5.9)

Um die Ergebnisse der Simulation mit den analytisch bestimmten vergleichen zu kénnen,
wird die Verzogerung auf 7 = 2 gesetzt. Zuerst sollen die Grenzen der Stabilitét be-
trachtet werden.

In Abbildung 5.1 werden die Gleichungen (2.23) und (2.34) getestet. Bei marginaler
Stabilitdt (a = b = 1) stellt sich ein Wert in Abhéngigkeit von der Anfangsfunktion
bzw. der Stérung ein.

Wie in Abschnitt 2.2 berechnet wurde, ist bei @ = —g- und b = 0 das System
marginal stabil. Nach groflen Zeiten oszilliert die Trajektorie bei konstanter Amplitude.
Fiir ein b > 0 (b < 0) ergibt sich eine abnehmende (zunehmende) Amplitude, siche
Abbildung 5.2.
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Abbildung 5.1: In diesen Abbildungen gilt h = 1072 und 7 = 2. Links wird

die Abhéngigkeit der konstanten Losung von der Anfangsfunktion gepriift. Es gilt

g(t) = 0Vt € [-2,—1] und g(t) = 2t + 2Vt € [—1,0]. Aus der Abbildung und nach

Formel (2.23) stellt sich der Wert zzp = 1 ein. Rechts wird Gleichung (2.34) getestet.

Es wurden zp = 1 und f(t) =6Vt € [5,6] gewihlt.

()
X(t)

A

X(t)
o

-05

t

Abbildung 5.2: Es wird h = 1073, 7 = 2 und g(t) = 1 gewihlt. Uberall setzen wir
a = —4- und beobachten mit wachsendem b einen Stabilitétswechsel. Links oben gibt
es eine oszillatorische Losung mit steigender Amplitude, (b = —0.1). Rechts oben gilt
b = 0, wir befinden uns genau auf der Schwelle der marginalen Stabilitét. Rechts unten

wéhlen wir b = 0.1, die Amplitude wird kleiner.
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Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass bei a = b > —% ebenso ein Stabilitdtswechsel
stattfindet. Diesen mochten wir in Abbildung 5.3 darstellen.

2
4 E
0 ‘ 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t t
15
1
4
05 |
0

0 10 20 30 40 50

t
Abbildung 5.3: Es wird h = 1073, 7 = 2 und g(t) = 1 gewihlt. Wir lassen a = 1
konstant und erkennen mit steigendem b einen Stabilitdtswechsel. Links oben wichst

x(t), (b = —0.1). Rechts oben gilt b = 1, es ergibt sich die konstante Losung. Unten
wahlen wir b = 1.1.

Um ein Stabilitéitsgebiet im Parameterraum numerisch zu bestimmen, muss ein Kri-
terium entwickelt werden, wann eine berechnete Trajektorie zum Parameterpaar (a, b)
als stabil oder instabil zu interpretieren ist. Wir wéhlen eine geeignete Simulationsdau-
er T und eine Schwelle x;;,. Wenn in der Zeit T' die Werte x;, oder —xy, iiberschritten
werden, wird die Simulation abgebrochen und die Trajektorie als instabil interpretiert.

In den Abschitten 4.3 und 4.1 wurden Stabilitétskriterien unabhéngig von der Wahl
der Anfangsfunktion bestimmt. Fiir die Simulation kénnen wir jedoch keine beliebi-
ge Funktion g¢(t) nehmen. Sie muss in Abhéngigkeit von z;, gew#hlt werden, da in
endlichen Zeiten instabile Trajektorien sie erreichen miissen.

Man erhilt ein Stabilitétsgebiet im Parameterraum, sieche Abbildung 5.4, welches
das analytisch bestimmte aus Abbildung 2.5 reproduziert.

5.2 Simulation der Differentialgleichung mit Verzégerung
und additivem Rauschen

Wir erweitern die numerische Integration aus (5.9) um ein additives Rauschen

Tptl = Tn + a:nn_%h — bznh + V2D ZVh. (5.10)
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Abbildung 5.4: Fiir jedes Paar (a,b) des deterministischen Systems (2.6) wird eine
Simulation durchgefiihrt. Es werden T' = 200, x;;, = 10 und 7 = 2 gewahlt. Bei einem
stabilen Ereignis wird ein Punkt gesetzt. Links wird bei konstanter Anfangsfunktion
g(t) = 1 die gepunktete Linie aus Abbildung 2.5 reproduziert. Fiir diesen Spezialfall
gilt die konstante Losung auch im instabilen Bereich. Instabilitéit kann nicht festgestellt
werden. Rechts wird fiir eine nicht konstante Anfangsfunktion g(t) =t Vt € [—7,0] die
Stabilitét gem&fB Definition (2.1) reproduziert.

Bei den Simulationen wollen wir zunédchst das Rauschen klein im Vergleich zur
Groflenordnung der Koeffizienten (a,b) halten. Da wir in allen Simulationen die Koef-
fizienten in den Intervallen a € [—4,2] bzw. b € [—2,4] variieren, wihlen wir D = 0.1.
Wenn mit diesem Wert analytische Ergebnisse bestétigt werden, verwenden wir groflere
Werte von D.

Es soll getestet werden, ob ein numerisch bestimmtes Stabilitdtsgebiet der Glei-
chung (3.1) mit dem analytisch bestimmten aus Abschnitt 3.2 {ibereinstimmt, siehe
Abbildung 5.5.
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Abbildung 5.5: Wiederum werden h = 1073, 7 = 2 und g(¢) = 1 gewéhlt. Links wird
mit D = 0.1 in der Zeit T' = 200 iiberpriift, ob die Schwelle x;;, = 10 iiberschritten
wird. Fiir ein stabiles Ereignis wird ein Punkt gesetzt. Da dieses Gebiet mit dem analy-
tisch bestimmten aus Abbildung 5.4 iibereinstimmt, wird rechts ein gréofieres Rauschen
getestet, D = 1. Mit T" = 1000 und xy, = 100 ist auch hier das Stabilitéitsgebiet
erkennbar.

Aus Abschnitt 3.1 wissen wir, dass im stabilen Gebiet des Fixpunktes (z(t)) = 0
nach groflen Zeiten sich eine stationére, gaufische Verteilung einstellt. Diese Aussage
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mochten wir iiberpriifen, indem wir eine nach verschiedenen Zeiten numerisch bestimm-
te Verteilung mit der entsprechenden Gauflkurve vergleichen.

Wir betrachten zunichst den Fall a = 1, b = 2 und D = 0.1. In Abschnitt 3.1 haben
wir gezeigt, dass die Gauflkurve den Mittelwert Null und die Varianz 2D fooo 23 (s)ds
hat. Diesen Ausdruck mochten wir ndhern. Wir integrieren iiber die ersten Intervalle,
da diese den grofiten Beitrag haben.

o8] T 2T 9
2D [/ 533(3)‘13] ~ 2D [/ dse=2 —I—/ ds (e_bs +a(s — 2)e_b(s_7)>
0 0 T

3T 2 2
+ / ds <e‘bs +a(s —2)e ) 4 %(s - 27)2e_b(s_2T)>
2T
37 a2 a3 2
+/ ds <e_b5 +a(s —2)e ) 4 7(3 —27)2e7027) 4 g(s - 3T)36_b(8_3T)>
2T
+...].
(5.11)
Mit D =0.1, a =1, b = 2 und 7 = 2 erhélt man als Néherung fiir die Varianz
2D [ / x%(s)ds} ~ 0.0584. (5.12)
0
Die zugehorige Gaufifunktion lautet
1 2
T) = ——— ¢ 2005, 5.13
J@) V2m0.0584 (5.13)

Eine numerische Verteilung bestimmen wir, indem wir die Ereignisse zéhlen, die in
das Intervall z(t) + Az fallen. Insgesamt lassen wir 10° Realisierungen berechnen und
wihlen Az = Wlo'

Fiir das Intervall [0,0.01] erwarten wir

0.01 1 22
10° / dr————¢" 700551 ~ 1650 5.14
0 v270.0584 (5.14)
Ereignisse. Das Maximum der Gauflkurve soll deshalb bei (0, 1650) liegen. In Abbildung
5.6 werden numerische und analytische Ergebnisse verglichen.
Aus Gleichung (5.11) moéchten wir auch die Varianz fiir den Fall a = —1, b = 2 und
D = 0.1 ndhern

2D [/ x%(s)ds} ~ 0.0581. (5.15)
0
Die Gauffunktion hat also die Form
1 22
T) = ——— ¢ 2x0.0%I 5.16
f=) v2m0.0581 (5.16)
Fiir das Intervall [0,0.01] erwarten wir nun
5 0.01 1 22
10 dr——=¢€" 2x0.0581 ~ 1645 5.17
/0 Vv/270.0581 (5:17)

Ereignisse und legen das Maximum der Kurve auf (0,1645). In Abbildung 5.7 werden
die Ergbnisse dargestellt.
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Abbildung 5.6: Hier werden fiir den Fall @ = 1, b = 2 und D = 0.1 numerische und
analytische Verteilungen verglichen. Im linken Bild sind nach 100 Zeitschritten die
Ereignisse im Intervall x + Ax gezdhlt worden. Rechts wird nach 200 Zeitschritten
abgebrochen. Die Verteilung ist stationér und gauflsch. Die gestrichelte Linie zeigt
jeweils die GauBkurve (5.13).
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Abbildung 5.7: Hier werden ¢ = —1, b = 2 und D = 0.1 gewahlt. Im linken Bild
sind nach 100 Zeitschritten die Ereignisse im Intervall z + Ax gezéhlt worden. Rechts
wird nach 200 Zeitschritten abgebrochen. Die Verteilung ist stationér und gaufisch. Die
gestrichelte Linie zeigt jeweils die Gaulkurve (5.16).

5.3 Simulation der Differentialgleichung mit Verzégerung
und multiplikativem Rauschen

Aus Abschnitt 5 kénnen wir die Iterationsvorschrift fiir Gleichung (4.1) zusammenset-
zen

Tpal = Tp + aa:n_%h — baph + Dxph — 2Dy, Z\V . (5.18)
Ein Ziel dieses Abschnittes ist eine numerische Bestimmung der Grenze der mar-
ginalen Stabilitit der Fixpunkte limy oo z(t) = 0, (x(t)) = 0 und (2?(¢)) = 0 und der
Vergleich mit den Ergebnissen aus Kapitel 4.
5.3.1 Simulationen im Falle kleiner Verzégerungen
In Abschnitt 4.2 konnten wir erkennen, dass sich die asymptotischen Eigenschaften der

Losung (4.13) nicht vom unverzdgerten System mit 7 = 0 unterscheiden. Um dieses
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Ergebnis numerisch zu testen, betrachten wir die Losung des Mittelwertes (4.15) im
Fall a =0

D
(z(t)) = z(0)e T+, (5.19)
Wir bilden den Logarithmus und erhalten
D
—_——
=Miheo(T)

Es wird der Logarithmus von (x(t)) aus Gleichung (4.1) bestimmt und in Abbildung 5.8
dargestellt. Die Steigung der Geraden ist mg;,. Um die beiden Steigungen mype, und

200 200
150 | 150 |
A A
¥ 100 ¢ ¥ 100 |
< IS
50 ¢ 50 |
0 : ‘ : 0 : ‘ :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

t t

Abbildung 5.8: Es wird Gleichung (4.1) mit a = b = 1, D = 1 simuliert. Der Mittelwert
(x(t)) wird iiber 500 Realisierungen ermittelt. Links ist 7 = 0.1, die Steigung der
Geraden betrigt mg;,m = 0.912. Rechts ist 7 = 0.2 gew#hlt worden. Wir erhalten

Mgim = 0.844.

Mgim vergleichen zu koénnen, werden sie in Abbildung 5.9 in einem Koordinatensystem

gegeniibergestellt.

0 005 01 015 0.2 0.25
T

Abbildung 5.9: Die durchgezogene Linie stellt die Funktion mype,(7) dar, die einzelnen
Punkte sind die gemessenen Steigungen myg;,, fiir verschiedene 7. Man erkennt, dass
Miheo NUr fiir kleine 7 eine gute Niaherung bedeutet.
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5.3.2 Simulationen zum Sample-Stability-Kriterium

Zunéchst wollen wir einzelne Trajektorien betrachten, um die Stabilitdtsgrenzen des
Sample-Stability-Kriteriums abzuschétzen.

Wir miissen beachten, dass es nahe der marginalen Stabilitdt Bereiche gibt, in
denen die Trajektorie gegen Null geht, ihre Fluktuationen aber grofl werden, so dass es
schwierig wird, das Langzeitverhalten einer Trajektorie zu erkennen, siehe Abbildung

5.10.
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Abbildung 5.10: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = 0.1, b = 0.3, D = 1 und 7 =
2 simuliert. Man erkennt bei 400 < t < 500 grofile Fluktuationen. Der vergréferte
Ausschnitt auf der rechten Seite zeigt, dass die Trajektorie fiir groflere Zeiten gegen
Null geht.

Damit wir nicht wie in Abbildung 5.10 die interessanten Bereiche vergréfiern miissen,
fiihren wir eine logarithmische Skala ein. Die Abbildungen 5.11 und 5.12 zeigen Verglei-
che zwischen beiden Darstellungen. Mit der logarithmischen Skala ldsst sich einfacher
die Stabilitdt nach grofien Zeiten abschétzen.

Es sollen Stabilitétsiibergédnge bei konstantem a und variablem b dargestellt werden,
siehe Abbildungen 5.13 und 5.14. Durch Simulationen iiber gréflere Zeitriume kann
sehr genau ein kritischer Wert fiir b gefunden werden.

Die kritischen Werte by,.;4, die wir diesen Abbildungen bei konstantem a entnehmen,
unterscheiden sich von denen des deterministischen Systems.

deterministisches System stochastisches System
a=1 bgyp=1 brrit ~ 1.19 (5.21)
a=—2 by = 1571 birit =~ 1.835
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Abbildung 5.11: Hier wird Gleichung (4.1) mit 7 = 2 und D = 0.3 simuliert. Oben
wird ¢ = 1 und b = 1.15 gewihlt. Unten gilt a = 1 und b = 1.2. Es wird jeweils eine
gewOhnliche und eine logarithmische Skala verwendet. Die logarithmischen Darstellun-
gen auf der rechten Seite geben mehr Auskunft tiber das Langzeitverhalten von x(t):
Die obere Trajektorie divergiert, die untere konvergiert gegen Null.
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Abbildung 5.12: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = =2, b =18, 7 =2 und D = 0.3
simuliert. Links oben wird die ganze Trajektorie auf gewohnlicher, rechts oben auf einer
logarithmischen Skala dargestellt. Man beachte, dass eine logarithmische Skala nur
positive Werte von z(t) darstellen kann. An der unteren Abbildung, die ein Ausschnitt
des logarithmischen Plots ist, kann man erkennen, dass die meisten Werte nahe den
Spitzen der Oszillationen auftreten. Ein logarithmischer Plot der ganzen Trajektorie
erlaubt somit eine Abschétzung der einhiillenden Kurve der oszillatorischen Losungen.

95



b=1.82 b=1.83

le+l2 | 1e+08

1e+08 r 10000

x()

x(t)

10000

0.0001

5000 7500 10000 0 2500 5000 7500 10000
t t

0 2500

b=1.84 b=1.85

10000 ¢

X(t)
X(t)

0.0001 0.0001

0 2500 5000 7500 10000 0 2500 5000 7500 10000

t t

Abbildung 5.13: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = —2, 7 = 2 und D = 0.3 simuliert
und in eine logarithmische Skala geplottet. Wir variieren b in Schritten von 0.01 und
vermuten fiir den kritischen Wert 1.83 < by,;; < 1.84.
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Abbildung 5.14: Hier wird Gleichung (4.1) mit a = 1, 7 = 2 und D = 0.3 simuliert und
in eine logarithmische Skala geplottet. Den kritischen Wert erwarten wir bei by,; ~

1.19.
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Die Analyse, die wir in den beiden Darstellungen 5.13 und 5.14 durchgefiihrt haben,
soll von einem Computerprogramm iibernommen werden. Um stabile von instabilen
Trajektorien zu unterscheiden und ein Stabilitédtsgebiet geméfl des Sample-Stability-
Kriteriums zu konstruieren, soll nun tiberpriift werden, ob nach langer Zeit eine niedrige
Schwelle unterschritten wird. Da auch instabile oszillatorische Losungen eine Schwelle
unterschreiten, soll diese Schwelle eine bestimmte Zeit lang unterschritten werden.
Diese Zeit muss grofler sein als eine Periode der Oszillationen.

Die Abbildungen 5.15 zeigen die Ergebnisse fiir verschiedene Werte von D. Um
den Unterschied zum deterministischen System zu veranschaulichen, wird dessen Sta-
bilitdtsgebiet in den gleichen Abbildungen dargestellt.

In Abschnitt 4.1 wurde fiir das unverzogerte System (a = 0) der kritische Parameter
brri+ = 0 bestimmt. Daher wissen wir, dass das Wertepaar a = b = 0 ein kritischer
Punkt sein muss. Die Abbildungen 5.15 bestétigen diese Aussage.

Die Stabilitéitsgebiete des deterministischen Systems und des stochastischen Sy-
stems beziiglich des Sample-Stability-Kriteriums sind offenbar verschieden. Das steht
im Widerspruch zu der Vermutung aus Abschnitt 4.1: Die Stabilitéit einer Trajektorie
héngt nur von ihren nichtstochastischen Termen ab.

Offenbar werden marginal stabile Trajektorien durch Hinzufiigen eines multiplika-
tiven Rauschens destabilisiert.
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D=0.1
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a
Abbildung 5.15: Fiir jedes Parameterpaar (a,b) wird eine Trajektorie der Gleichung
(4.1) mit 7 = 2 und dem entsprechenden D bis 7" = 1000 simuliert. Die Anfangsfunk-
tion betrdgt g(t) = 100Vt € [—7,0]. Wenn die Trajektorie auf ihrem Weg die untere
Schwelle xg.p = 1 iiber 10 Zeitschritte hinweg unterschreitet, so wird sie als stabil
interpretiert. Die Simulation wird abgebrochen und es wird ein Kreuz gesetzt. Die

durchgezogene Linie zeigt zum Vergleich das Stabilitéitsgebiet des deterministischen
Systems.
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5.3.3 Simulationen zum Momentenkriterium

Es soll ein Programm geschrieben werden, dass die zeitliche Entwicklung des Mittel-
wertes und der Varianz bestimmt, um die Stabilitdtsgrenzen der Fixpunkte (z(t)) =0
und (2%(t)) = 0 abschitzen zu konnen. Die Ergebnisse werden in den Abbildungen
5.16 und 5.17 dargestellt. In diesen Abbildungen konnen die Stabilitdtswechsel, wie in
den Abschnitten 4.3 und 4.4 dargestellt, getestet werden.

Man kann erkennen, dass die kritischen Punkte fiir die ersten beiden Momente auch
fiir den unverzogerten Fall (a # 0) verschieden sind. Es gibt Trajektorien, deren erstes
Moment konvergiert, wihrend das zweite divergiert.
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Abbildung 5.16: Die Gleichung (4.1) wird mit a = 1, 7 = 2 und D = 0.3 simuliert.
Die Anfangsfunktion betrégt g(t) = 100Vt € [—7,0]. Der Mittelwert und die Varianz
werden tiber der Zeit aufgetragen. Es wird iiber 5000 Realisierungen gemittelt. Da die
Varianz stark fluktuiert, wird erneut eine logarithmische Darstellung gewéhlt.
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Abbildung 5.17: Die Gleichung (4.1) wird mit @ = —2, 7 = 2 und D = 0.3 simuliert. Die
Anfangsfunktion betrégt g(t) = 100Vt € [—7,0]. Wir tragen Mittelwert und Varianz
tiber der Zeit auf. Es wird iiber 5000 Realisierungen gemittelt. Da die Varianz stark
fluktuiert, wird erneut eine logarithmische Darstellung gewéhlt.
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Kapitel 6

Die Verteilung der ersten
Wiederkehrzeit von Losungen
einer stochastischen
Differentialgleichung mit
Verzogerung

In Kapitel 3 haben wir die Eigenschaften der Prozesse diskutiert, die durch die DDGL
mit additivem und mit multiplikativem Rauschen definiert worden sind. Bei einigen
Realisierungen kann man Nulldurchginge des Prozesses beobachten. Da der Prozess
x(t) abhingig von der Zufallsvariablen &, ist, sind die Intervalle zwischen zwei Null-
durchgingen ebenso Zufallsgrofien.

Fiir verschiedene stochastische Prozesse sind die Verteilungen der ersten Wieder-
kehrzeiten berechnet worden. Fiir zeitdiskrete Prozesse werden in [HPH94] und in
[DY95] die Verteilungen fiir eine breite Klasse von treibenden Prozessen bestimmt.

Lim und Muniandy [LM02] berechnen fiir verschiedene Arten von Brownschen Be-
wegungen die Verteilung der ersten Passagezeit. Dort werden Unterschiede in den Ver-
teilungen zwischen normaler und anomaler Diffusion hervorgehoben.

In der Diplomarbeit von Micaela Krieger [Kri97] wurde eine Differentialgleichung
mit zeitlicher Verzdogerung und einem additiven dichotomen Markovprozess bei mar-
ginaler Stabilitit des Mittelwertes (x(t)) = 0 beziiglich ihrer ersten Wiederkehrzeit
diskutiert.

In diesen Arbeiten konnte jeweils ein Zusammenhang zwischen einem kritischen
Zustand und einem Potenzgesetz in der Verteilung hergestellt werden

Njw

Psz(T) ~T72, (6.1)

In diesem Kapitel soll die Frage diskutiert werden, ob ein Potenzgesetz auch fiir die
Verteilung der ersten Wiederkehrzeit von Losungen einer stochastischen DDGL gilt,
die durch ein additives Gaufisches weiles Rauschen angetrieben wird.
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6.1 Numerische Bestimmung der Verteilung der ersten
Wiederkehrzeit

Es soll die Verteilung der Wiederkehrzeiten von Losungen der Gleichung
&(t) = ax(t — 1) — bx(t) + & (6.2)

numerisch bestimmt werden.
Wir verwenden dieselbe Iterationsvorschrift wie aus Kapitel 5

Tpal = Tp + a:nn_%h — bxph + V2D ZVh. (6.3)

Es sollen nur nichtoszillierende Trajektorien beziiglich der ersten Wiederkehrzeit
betrachtet werden, da die Wiederkehrzeit oszillierender Lésungen durch ihre Periode
beeinflusst wird.

Die Verteilung der Wiederkehrzeiten soll zunéchst im stabilen Bereich des Fixpunk-
tes (z(t)) = 0 gemessen werden. In Abbildung 6.1 wird eine Verteilung fiir diesen Fall
im doppellogarithmischen Plot dargestellt. In diesem Graphen fitten wir gleichzeitig

14
12 pe |
10 \\#\4\*\ i
@ +\%¥+$,ﬁ
E ﬂq}*’%
8 L
6 L
4 1 1 1 1
-6 -5 4 -3 -2
In (T)

Abbildung 6.1: Hier wird die Gleichung (6.2) mit a =1, b=2, 7 =2 und D =1 iiber
10° Zeitschritte simuliert. Erneut wird der Logarithmus der Haufigkeiten P iiber dem
Logarithmus der gemessenen Wiederkehrzeiten T aufgetragen.

die Gerade f(T') = BT + c. Die ermittelte Steigung lautet
B = —1.5083 £ 0.0046. (6.4)

Nun wird die Gleichung (6.2) bei marginaler Stabilitét des Fixpunktes (z(t)) = 0
betrachtet. Fiir diesen Fall wird in Abbildung 6.2 der Logarithmus der Haufigkeiten P
iiber dem Logarithmus der gemessenen Wiederkehrzeiten T" aufgetragen. Man erkennt,
dass fiir groBe Werte von In(7T") der Logarithmus der Hiufigkeiten schwankt, da in
diesem Bereich weniger Wiederkehrzeiten gemessen werden. Fiir kleine In(7") ist im
doppellogarithmischen Plot dagegen eine Gerade zu erkennen.
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Abbildung 6.2: Die Gleichung (3.1) wird iiber 10° Zeitschritte mit a = b =1, 7 = 2
und D = 1 simuliert. Der Logarithmus der Haufigkeiten P wird tiber dem Logarithmus
der gemessenen Wiederkehrzeiten T' aufgetragen.

Durch eine geeignete Vergroflerung der Intervalle fiir grofle Wiederkehrzeiten kann
man eine schirfere Messung erhalten, da damit mehr Ereignisse pro Intervall gezahlt
werden. Wir fassen jeweils A; Bins der Lénge AT zusammen, so dass P; Ereignisse in
einem Intervall [T, T+ \;AT] gezihlt werden. Die P; sollen moglichst konstant sein. Auf
das Intervall AT fallen somit % FEreignisse. Diesen Wert tragen wir iiber den zeitlichen

Mittelwert T + %AT auf. Wir ersetzen also mehrere Punkte durch ihre Mittelwerte

TlTkHT: Tj

=
-

1

! (6.5)

P(Ty)...P(Ty) — P := (Tj).

Ed i
o)

1

<
Il

Das Problem bei diesem Verfahren ist, dass wir fiir P(7") eine Exponentialfunktion
bzw. ein Potenzgesetz mit negativem Exponenten erwarten und wegen ihrer Konvexitét

die Ungleichung P(T) < P(T) gilt. Fiir groBe \; werden die Werte P zu gro8.
Aus diesem Grund mitteln wir fiir die Darstellung im doppellogarithmischen Plot
iiber die logarithmischen Werte

k
I(T})... n(T}) — In(T) = % 3 In(Ty),
L (6.6)
In(P(TY))...In(P(T})) — In(P) := . > In(P(T})).

Damit erhalten wir im logarithmischen Plot eine schérfere Verteilung, siehe Abbildung
6.3.
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Abbildung 6.3: In Abbildung 6.2 wird die Gerade ungefihr bei In(7") > —4 unscharf.
Ab diesem Wert fassen wir Bins zusammen, wie in (6.6) beschrieben. Fir —4 > In(7T") >
—3 mitteln wir jeweils {iber 2 Ergebnisse, fiir —3 > In(7) > —2 mitteln wir iiber 3
FErgebnisse. Die gestrichelte Linie ist ein linearer Fit durch alle Punkte.

Wir fitten eine Gerade durch die Punkte von Abbildung 6.3 und erhalten die Stei-
gung
3 = —1.4894 + 0.0259. (6.7)

Fiir den Fall instabiler Losungen ist die Bestimmung der Verteilung der ersten
Wiederkehrzeit nicht moéglich, da die Trajektorien divergieren.

6.2 Analytische Bestimmung der Verteilung der ersten
Wiederkehrzeit

Wir betrachten erneut die DDGL mit additivem Rauschen (6.2).
Um die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten von erster Passage-, sowie erster Wie-
derkehrzeit zu bestimmen, bendtigen wir die Verteilung

P(z, t}z(0) = 0). (6.8)

Wieder wollen wir zunéchst den stabilen Bereich des Fixpunktes (x(t)) = 0 betrachten.
Aus Abschnitt 3.1 wissen wir, dass der Prozess nach groflen Zeiten stationér im weiteren
Sinne ist und die Autokorrelation (x(t + w)z(t)) eine Funktion von w ist.

Nach Amann et al. [ASJ06] kann die Losung von (3.1) formal als unendliche Summe
von Ornstein-Uhlenbeck-Prozessen (OUP) dargestellt werden kann. Die Verteilung der
Ubergangswahrscheinlichkeiten eines OUP unter der Bedingung z(0) = 0 lautet

2
1 T
1 -3

Pl @ =0 = \/271'02(1 — e~ 2t) e Frameh, (6.9)
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wobei o2 die Varianz und v die inverse Korrelationszeit des Prozesses sind. Aufgrund
dieser Erkenntnis vermuten wir, dass (6.9) die gesuchte Verteilung mit 0 = (z%(t)) ist.
v wird durch die Autokorrelationsfunktion des OUP (x(t +u)z(t)) = o2e™ 7" definiert.

Um die Verteilung der Wiederkehrzeit fiir den stationédren Fall, d.h. im stabilen
Bereich b > a, zu bestimmen, wollen wir die Gleichung (6.9) fiir die weiteren Rechnun-
gen verwenden. Da dieser Ausdruck jedoch kompliziert ist, soll untersucht werden, ob
dieser vereinfacht werden kann.

Fiir kleine Werte von ~¢ kann in (6.9) die Entwicklung
e =1 — 29t + O((71)?) (6.10)

vorgenommen werden.

Wir wollen herausfinden, unter welchen Umsténden der Parameter ~ klein wird.
Wenn man im Parameterraum (a, b) die Stabilititsgrenze a = b betrachtet, dann kann
man das Verhalten von v genauer bestimmen. Dazu wollen wir unter der Bedingung
a =b > —1 Varianz und Autokorrelationsfunktion fiir Gleichung (3.1) ausrechnen.
Mit der Relation (3.29) erhilt man

<3:(t+u)3:(t)>:2D/0 dszo(s + |ul)zo(s). (6.11)

Um die zeitliche Entwicklung der Autokorrelation zu veranschaulichen, miissen wir den
Verlauf der Fundamentallésung fiir den Fall @ = b kennen, siehe Abbildung 6.4.

Xo(t)

-2 0 2 4 6 8 10

Abbildung 6.4: Das ist die Fundamentallosung (2.36) fiir den Falla =b =1 und 7 = 2.

An der Abbildung 6.4 kann man erkennen, dass bereits nach wenigen Intervallen
der Léange 7 die Fundamentallosung gegen den konstanten Wert x,, = H% geht. Den
Wert 2o, kann man aus der Formel (2.23) durch Einsetzen der Anfangsfunktion (2.35)
ablesen.
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Das Integral aus Gleichung (6.11) spalten wir bei ¢’ auf. Zur Zeit ¢’ soll die Funda-
mentallésung bereits die konstante Losung eingenommen haben

(2(t + u)(t)) = 2D /0 20(s + w)zo(s)ds

t

t/
=2D / zo(s +u)zo(s)ds +2D [ xo(s+ u)xo(s)ds
0 o ——— (6.12)

=(z(t'+u)z(t")) :( 1+1a‘r)2

2
= (z(t' +uw)z(t")) + 2D (1 +1m> (t —t).

Das zweite Moment besitzt ein dhnliches Verhalten

2
(x%(t)) = (z*(t')) + 2D < ) (t —t). (6.13)

1+ar
An der Stabilititsgrenze nimmt (z2(t)) linear mit ¢ zu. Fiir den stabilen Fall errei-
chen zweites Moment und Autokorrelation eine Konstante, siche Kapitel 3. Fiir den
instabilen Fall steigen sie schneller als linear an.

Aus (6.12) erkennt man, dass bei marginaler Stabilitidt die Autokorrelation nicht
mehr abhéngig von der Zeitdifferenz w ist. Zu fester Zeit t gelten (z(t)x(t+u)) = const
und damit v = 0. Die Korrelationszeit 73, muss unendlich sein.

Wenn wir uns der Grenze der Stabilitéit ndhern, muss deswegen v — 0 gelten und
die Entwicklung (6.10) ist sinnvoll.

Diese wollen wir in Gleichung (6.9) einsetzen, da Varianz und inverse Korrelations-
zeit konstant sind, ersetzen wir ihr Produkt durch %y = C

Pl tja(0) = 0) = —— ¢ 2 (6.14)
z,t|jx(V) =0) = ———=e t, .
VAT CHt

Somit haben wir das Problem auf die Bestimmung der ersten Wiederkehrzeit, bzw.
der ersten Passagezeit des Wiener-Prozesses zuriickgefiihrt. Diese Aussage wird be-
kraftigt durch eine Vermutung aus [ABO5]: Die statistischen Eigenschaften der Null-
durchgénge von Gleichung (6.2) sind mit denen der Brownschen Bewegung identisch.

Die Verteilung der ersten Passagezeit kann nun mit der ermittelten Wahrschein-
lichkeitsdichte (6.14) bestimmt werden, siehe [LM02] und [Mar03]

Pops(T) = -LP(T, < T) = LoP(a(T) > alz(0) = 0) =

dxe 2CT
dr dr dT \/m
(6.15)
wobei a die Schwelle ist, die iiberschritten wird und T, die Zeit ist, bei der die Passage
stattfindet. Mit der Substitution s = %QI, d.h. dx = _gsm erhalten wir
d [T  as3 o2 aT™2 a?
PEpz(T) = ﬁ ; dS\/7_C€ 20s = \/me 20T, (616)

In Abbildung 6.5 Wigd diese Verteilung dargestellt. Fiir grole Zeiten ist das Potenzge-
setz Pppz(T) ~ T~ 2 zu erkennen. Fiir kleine Zeiten gilt

%I_H)}) Prpz(T) =0. (6.17)
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Pepz(T)

Abbildung 6.5: Das ist die gesuchte Verteilung fiir die erste Passagezeit, siche Gleichung
(6.16). Die Konstanten wéhlen wir a = C' = 1.

Das ist sinnvoll, da z(t) eine gewisse Zeit braucht, um das Niveau a zu erreichen.

Fiir die Verteilung der ersten Wiederkehrzeit Pgy z(T) einer Brownschen Bewe-
gung mit der Verteilung (6.14) gibt es eine Berechnung in [BBACT02]. Dort wird die
Wahrscheinlichkeit berechnet, ob nach diskreten Zeitschritten ¢; die Trajektorie sich in
einem kleinen Intervall um die Null (—e < z(¢;) < ¢) befindet. Sie erhalten fiir grofle
t; das Ergebnis

3
Prw z(ti) ~ @ti > (6.18)

Wir wollen die Frage etwas anders formulieren: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass z(t) die Schwelle x = 0 im Zeitintervall [T, dT] iiberschreitet?

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass x = 0 zur Zeit T iiberschritten wird, kénnen

wir aus (6.14) ableiten
1

P(T) = .

(T) V2rCT

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist noch nicht normierbar und es gilt im Gegensatz zu
(6.17)

(6.19)

}1111)0 P(T) = 0. (6.20)

Auch fiir die Verteilung der ersten Wiederkehrzeit Pry z(T) ist ein &hnliches Ver-
halten fiir kleine T' zu erwarten. Das Problem soll in Abbildung 6.6 skizziert werden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass die Lésung dieses Prozesses nach der Zeit T'
unter der Bedingung z(0) = 0 das erste Mal wieder zu Null zuriickkehrt, ist

Prwz(T) = P(z(T) =0]z(0) = 0;2(s) >0Vz(s) <0)VO< s <T. (6.21)

Prpwz(T)dT ist damit die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederkehrzeit in das
Intervall [T',T + dT] fallt.
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x(t)

t

Abbildung 6.6: Hier wurde Gleichung (3.1) mit @ = b =1, 7 = 2 und D = 0.3
simuliert. ¢1 bis ¢4 sind gemessene Wiederkehrzeiten dieses Prozesses auf einer gewissen
Skala. Man beachte, dass es viele kiirzere Wiederkehrzeiten gibt. Um eine Verteilung
numerisch zu bestimmen, miissen die Haufigkeiten der gemessenen Wiederkehrzeiten
T iiber T aufgetragen werden.

An der Abbildung 6.6 kann man erkennen, dass auch sehr kleine Wiederkehrzeiten
moglich sind. Aufgrund der Selbstdhnlichkeit des Wiener Prozesses ist zu erwarten,
dass bei einer Vergrolerung des Abschnittes um einen Nulldurchgang, erneut mehrere
Durchgénge zu beobachten sind.

Wie in (6.20) erwarten wir daher

71111110 Psz(T) = Q. (6.22)

Um die Normierbarkeit der Verteilungen (6.19) und (6.21) zu ermoglichen, miissen
wir ein 7% > 0 einfithren. Wiederkehrzeiten, die sich im Intervall (0,7™) befinden,
werden nicht berticksichtigt. Damit koénnen wir die Nulldurchgéinge zéhlen und die
Verteilungen sind normierbar.

Dieses T* > 0 kann frei gew#hlt werden. In der Wirklichkeit kann es etwa die
Unschérfe eines Messgerétes sein.

Im folgenden soll ein Weg zur Berechnung von Pgyy 7z skizziert werden. Die Vertei-
lungen (6.19) und (6.21) haben damit die Form

§(T) : VI <T*
P(T):{—; VT > T

[ 8(T) s VT < T*
Ppwz(T) = { Phw,(T) = YT >T*

Mit dem Einfiihren einer Unschérfe 7% sind nun auch die Wahrscheinlichkeiten P(T)dT
bzw. Prwz(T) fir alle Zeiten T definiert. Damit ldsst sich auch die Deltafunktion
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erkldren. Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Umgebung um die Null = 0 passiert
wird, betrégt

154
dTP(T) = 1. (6.24)
—E&
Dieses Ergebnis ist sinnvoll, denn wir haben den Nullpunkt so gewéhlt, dass dort ein
Nulldurchgang stattfindet.
Mit Hilfe dieser beiden Wahrscheinlichkeitsdichten kénnen wir nun eine Relation
fiir das gesuchte Pgyz(T') aufstellen

P(T) = §(T) + /0 ! P(T")Pgw (T — T')dT’, (6.25)

die wie folgt begriindet wird.

Die Wahrscheinlichkeit, dass £ = 0 in einer Umgebung von 17" = 0 iiberschritten
wird, ist erneut wie in Gleichung (6.24). Die Wahrscheinlichkeit, dass = 0 im Intervall
[T, T + dT] passiert wird, betragt

T
P(T)dT = / dT'P(T"\Pgwz(T — T")dT. (6.26)
0

P(T")dT" ist die Wahrscheinlichkeit, dass der letzte Nulldurchgang, vor dem zur Zeit

T, bei T eintritt. Diese wird mit der Wahrscheinlichkeit, dass die erste Wiederkehrzeit

bei T — T liegt, multipliziert. Uber alle méglichen Werte von 7" wird integriert.
Mittels Laplacetransformation kann aus Gleichung (6.25) die gesuchte Verteilung

der ersten Wiederkehrzeit Pry z(T') bestimmt werden

LA{P}(s) =1+ L{P}(s)L{Pewz} (s)
SL{Pgwz}(s) =1— ﬁ (6.27)

Wir berechnen die Laplacetransformierte von P(T"), definiert durch (6.19)

oo e—sT 1 p
Py = [t - l\/g) - \/g (6.28)

_3
und erhalten mit £~! {s%} (T) = —577; einen Ausdruck fiir die gesuchte Verteilung
3
T2
Powa(T) =2 {1 - Y2V 0y = s(r . 2
owa(1) = £7 {1 = Y2} (1) = 80) + 7 (6.29)
Fiir Zeiten T > T™ gilt also das Potenzgesetz
Ppwz(T) ~ T 2. (6.30)

Nach diesen Berechnungen stellt sich die Frage, was bei einem Ubergang zu kontinuier-
licher Zeit, d.h. T* — 0 passiert. Eine T2 Verteilung ist auf [0, 00) nicht normierbar.
Eine Normierung der Verteilung im schwachen Sinn, siehe [Sen06] fithrt auf eine ¢-
Distribution. Mit einer Testfunktion ¢(7") erhalten wir

3 3
> dTT 2(T)dT AT T 2 (T'T*
Jr- ATT>o(DydT Sy LTI _ o), (6.31)

2 [drT=: TS0 [ g
T* 1
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wobei die Substitution T' = T'T* verwendet wurde. Dieses Verhalten steht in Uber-
einstimmung mit einem Satz aus der Arbeit von Appleby und Buckwar [ABO05]: Die
Menge der Nullstellen von Gleichung (6.2) besitzt einen Hiufungspunkt bei Null.

Die Selbstdhnlichkeit des Wiener-Prozesses auf allen Skalen fithrt also zur Singula-
ritdt bei T' = 0. Sie ist eine Idealisierung. In numerischen (oder realen) Experimenten
wird man immer das T~3 Gesetz finden, da ein unterer cutoff T durch die Diskreti-
sierung bzw. die Unschérfe des Messgerites gegeben ist.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Das wichtigste Ziel dieser Diplomarbeit bestand darin, die einfache Differentialglei-
chung mit zeitlicher Verzdgerung und multiplikativem Rauschen hinsichtlich der Sta-
bilitét von Fixpunkten des ersten Momentes und der Sample-Stability zu untersuchen.
Das Stabilitéitsverhalten des ersten Momentes konnte analytisch bestimmt werden und
in numerischen Berechnungen bestéitigt werden. Fiir die Analyse der Sample-Stability
sind numerische Ergebnisse gefunden worden.

Um diese numerischen Tests zu verbessern, stellte sich heraus, dass auch die Sta-
bilitét von Fixpunkten des zweiten Momentes von Interesse ist. Hierfiir konnte ein
Stabilitéitsgebiet im Parameterraum gefunden werden, das numerisch iiberpriift wur-
de.

Im Verlaufe der Rechnungen wurde ebenso die Untersuchung des Systems mit ad-
ditivem Rauschen notwendig, da es dazu in der Literatur widerspriichliche Aussagen
und nur wenig numerische Ergebnisse gibt. Aus diesem Grund wurde in der Diplomar-
beit das Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilung und der Momente berechnet und
numerisch tiberpriift.

Mit diesem Wissen konnte schliefllich auch die zweite Aufgabe der Diplomarbeit
gelost werden: Die Berechnung der Verteilung der ersten Wiederkehrzeit fiir das System
mit additivem Rauschen. In Kapitel 6 wurde ebenso eine Aquivalenz zwischen dem
kritischen Zustand und dem Auftreten einer Potenzverteilung hergestellt.

Die Analyse des Stabilitdtsverhaltens in Abhéngigkeit von Koeffizienten der verzoger-
ten Differentialgleichung wurde in der Literatur auch fiir andere Systeme vorgenom-
men. In [JBS04] werden jeweils fiir einen Van der Pool-Oszillator und fiir ein FitzHugh-
Nagumo System mit zeitlicher Verzogerung und additivem Rauschen die Stabilitéits-
verhalten in Abhéngigkeit bestimmter Koeffizienten bestimmt. In [HS05] wird ein all-
gemeines oszillatorisches determistisches System mit Verzogerung untersucht. Es wird
bestimmt, wie durch Variation von Verzogerung und Koeffizienten eine Stabilisierung
von instabilen Zusténden erreicht werden kann.

Die wichtigste Aufgabe, die sich im Anschluss an diese Diplomarbeit stellt, ist eine
analytische Bestimmung der Bedingungen, wann die Losung der DDGL mit multipli-
kativem Rauschen fast sicher gegen Null geht und stationér wird. In diesem Fall geht
auch der zeitliche Mittelwert gegen Null. Eine Parametrisierung dieses Gebietes im
Parameterraum ist zu bestimmen.

In der Folge sollte ein mehrdimensionales System mit zeitlicher Verzégerung gesucht
werden, das den Zustand marginaler Stabilitdt von selbst findet.

Auflerdem stellen sich weitere Fragen, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit un-
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beantwortet bleiben. Bei der Untersuchung des Modells mit multiplikativem Rauschen
konnten wir erkennen, dass es Trajektorien gibt, die im Mittel stabil sind, deren Fluk-
tuationen aber divergieren. Die Stabilitéitsgebiete von erstem und zweiten Moment
sind also verschieden. Diese Eigenschaft ist auch bei einem unverzogerten System zu
beobachten. Es kann jedoch analytisch gezeigt werden ([SB79] und [GS82]), dass bei
Hinzufiigen eines nichtlinearen kubischen Terms die Stabilitdtsgebiete der Momente
identisch sind. Die Wirkung eines kubischen Terms auf die zeitverzogerte Differential-
gleichung ist unbekannt.

Nachdem in Abschnitt 2.4 untersucht wurde, ob sich die Gleichung fiir kleine
Verzogerungen vereinfachen lésst, kann man weiterhin untersuchen, ob man im Grenz-
fall grofler Verzogerungen ebenso die statistischen Eigenschaften der stochastischen
Differentialgleichung abschétzen kann. Yanchuk und Wolfrum [YWO05] geben fiir die
deterministische Gleichung mit grofler Verzdgerung eine Abschéitzung.

74



Literaturverzeichnis

[ABO5]

[ASJO6]

[BBACTO2]

[BC63]

[Bel61]

[BFP73]

[BLM™*93a]

[BLM*93b)]

[DY95]

[Fra04]

[Fra05]

J.A.D. Appleby und Evelyn Buckwar, Noise Induced Oscillation in So-
lutions of Stochastic Delay Differential Equations, Dynamic Systems and
Applications 14(2), 175-196 (2005).

A. Amann, E. Scholl, und W. Just, Some basic remarks
on eigenmode expansions of time-delay dynamics, Physica A
do0i:10.1016/j.physa.2005.12.073 (2006).

F. Bardou, J.-P. Bouchaud, A. Aspect, und C. Cohen-Tannoudji, Le-
vy statistics and Laser cooling, Cambridge University Press, 2002,
books.google.com.

R. Bellman und L. Cooke, Differential-Difference Equations, Academic
Press, 1963.

R. Bellman, On the computational solution of differential-difference equa-
tions, J. Math. Anal. Appl. 2, 108-110 (1961).

R. Bourret, U. Frisch, und A. Pouquet, Brownian motion of harmonic
oscillator with stochastic frequency, Physica A 65, 303-320 (1973).

U. Behn, K. Lippert, C. Méller, J.L. van Hemmen, und B. Sulzer, Memory
in the immune system: Network theory including memory B cells and
delay, Phase Transitions: Physics, Mathematics, Biology,..., Proc. Prague
June 1-5 1992, Ed. R. Kotecky, World Scientific, Singapore, 27-34 (1993).

U. Behn, K. Lippert, C. Méller, J.L. van Hemmen, und B. Sulzer, Memory
in the tmmune system: Synergy of different strategies, Proc. European
Conference on Artificial Life (ECAL), Brussels, 63-73 (1993).

M. Ding und W. Yang, Distribution of the first return time in fractional
Brownian motion and its applications to the study of on-off intermittency,
Physical Review E 52, 207-213 (1995).

T.D. Frank, Analytical results for fundamental time-delayed feedback sy-
stems subjected to multiplicative noise, Physical Review E 69, 061104 1-11
(2004).

T.D. Frank, Delay Fokker-Planck equations, Nowvikov’s theorem, and
Boltzmann distributions as small delay approximations, Physical Review
E 72, 011112 (2005).

()



[Fur63]

[GLL9Y]

[GS82]

[Hal77]

[HPHO4]

[HS05]

[TBS04]

[KEBO2]

[KMO92]

[Kri97]

[Lip95]

[LKSO]

[LMO2]

[LMO6]

[Mac89]

[Mar03]

[MNO5]

K. Furutsu, J. Res. NBS D 667, 303 (1963).

S. Guillouzic, I. L’Heureux, und A. Longtin, Small delay approximation of
stochastic delay differential equations, Physical Review E 59, 3970-3982
(1999).

R. Graham und A. Schenzle, Stabilization by multiplicative noise, Physical
Review A 26, 1676 (1982).

J. Hale, Theory of Functional-Differential Equations, Berlin: Springer,
1977.

J.F. Heagy, N. Platt, und S.M. Hammel, Characterization of on-off inter-
mittency, Physical Review E 49, 1140 (1994).

P. Hovel und E. Scholl, Control of unstable steady states by time delayed
feedback methods, Physical Review E 72, 046203 (2005).

N. Janson, A. Balanov, und E. Scholl, Delayed feedback as a means of con-
trol of noise-induced motion, Physical Review Letters 93, 010601 (2004).

M. Krieger, J. Emmerich, und U. Behn, unveroffentlichtes Manuskript,
November 2002.

U. Kiichler und B. Mensch, Langevins stochastic differential equation ex-
tended by a time-delayed term, Stochastics and stochastics reports 40, 23
(1992).

M. Krieger, Stochastische Differentialgleichungen mit zeitlicher Verzdge-
rung bei marginaler Stabilitdt, Diplomarbeit, Universitat Leipzig, 1997.

K. Lippert, Geddchtnis im Immunsystem - Architektur und Dynamik des
Idiotypischen Netzwerks, Dissertation, Universitit Leipzig, 1995.

R. Lang und K. Kobayashi, Fxternal optical feedback effects on semicon-
ductor injection laser properties, IEEE Journal of Quantum Electronics
16, 347-355 (1980).

S. Lim und S. Muniandy, Self-similar Gaussian processes for modeling
anomalous diffusion, Physical Review E 66, 021114 (2002).

J. Lei und C. Mackey, Moment stability of stochastic differential delay
equations, SIAM Journal of Applied Mathematics (2006), zu veroffentli-
chen.

N. MacDonald, Biological delay systems: linear stability theory, Cam-
bridge University Press, 1989.

O.E. Martin, Wiederkehrzeitverteilungen in rauschgetriebenen nichtlinea-
ren Systemen, Diplomarbeit, Universitit Leipzig, 2003.

M. Mackey und I. Nechaeva, Solution moment stability in stochastic dif-
ferential delay equations, Physical Review E 52, 3366-3376 (1995).

76



[Nov64]
[Ohi00]

[Ose68]

[Pap65]

[Saa67]
[SBT9]

[Sen06]

[SL78]

[Sus78]

[WC57]

[YO

[YWO05]

E.A. Novikov, JETP 47, 1919 (1964), (russisch).

T. Ohira, Delayed stochastic systems, Physical Review E 61, 1247-1257
(2000).

V.I. Oseledec, A multiplicative ergodic theorem, Trans. Moscow Math. Soc
19 (1968).

A. Papoulis, Probability, Random Variables, and Stochastic Processes,
McGraw-Hill Book Company, 1965.

T. Saaty, Modern nonlinear equations, McGraw-Hill Book Company, 1967.

A. Schenzle und H. Brand, Multiplicative stochastic processes in statistical
physics, Physical Review A 20, 1628 (1979).

F. Senf, Rauschgetriebene Phaseniiberginge im Nichtgleichgewicht: Asym-
ptotische Figenschaften gekoppelter Stratonvich-Modelle, Diplomarbeit,
Universitat Leipzig, 2006.

V.E. Shapiro und V.M. Loginov, Formulae of differentiation and their use
for solving stochastic equations, Physica A 91, 563-574 (1978).

H.J. Sussmann, On the gap between deterministic and stochastic ordinary
differential equations, The Annals of Probability 60, 19-41 (1978).

P.J. Wangersky und W.J. Cunningham, Time lag in prey-predator popu-
lation models, Ecology 38, 136-139 (1957).

T. Yamane und T. Ohira, Two-point correlation function of Langevin
equation with time-delayed term, Sony Computer Science Laboratory,
Technical Report, SCSL-TR-99-017.

S. Yanchuk und M. Wolfrum, Instabilities of equilibria of delay-differential
equations with large delay, ENOC-2005, Eindhoven, Netherlands (7-12
August 2005).



Danksagung

Mein erster Dank gilt allen, die mir geholfen haben, mich in das Thema der Diplom-
arbeit einzuarbeiten. Besonders mochte ich Herrn Prof. Dr. Ulrich Behn erwéhnen.
Ich danke ihm fiir seine stdndige Ansprechbereitschaft und fiir viele Diskussionen, die
wesentlich zum Abschluss der Arbeit beigetragen haben. Auflerdem danke ich meinen
Freunden und Kommilitonen, die wiahrend der Diplomarbeit fiir schnelle Fragen ein
offenes Ohr hatten und mit einfachen Hilfen die Arbeit erleichtern konnten.

Ich danke meinen Eltern, die mich wihrend des Studiums in meinen Entscheidungen
unterstiitzt haben.



Eidesstattliche Erklirung

Hiermit erklédre ich, die vorliegende Diplomarbeit selbststdndig und ohne uner-
laubte fremde Hilfe angefertigt zu haben. Ich habe keine anderen Quellen als die im
Literaturverzeichnis angegebenen benutzt.

Leipzig, den 16. Oktober 2006

Hiermit erklére ich mich einverstanden, dass meine Diplomarbeit nach positiver Be-
gutachtung zur Benutzung in der Zweigstelle Physik der Universitétsbibliothek Leipzig
zur Verfiigung steht.

Leipzig, den 16. Oktober 2006






