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I Symplektische Struktur des Phasenraums I

1 HAMILTONsche Gleichungen

Esseienqy, - - - , qn generalisierte Koordinaten des Zustandsraums und py, - - - , pn die zugehori-
gen konjugierten Impulse, d.h. (q1,..., dn,P1,...,pn) sind Koordinaten des Phasenraums. Fer-
ner sei eine (glatte) Funktion H = H(q,p, t) € R — die HAMILTON-Funktion — gegeben. Dann

muss die Losungskurve (q,p) = (q(t), p(t)) die folgenden Gleichungen erfiillen:
o= oH
T op
() .
P= —a

Hergeleitet wurde dieser Sachverhalt ausgehend von den LAGRANGE-Gleichungen, die aus
einem Variationsprinzip folgen und von g und ¢ abhidngen. Man geht zu den konjugierten
Impulsen iiber und die LEGENDRE-Transformation tiberfiihrt die LAGRANGE-Funktion in die
HAMILTON-Funktion, die nun von q und p abhéngt.

2 Struktur der HAMILTON-Gleichungen

Zunichst werden wir unter dem Phasenraum TT = {(q, p)} eine 2n-dimensionalen Vektorraum
verstehen. Das ist im allgemeinen nicht richtig, sondern nur lokal giiltig.

Um mehr von der Struktur, die hinter den HAMILTON-Gleichungen steckt, zu verstehen, ist es
niitzlich die Koordinaten g und p in (g, p) nicht mehr getrennt zu behandeln, sondern es als
einen Vektor x € R?™ mit

q1
X1 :
X = N e qn
’ P1
Xon .
Pn

aufzufassen. Die Gleichungen () nehmen dann die folgende Form an:

oH
Xi = furi=1,...,n
0Xitn
(1) oH
Xi = — firi=n+1,...,2n.
axi—n

Wir wollen diese Gleichungen nun in einer Gleichung der Form
x = IoyH

zusammenfassen. Dabei ist

oH OH oH
oxH=— = —,..., —
ox <ax1 6x2n>

der Gradient von H und I € R>™*2" eine quadratische Matrix.



Welche Eintrége hat diese Matrix?
Durch Vergleich mit den Gleichungen (1) sieht man, dass I folgende Blockgestalt hat:

e

Diese Matrix, der im folgenden eine wichtige Rolle zukommt, heifst symplektische Eins. Nun
hat (1) in Komponenten-Schreibweise die Form

Xi = Iij axjH.

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen kann man die geometrische Bedeutung der HAMILTON-
Gleichungen erkennen. Die Abbildung

Xy 1x — IoxH

ordnet jedem Punkt x des Phasenraums einen (Tangential-)Vektor des Phasenraums zu. Man
bezeichnet eine solche Zuordnung als Vektorfeld (siehe unten). Insbesondere heifst X1y HAMILton-
sches Vektorfeld.

Die HAMILTONschen Gleichungen reduzieren sich nun auf

X:XH(X).

In Worten bedeutet dies, die Tangenten jeder Losungskurve x = x(t) miissen stets parallel zum
HAMILTONschen Vektorfeld ausgerichtet sein.

Beispiel (Ebenes mathematisches Pendel).

P2

H = — +mglL(cos(q)—1)
2m
oqH = —mgLsin(q)
P
apH - a

Zugehoriges Vektorfeld:

BILD

3 Symplektische Struktur

Bis dato ist nicht klar, welche geometrischen Eigenschaften der Phasenraum TIT eigentlich hat.
Wir werden nun sehen, dass man auf IT eine Bilinearform definieren kann, die ein wenig dem
Skalarprodukt dhnelt.

Definition (Symplektische Struktur). Sei V ein 2n-dimensionaler Vektorraum. Eine symplek-
tische Struktur auf V ist eine schiefsymmetrische nichtentartete Bilinearform w auf V, d.h. eine
Abbildung

w:VxV—R



mit den Eigenschaften

(Symp1) w(oqvy + vy, w) = xqw (v, w) + cow(vo, w) (Bilinearitat)
(Symp2) w(v,w) = —w(w,v) (Schiefsymmetrie)
(Symp3) Wwi:whv,w)=0=>w=0 (Nichtentartung)

fur alle vi,vo,w € V.

Wir kénnen dem Phasenraum IT unter Verwendung der oben erkldrten Matrix I eine sym-
plektische Struktur w aufprégen.

Satz. Die Abbildung

w:TTxTT=R, (v,w)—vIw= Z viliwj
ISijsn

definiert eine symplektische Struktur auf IT.

Beweis. Bilinearitidt ist unmittelbar aus der Definition klar.

Schiefsymmetrie folgt aus IT = —I:
1 0 0\" 1 0 0
0 0o 1 . 0 0 -1
.0 0
U 0 0 1 B 0 0 -1 | 1
] -1 0 0 11 0 0 o
0 -1 0 0 1 0
0 0
0 0 -1 0 0 1
Damit gilt

wv,w) =v'Iw @ (vTIw)T —wIlv=—-wlv=—ww,v),
wobei an der Stelle (x) benutzt wurde, dass w(-,-) € R ist.

Die Nichtentartung sieht man so: Fiir alle v € TyM gilt w(v,w) =0, d.h.
0=w(v,w) = (vTI)w = (—Vni1,---,—Von,Vi,---,Vn)W.
Insbesondere gilt das fiir die Vektoren +e;, also

0 = Viwiin =Wiyn furi=1,...,n,

0 = vizawi=wy; furi=1,...,n.
QED.

Bemerkung. (i) Die Definition von w ist insofern problematisch, als dass die Matrix I nur
beztiglich gewisser gewdhlter Koordinaten (q,p) genau die oben genannte Blockgestalt
hat, von der wir im Beweis Gebrauch gemacht haben. Es ist daher nun keineswegs klar, ob
wir fiir jede Wahl von Koordinaten die gleiche symplektische Struktur bekommen, weil
unsere Definition explizit von gewdhlten Koordinaten und somit von einer gewdhlten
Basis abhédngt. Dass dies doch basisunabhéngig ist — man sagt kanonisch —, werden wir
weiter unten diskutieren, weil man dazu sehr viel mehr Mathematik benétigt.

Wir werden dennoch schon benutzen, dass w stets die angegebene Form hat.
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(i) Man kann berechtigterweise die Frage stellen, warum wir es uns nicht einfacher machen
und das gewohnliche euklidische Skalarprodukt benutzen, um auf diese Weise sogar
einen euklidischen Raum zu erhalten. Der Grund ist physikalischer Natur: die Transfor-
mationen, die wir im folgenden betrachten werden, lassen das euklidische Skalarprodukt
nicht invariant.

Wir interessieren uns als néchstes fiir diejenigen linearen Abbildungen, die symplektische Struk-
tur erhalten. Das ist eine prinzipiell d4hnliche Situation wie im euklidischen Fall; dort sind es
genau die orthogonalen Transformationen, die bekanntermafien eine Gruppe bilden — die or-
thogonale Gruppe. Wir werden sehen, dass wir auch eine Gruppe erhalten — die symplektische
Gruppe.

Wir suchen nun lineare Abbildungen

M:TT —TI,
fur die
2) w(Mv, Mw) = w(v,w) VYv,well

gilt. Solche Abbildungen heifsen symplektisch. Setzen wir die Definition von w ein, so folgt mit

2)
viiw = (Mv)TI(Mw) =vT (MTIM)w.

Somit ist die lineare Abbildung M genau dann symplektisch, falls
(3) M'IM =1

gilt. Die Menge aller symplektischen Abbildungen heifst symplektische Gruppe und wird mit
Sp(2n) bezeichnet (dabei steht 2n fiir die Dimension des Vektorraumes, auf dem die symplek-
tische Abbildung operiert).

Satz. G := Sp(2n) hat folgende Eigenschaften:

(i) Fiirjedes M € G gilt:
detM = +1,

insbesondere ist M invertierbar.
(ii) G ist eine Gruppe beziiglich der Komposition o von Abbildungen.
(iii) Mit M € G istauch MT € G.
(iv) Esgiltl e G.

Beweis. (i) Aus
MTIM =1

folgt
det(I) = det(I) - det(M)? < det(M) = +1.

(ii) Wir haben viererlei Dinge zu zeigen:

(a) G ist abgeschlossen unter o, d.h. mit M;, M, € G istauch M; o M, € G.



(b) Es gibt ein neutrales Element E € G, fiir das
EoM=MoE=M VYMeG
gilt.
(c) Die Verkniipfung o ist assoziativ.
(d) Zujedem M € G existiert ein Element N € G, sodass

MoN=NoM=E

gilt.

Zu (a): Es gilt
(4) M{IM; = 1
(5) und MJIM, = L
Somit ist

(My 0o M) TI(M1Ma) = Mg (M{IM; )M, £ MJIM, 21,
also gilt M o M; € G.
Zu (b): Setze

Zu (c¢): Klar.

Zu (d): Setze
N:=M1L

(iii) (Wir beweisen diesen Punkt, weil wir ihn spéter benstigen). Es gelte MTIM = 1. Dann
folgt
M'=-IM,

durch Multiplikation mit I und M von links geht das tiber in

MIMT = 1.

(iv) Esgilt
'i=1"(-1d) =1,

alsoI € G.
QED.

4 PoissoN-Klammern

Ein sehr niitzliches Hilfsmittel der HAMILTONschen Mechanik sind die POISSON-Klammern.
Allerdings sind sie nicht nur zum Rechnen gut, vielmehr verbirgt sich hinter ihnen eine Aus-
sage liber die Struktur der Menge der Hamilton-Funktionen (diese bildet mit der Poisson-
Klammer eine Lie-Algebra und zwar auf eine mit der Lie-Algebra der Hamiltonschen Vek-
torfelder vertraglichen Weise).

Die Einfithrung der symplektschen Struktur im letzten Abschnitt erlaubt es uns, die POIs-
SON-Klammern koordinatenfrei zu definieren. Zundchst ordnen wir jeder glatten Funktion
g : IT — R eindeutig ein Vektorfeld folgendermafien zu: Wir gehen vom Differential

dxg: 1T — R,v— dxg(v)



aus (dies ist eine lineare Abbildung, deren Komponenten die partiellen Ableitungen sind) und
definieren ein Vektorfeld Xy durch die Forderung

Vx eTlbvell: dxg(v) =w(Xg(x),v).

Diese Definition ist eindeutig aufgrund der Nichtentartung von w: Falls fiir zwei Funktion
f,g : TT — R die Differentiale tibereinstimmen, d.h. dyg = df, dann auch die Vektorfelder
Xg ,Xft
YWell: 0=dig(v) —dif(v) = w(Xg(x),v) — w(X¢(x),Vv)
= W(Xgx) = X (%), v) = Xgx) = Xs(x) =0
> Xg(x) = X¢(x).

Beispiel (Komponenten von Xg). Wir berechnen die Komponenten von Xy. Wir wissen

dg_(ag 99 9% aQ)
NI TR TR A P

und
w(v,w) = Z viliyw;.
1<ij<n
Sei x € TTund Xg4(x) = (Xi)i. Setzen wir dies ein, so folgt
(]
avk = Z XiIijV]’.
1<i,jsn

Diese Relation gilt nach Definition fiir alle v € TIT, also insbesondere fiir die Standardeinheits-
vektoren. Fiir x =1,...,n setze v := e«. Dann gilt

ag ag
LH —= =
5 axcx aq(x
RHS = Xilijdja = Xilia = —Xnta-

Setze nun v := ey 1 «. Dann gilt

dg  0g
RHS = Xilijdjnta = Xilinta = Xa-

LHS =

Insgesamt erhélt man
0
dyo — <_9,__.,_69,’09,-__,69) _
op1 Opn- 0q1 0qn

Bemerkung. Wir haben diese Art von Konstruktion schon weiter oben bei der Definition des
HAMILTONschen Vektorfeldes benutzt. Tatsdchlich erhidlt man fiir g = H das Vektorfeld Xy.

Nun konnen wir die POI1SSON-Klammer definieren.

Definition (PO1sSON-Klammer). Fiir zwei (glatte) Funktionen f, g : ITT — R heift die Funkti-
on
{f/ 9} = w(Xf/ Xg)

Po1ssoN-Klammer von f und g.




Bemerkung. (i) Dabei ist die Funktion w(X,Y) fiir zwei beliebige Vektorfelder in der nahe-
liegenden Weise definiert als

w(X,Y)(x) = w(X(x),Y(x)) vxell
(ii) In Koordinaten x = (q,p) gilt

of dg  of dg
fgl = = =
.0} Z 0qi 0p;  Opi 04

1<i,j<n
Satz (Eigenschaften der PO1sSON-Klammer). (i) Bilinearitdt
(i) Antikommutativit
(iii) Jacobi-Identitat
(iv) ,Produktregel”

Beweis. Nachrechnen.
QED.

Bemerkung. (i) Die Jacobi-Identitdt hat zur Folge, dass mit zwei Erhaltungsgréfien auch
deren Poisson-Klammer erhalten ist.

(ii) Eine weitere sehr niitzliche Eigenschaft der Poissonklammer ist, dass man die zeitliche
Entwicklung eine (glatten) Funktion g : TT x R — R, (x,t) — g(x,t) wie folgt schreiben
kann:

dg

ag
2 —IH s
s {,9}+at

5 Kanonische Transformationen

Wir werden uns im folgenden sehr stark fiir Koordinaten-Transformationen interessieren, d.h.
bijektive Abbildungen zwischen Sidtzen von Koordinaten. Der allgemeinste Fall ist dabei, dass
die neuen Koordinaten (Q, P) beide von q, p, t abhéngen, d.h.

qi — Qi =Qilgp,t)
Pi — Pi:Pi(q/p/t)~

Aufgrund der Umkehrbarkeit der Transformation konnen wir auch die q; und p; mithilfe von
P, Q, t ausdriicken, und erhalten auf diese Weise eine (glatte) Funktion K, durch

K(Q, P, t) = H(q(Q,P),p(Q,P),t)

Allerdings interessieren uns nur bestimmte Transformationen, nimlich solche, die die Form der
HAMILTON-Gleichungen erhalten, was man hédufig mit ,Invarianz der HAMILTON-Gleichungen”
umschreibt. Wir fordern also, dass jede Bahnkurve (q(t),p(t)) des Systems, die ja bekanntlich
(¥) gentigt, in den neuen Koordinaten wiederum die HAMILTON-Gleichungen

. oH
Q=3
. oH
P = ——
3Q

erfiillt. Solche Transformationen werden als kanonisch bezeichnet.



Bemerkung. Diese Definition ist nicht die ganze Wahrheit. Man kann noch allgemeinere Trans-
formationen betrachten, bei denen auch die Hamilton-Funktion K beliebig gewdhlt ist und
nicht durch K = H o @1, Dann ist diese Definition allerdings nicht ausreichend, weil es Trans-
formationen gibt, die die Hamilton-Gleichungen invariant lassen, aber nicht kanonisch im Sin-
ne von die symplektische Struktur erhaltend sind (Beispiel: P = 2p, Q = q). Das ist zugleich die
exakte Definition (siehe unten).

Wir betrachten hier nur Transformationen, bei denen K = Ho @1 gilt.

Beispiel. (i) Ein Spezialfall sind die sogenannten Punkttransformationen aus der LAGRAN-
GEschen Mechanik:

oL
0Qi’
Das entspricht einem Ubergang von einem Satz generalisierter Koordinaten zu einem an-
deren. Diese Transformationen lassen die LAGRANGE-Gleichungen 2.Art forminvariant.

di — Qi = Qilg,t) pi— Pi:=

(ii) In dieser Sprache der Phasenraum-Koordinaten sind q und p vollig gleichberechtigt (im
Gegensatz zu q und ¢!). Die Transformation

Qi=-p P:=q
ist ndmlich kanonisch.

Beweis. Durch Nachrechnen. Die transformierte HAMILTON-Funktion lautet

K(Q, P/t) = H(q(Q,P),p(Q,P),t)

Nun gilt
oK OH 0g; oH 0p; .
= 5 Fwe =—qi=—P;
0Q4 dq; 0Q;y  9dp; 0Q;
M~
=0 = :76-1]-
oK OH 0q; OH Op; ) . )
= D = (-Q) =&
E)Pl an aPl apj aPl
—_ ~—~—
=—p; =0y =0
QED.

Der folgende Satz demonstriert die Tragweite unseres Formalismus und stellt zugleich den
herausragenden Zusammenhang zwischen den kanonischen Transformationen und den sym-
plektischen Abbildungen dar. Dieser Punkt ist somit die Nahtstelle, an der der mathematische
Kalkiil und die physikalische Anschauung sich vereinigen.

Satz. Eine Transformation ® : x « Y ist genau dann kanonisch, wenn die JACOBI-Matrix

T= (g;‘) der symplektischen Gruppe angehort, d.h.
THT =1

gilt.



Beweis (Nur fiir zeitunabhingige Transformationen ®).
Zeitunabhéngig bedeutet, dass

Y,

=0 furallei=1,...,2n
ot

gilt. Als erstes ist zu bemerken, dass wir uns weiter oben schon iiberlegt haben, dass
TT=1<TIT' =1

gilt. In den alten Koordinaten gelte die Hamilton-Gleichung

(a) x = [0 H.

Es gilt (wir benutzen hier die Zeitunabhangigkeit)

, d CACICAL
Vi=—Yilx) =) %+ =

dt 0%; ot/
—~— 7
also
(b) Y =Tx.
Die Hamilton-Funktion ist gegeben durch
K(Y) = H(x)
Mithin gilt
OH(x)  OK(Y) oK(Y) aY; ZTT oK(Y)
oxi  Oxy  — Y x4 g ay; ’
j ~—
Tt
also ist
oH 10K

Daher haben die Hamilton-Gleichungen in den neuen Koordinaten die folgende Gestalt

b . a aH c TaK ! aK
ST ETI—— STIT o £ 1o,
Y=Tx=T X TIT 3 3y

Daher ist die Transformation genau dann kanonisch, wenn
TITN =1

erfiillt ist, d.h.,, wenn TT symplektisch ist. Das ist aber genau dann der Fall, wenn T es ist.
QED.

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir zeitabhidngige Transfomationen, allerdings ist der Beweis
recht technisch und benutzt die Erzeugenden, die wir aus Zeitgriinden nicht besprechen.
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II Symplektische Struktur des Phasenraums II

1 Mathematische Vorbereitungen

Sei X ein topologischer Raum. Eine n-dimensionale (lokale) Karte auf U C X ist ein Homéomor-
phismus ¢ : U — V C R"™, wobei U C Xund V C R™ offen sind. U heifst Kartengebiet und die
Karte wird mit (U, ¢) bezeichnet. Fiir zwei Karten (U, ¢), (U’, ¢’) auf X hei3t die Abbildung

oo lip(UNU) — @ (UNU)

Kartenwechsel von ¢ nach ¢’. Dies ist eine Abbildung zwischen offenen Teilmengen des R™.
Man bezeichnet die Komponenten von ¢(p) = (xi,...,xn) als (lokale) Koordinaten von p.
Zwei Karten (U, @), (U, ') auf X heiflen vertraglich, falls der Kartenwechsel ¢ nach ¢’ ein
Diffeomorphismus ist (d.h. unendlich oft differenzierbar und umkehrbar mit einer unendlich
oft differenzierbaren Umkehrfunktion). Ein Atlas A von M ist eine Familie von vertrdglichen
Karten {(Uy, ¢i)};c1, wobei [ J; o U; eine Uberdeckung von M ist.

Eine Karte (U, @) heifit vertrdglich mit dem Atlas A, falls sie mit jeder Karte von A vertrédglich
ist.

Zwei Atlanten A7 und A; heifien vertréglich, falls jede Karte von A mit A, vertraglich ist. Dies
definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Atlanten, und wir kdnnen nach dieser
Relation faktorisieren. Eine Aquivalenzklasse [A] von Atlanten heif3t differenzierbare Struktur
auf M.

Eine Mannigfaltigkeit M ist ein HAUSDORFFscher und separabler Raum versehen mit einer
differenzierbaren Struktur.

Wir werden im folgenden unter einer Mannigfaltigkeit ein geometrisches Objekt verstehen,
das sich lokal durch Karten beschreiben ldsst. Der abstrakte Aufwand ist jedoch nétig, um die
Definition sauber zu fassen und Unabhingigkeit von der Wahl des Atlanten zu gewihrleisten.

Beispiel (Kreis). Wir betrachten M := S! (Rand des Einheitskreises um 0). Dabei handelt es
sich um eine Mannigfaltigkeit, denn man erhélt unter Verwendung der stereographischen Pro-
jektion einen Atlas aus zwei Karten.

Satz. Sei f : U € R™ — R differenzierbar und fiir c € Im(f) sei fiir alle x € f~1(c) : f/(x) # 0.
Dann ist M := f~1(c) eine Mannigfaltigkeit (genauer: eine Untermannigfaltigkeit des R™).

Beispiel. (i) Mithilfe dieses Kriteriums erhélt man sehr schnell, dass der Kreis aus dem vor-

hergehenden Beispiel eine Mannigfaltigkeit ist: f : R — R,x ~— ||x|| und ¢ = 1 erfiillen
die Voraussetzungen des Satzes.

(i) Hat man ein mechanisches System anhand von holonomen Zwangsbedingungen vorge-
geben, so ist der Konfigurationsraum (meistens) eine Mannigfaltigkeit, die sogenannte
Konfigurationsmannigfaltigkeit.

(iii) Im Falle anholonomer Bindungen wird man im allgemeinen Mannigfaltigkeiten mit Rand
erhalten.

Falls man vermittels zweier (vertrdglicher) Karten (U, ) und (U, ¢’) auf M zwei Sitze von
Koordinaten auf U N U’ gegeben hat, ndmlich

e(m) = (x1,...,xn) und @' (M) = (y1,...,Yn),

so kann man nach Wunsch zwischen diesen wechseln, indem man (z.B.) auf (xq,...,x) den
Kartenwechsel ¢’ o ¢ ! anwendet. Diese mathematische Formalitit fiihrt man (intuitiv) jedes
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Mal durch, wenn man Koordinaten wechselt. Wir wollen diese Bemerkung an einem wohlbe-
kannten Beispiel demonstrieren.

Beispiel (Kartesische und Polarkoordinaten in R?). Wir betrachten die Mannigfaltigkeit M :=
R2. Dann sind durch (Uy, 1) und (Usy, ¢,), wobei

U, =R? @1 =1id
_R2 —(/x2 12 v
U =R\ {0} xR ©2(x,y) = ( X* 4 y#, arctan (;)),
zwei (vertrdgliche) Karten gegeben. Hat man einen Punkt p € U; N U, in kartesischen Koordi-
naten @1(p) = (x,y) vorgegeben, so erhdlt man daraus die Polarkoordinaten (r,1) wie folgt:

(1) = @209 (x,y) = (\/XZ +y2, arctan (%)) .

Andersherum gelangt man von den Polarkoordinaten ¢,(p) = (r,{) von p wie folgt zu den
kartesischen Koordinaten des Punktes:

(% y) = @109, (r,¥) = (rcos(w), rsin()).

Bei der Betrachtung von Kurven auf Mannigfaltigkeiten wird man sich fiir Tangentialvektoren
in bestimmten Punkten interessieren, die als “Geschwindigkeitsvektoren” interpretierbar sein
sollten. Da man im Allgemeinen keinen umgebenden Vektorraum zur Verfiigung hat und die
Mannigfaltigkeit selbst keine lineare Struktur besitzt, kann man eine solche Konstruktion nicht
tiber die tiblichen Grenzwertbildungen durchfiihren. Stattdessen fithrt man auf der Menge der
glatten Kurven durch m € M wie folgt eine Aquivalenzrelation ein: fiir zwei Kurven vy, s :

(—e,e) = M mity;(0) = v2(0) = m gelte
)

wobei (U, @) eine lokale Karte um m bezeichnet. Die Aquivalenzklassen bzgl. ~ bezeichnet
man als Tangentialvektoren an m. Die Menge der Aquivalenzklassen von Kurven in m wird
mit

d

@ ova(t)

dt o dt

(1 ~v2) s (dcpoyl(t)

TwM

bezeichnet und heifit Tangentialraum an m. Diesen kann man vermittels der Abbildung

d
ly] — % oy(t)

t=0
mit einer zu R™ isomorphen Vektorraumstruktur versehen. Anschaulich wird dabei ein Exem-

plar des R™ am Punkte m € M angeheftet; genauer: T,y M = {m} x R™.
Wir betrachten als ndchstes die Vereinigung

TM;LJMM
meM

aller Tangentialrdume T,, M - das Tangentialbiindel. TM besitzt selbst die Struktur einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension 2n (das kann man durch Angabe eines Atlas
zeigen).

Bemerkung. Falls M die Konfigurationsmannigfaltigkeit ist, so ist dieser Raum von grofiem
Interesse, denn hier spielt sich die LAGRANGEsche Mechanik ab.
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Analog zum Tangentialbiindel konstruiert man einen weiteren wichtigen Raum, der sich als
Phasenraum der Hamilton Mechanik herausstellen wird. Ausgangspunkt sind hier die zu den
TmM dualen Vektorrdaume T;; M, m € M. Ihre Vereinigung

T"M:= [ TmM
meM

besitzt ebenfalls die Struktur einer 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit und wird als Kotangen-
tialbiindel bezeichnet.

2 Heuristische Vorbetrachtungen/Motivation

Bisher wurde, wie in praktisch allen Einfithrungen in die Hamilton Mechanik, so getan, als
ob der Phasenraum eines mechanischen Systems die Struktur eines Vektorraums hétte. Dies
reduziert den mathematischen Aufwand enorm und ist auch durchaus angemessen, solange
man sich nur fiir die rechnerische Behandlung konkreter Systeme interessiert. Insofern geht
es bei der inhaltlich korrekteren Formulierung der Hamilton Mechanik mit ihren wesentlich
abstrakteren Begriffsbildungen auch nicht in erster Linie darum, in Bezug auf diese konkreten
Problemtypen weiter zu kommen. Die Motivation besteht eher darin, dass auf dieser Ebene ein
hoheres Verstandnis der inneren Struktur der klassischen Mechanik méglich wird, die zudem
in formaler Hinsicht viele Parallelen zur Quantenmechanik aufweist.

Ausgangspunkt fiir die allgemeine Formulierung der Hamilton Mechanik ist der durch die
Koordinaten der Lagrange Mechanik gegebene Konfigurationsraum Q, der die Struktur einer
n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit trdgt (n ist die Zahl der Freiheitsgrade).
Die Zeitableitungen 4, also die verallgemeinerten Geschwindigkeiten, entsprechen in nattirli-
cher Weise Tangentialvektoren an Q. Der Raum aller moglichen Geschwindigkeiten an einer
bestimmten Stelle q € Q ist daher der Tangentialraum TqQ. Indem man die Geschwindig-
keiten als eigenstdndige Koordinanten auffasst und die Vereinigung aller Tangentialrdume
TqQ betrachtet, erhdlt man das Tangentialbiindel TQ, das seinerseits wieder eine Mannigfal-
tigkeit der Dimension 2n und der Raum ist, auf dem sich die Lagrange Mechanik abspielt.
Die Lagrangefunktion ist somit eine Funktion auf dem Tangentialbiindel. Der Ubergang von
der Lagrange- zur Hamiltonfunktion mittels der Legendre-Transformation entspricht nun dem
Ubergang vom Tangentialbiindel TQ zum Kontangentialbiindel T*Q, das analog konstruiert
wird und ebenfalls die Struktur einer 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit tragt.

Diese Obijekte tragen global im Allgemeinen keineswegs die Struktur eines R?™ oder einer of-
fenen Teilmenge davon, lokal ist das aber durchaus der Fall. Ihre Beschreibung und konkrete
Rechnungen erfolgen daher in Sétzen lokaler Koordinaten, wo die verschiedenen Beziehungen
dann auch wieder die altbekannte Form annehmen, beispielsweise die Hamiltonschen Glei-
chungen. Man sollte sich aber dariiber im klaren, dass bei der abstrakteren Betrachtungsweise,
die wir hier einfiihren, z.B. der Phasenraum und sonstige Objekte einen eher geometrischen
Charakter besitzen und unabhéngig von ihrer Beschreibung durch bestimmte nicht eindeutige
Koordinaten existieren.

Wir werden uns nun mit der Frage beschiftigen, wie man von der Hamiltonfunktion zu einem
Vektorfeld gelangt, dessen Integralkurven gerade die physikalisch "richtigen” Losungskurven
des mechanischen Systems sind. Der Schliissel ist eine bestimmte geometrische Struktur, die
fiir die Zwecke der Hamilton Mechanik besonders "natiirlich” ist und die uns an friiherer Stelle
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schon begegnet ist, allerdings in der Form, die sie bei der Beschreibung mittels lokaler Koordi-
naten annimmt.

3 Die Symplektische Form w?

Eine symplektische Struktur auf einer 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist eine geschlos-
sene, nicht entartete 2-Form w € Q%(M), wobei die Nichtentartung bedeutet, dass die 2-Form
an jeder Stelle eine nichtentartete Bilinearform ist, d.h. dass die Bilinearformen

W M xTaM—=R, meM,

nicht entartet sind. Das Tupel (M, w) heifst symplektische Mannigfaltigkeit, falls M eine Man-
nigfaltigkeit und w eine darauf definierte symplektische Struktur ist.
Mithilfe von w ldsst sich leicht eine 2n-Form Q , konstruieren, die nirgends verschwindet, also

eine Volumenform auf M: ,
n(n—1
Qu:=—(-1) o WA~ Aw
-

n

Die Mannigfaltigkeiten, die in der Hamilton Mechanik als Phasenrdume in Erscheinung tre-
ten, sind von einer besonderen Bauart. Sie die die Kotangentialbiindel der zugrunde liegenden
Konfigurationsmannigfaltigkeit und haben damit insbesondere eine geradzahlige Dimension.
Es ist wesentlich, dass sich auf Mannigfaltigkeiten dieses Typs stets eine symplektische Form
in einer kanonischen Art und Weise definieren ldsst (ndmlich als dufsere Ableitung der soge-
nannten kanonischen 1-Form).

4 Kanonische Transformationen, Volumenerhaltung

Die Kanonizitdt von Abbildungen zwischen symplektischen Mannigfaltigkeiten kann nun tiber
die eben eingefiihrte geometrische Struktur definiert werden. Eine glatte Abbildung F: M — N
zwischen symplektischen Mannigfaltigkeiten (M, w) und (N, p) heifst symplektisch oder kano-
nisch, falls sie die symplektische Struktur in folgendem Sinne erhalt:

Wm (v, V') = pp(m) (F'(m)v, F'(m)v') fur me M, v,v' € TxM.

F’ bezeichnet dabei die Ableitung von F. Im Rahmen des Differentialformenkalkiils auf Man-
nigfaltigkeiten ist leicht zu sehen, dass derartige Transformationen mit w? auch die von w?
induzierte Volumenform Qp, erhalten. In diesem Sinne sind kanonische Transformationen vo-
lumenerhaltend.

5 HAMILTONsches Vektorfeld

Eine nichtentartete Bilinearform w : V x V — R definiert auf natiirliche Weise einen Isomor-
phismus w’ : V — V* gemaf

(W (v),v') == w(v,V) fiir v,v' € V.

Die Umkehrfunktion von w’ bezeichnet man mit w¥. Fiir 2-Formen w, die auf einer Mannigfal-
tigkeit M definiert sind, hat man an jeder Stelle m € M eine Bilinearform w, : ThaM x T,xM —
R und, falls w nicht entartet ist, einen Isomorphismus wﬁn : TmM — T M bzw. einen Isomor-
phismus w? : T5,M — T, M. Damit macht eine 2-Form aus einer gegebenen 1-Form (deren
Wert an jeder Stelle m € M ein Kotangentialvektor aus T} M ist) ein Vektorfeld (dessen Wert
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an jeder Stelle ein Tangentialvektor aus T, M ist).
In unserem speziellen Fall interessiert uns das sogenannte Hamiltonsche Vektorfeld Xy, das
die symplektische Form w? in der oben beschrieben Weise aus dem Differential der Hamilton-
funktion H erzeugt:

Xy = —w!(dH).

Man kann dies auch so ausdriicken: Fiir das Vektorfeld Xy wird gefordert, dass an allen Stellen
m € M und fiir alle Tangentialvektoren v € T,y M gilt:

dHmv = w(Xy(m),v).

Dabei ist dH,, der Wert der 1-Form dH an der Stelle m, also eine Linearform auf dem Tangen-
tialraum T,, M. Existenz und Eindeutigkeit eines solchen Vektorfeld folgen aus der Nichtentar-
tung von w.

Die Differentialgleichungen fiir die Integralkurven von Xy sind in geeigneten lokalen Koordi-
naten ausgedriickt gerade die altbekannten Hamiltonschen Gleichungen. Die obige Konstruk-
tion wurde tiibrigens ohne irgendwelchen weiteren Anforderungen an H durchgefiihrt, d.h. sie
ist fiir beliebige Funktionen aus C*(M) sinnvoll.

6 PoissoN-Klammern

Fiir zwei Funktionen F, G : M — R definiert man die PO1SSON-Klammer von F und G als

{F/G} = CU(XF,XG) : MHR/

wobei X, X die zu F bzw. G gehorigen HAMILTONschen Vektorfelder sind. Diese Schreibwei-
se ist nattirlich folgendermafsen zu lesen: Fiir beliebige m € M gilt

{F, G} (m) = w (Xf(m),Xg(m)).

In geeigneten lokalen Koordinaten und mit der symplektischen Matrix I kann man die Pois-
sonklammer so schreiben:
[F, G} = —(3xF)"1(3xG)

Dies ist lediglich eine etwas kompaktere Form der z.B. in der Vorlesung benutzten Notation.
Die Poisson-Klammern erlauben es, die Zeitableitung von Funktionen F(y(-)) : (a,b) — R mit
F € C*°(M) und einer Integralkurve v : (a,b) — M des Hamiltonschen Vektorfelds Xy auf die
folgende Art und Weise zu schreiben:

d

L (vt) ={H,Fv(t)),

kurz
F={H,F.

Insbesondere ist F € C*°(M) genau dann eine Bewegungskonstante, wenn {H, F} = 0. Die Ha-
miltonschen Differentialgleichungen nehmen mit dieser Schreibweise folgende symmetrische
Gestalt an:

a'={H,q"}, pi={H7pi}

Dies ist auch insofern zu begriifien, als damit verdeutlicht wird, dass in der Hamiltonschen
Formulierung der Mechanik kein konzeptioneller Unterschied zwischen Koordinaten und Im-
pulsen besteht. Sie sind gleichberechtigte Grofien, die den Zustand des mechanischen Systems
charakterisieren.
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7 LIOUVILLE-Theorem

Die lokalen Diffeomorphismen ®¢ : M — M des Flusses von Xy kann man als kanoni-
sche Transformationen auffassen (dies ist wiederum im Rahmen des Differentialformenkalkiils
leicht zu sehen). Sie bilden den Zustand des Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt auf den
Zustand zu einem spéteren Zeitpunkt ab. Daraus folgt, dass das Phasenraumvolumen eines
Hamiltonschen Systems invariant unter der Zeitentwicklung ist, denn kanonische Transforma-
tionen lassen die Volumenform Qp, invariant. Dies ist insbesondere im Hinblick z.B. auf die
statistische Mechanik von Bedeutung.
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