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Kapitel 1
Einleitung

In diesem Kapitel behandeln wir kurz einige Erscheinungen, die eine neue, nicht—klassische Physik nahe-
legten.

1.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz

Bereits im 19. Jahrhundert wurde die Spektralverteilung der Strahlung fester Korper untersucht. (Bei
hohen Temperaturen wird sichtbares Licht emittiert, bei niedrigeren Temperaturen Wéarmestrahlung,
in beiden Féllen handelt es sich natiirlich um e.-m. Strahlung.) Typische Spektralverteilungen sind in
Abb. 1.1 dargestellt. Das Bild zeigt die Intensitétsverteilung in Abhéngigkeit von der Wellenldnge und
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|’ P o e e . die Kurven schneiden sich nicht!

Das Planck’'sche Sirahlungsgeseiz A

Abbildung 1.1: Typische Mekurven der spektralen Intensitéitsverteilung in der Hohlraumstrahlung bei verschie-

denen Temperaturen

der Temperatur. Natiirlich héingt die Spektralverteilung fiir reale Korper auch von deren stofflicher
Beschaffenheit (Material, Farbe, Rauhigkeit, etc.) ab.

Idealisierung (Kirchhoff 1859): Um die stofflichen Eigenschaften erst einmal aufler Acht lassen zu
konnen, betrachtete man einen Korper, der Strahlung ideal absorbiert und emittiert, d.h. keine Frequenz
bevorzugt: den schwarzen Strahler.

Als modellhafte Realisierung schlug Kirchhoff einen Hohlkérper aus warmeundurchlédssigem Material,
versehen mit einer kleinen Offnung, vor. Der Kérper wird auf der Temperatur 7' gehalten. Offensichtlich
ist die Fliche des Loches ein fast idealer Absorber. Die Winde des Korpers absorbieren und emittieren

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

elektromagnetische Strahlung und im thermodynamischen Gleichgewicht halten sich Absorption und
Emission die Waage. Die Strahlung, die aus dem Loch austritt, bezeichnen wir als schwarze Strahlung.
Mit Hilfe thermodynamischer Argumente zeigte Kirchhoff, daf die Strahlung im Hohlraum homogen und
isotrop ist und daf sie nicht vom Material oder von der Form und Grofle des Hohlraums abhiingt. (Dies
wurde auch durch Experimente bestétigt.) Sie sollte nur von der Temperatur abhingen. Folgt man
dieser Argumentation, so muf} eine universelle Funktion ( Spektraldichte) u(v,T) existieren, so dafl die
Energiedichte u(7T) des e.-m. Feldes im Hohlraum gegeben ist durch

uw(T) = /000 u(y, T)dv. (1.1)

Die theoretische Herausforderung bestand nun darin, diese universelle Funktion zu bestimmen.

1. Schritt (Wien 1893/94): Die Spektraldichte muf} folgende Form haben:

w(v, T) = v° - f(%) , (1.2)

wobei f eine vorldufig unbestimmte Funktion bleibt.

Folgerung 1.1
i) Daraus erhélt man sofort das Stefan-Boltzmann-Gesetz: Mit der Substitution z = % erhalten

wir
T) = S f(Z)dv=1"| 2P f(2)da,
u(T) /0 v f(T) v /0 x” - f(z) dx
und damit a
u(T) == T, (1.3)

mit o = 5,67032(12) x 1078 Wm 2K~
ii) Angenommen, u(v,T') besitze eine Maximum bei v = vy, Dann gilt:

du(V, T) - 9 v 3 v _
T’v:l/max o {SV f(f) - ?f/(f) V=Vmax -
d.h.:
Vmax f(l)
7 = |y, = comst Y

Dies ist das Wiensche Verschiebungsgesetz.

2. Schritt (Wien 1896): Mit Hilfe thermodynamischer Betrachtungen (Anwendung der Boltzmann—
Gleichung fiir die Geschwindigkeitsverteilung in Gasen auf die Molekiile des Hohlraumkérpers, An-
nahme: die Wellenléinge und die Intensitdt der Strahlung eines Molekiils wird vollstéindig bestimmt
durch dessen Geschwindigkeit) konnte Wien die folgende Formel nahelegen:

u(v,T) = av® e T, (1.5)

wobel o und b bestimmte Konstanten sind.

Experimente (Paschen und Wanner 1897/99) zeigten, dafl (1.5) eine gute Formel fiir bv > T,
also fiir den hochfrequenten Bereich (etwa v ~ 10'5s71) ist. Dagegen zeigte sich eine schlechte
Ubereinstimmung mit Experimenten (Lummer und Pringsheim 1897) fiir v < 101371,

3. Schritt (Lord Rayleigh 1900, Jeans 1905): Eine im Rahmen der klassischen Theorie strenge Formel fiir
u(v, T) erhiilt man, wenn man das elektromagnetische Feld in einem ideal leitenden Hohlwiirfel der
Lénge a betrachtet. Nimmt man an, daf} jeder Freiheitsgrad des elektromagnetischen Feldes jede
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beliebige Energie tragen kann, wobei die Wahrscheinlichkeit dafiir durch die Boltzmann-Verteilung
gegeben ist, dann findet man analog zum klassischen Gleichverteilungssatz fiir die mittlere Energie je
Freiheitsgrad den Wert kT, wobei kg = 1,3807 x 10-22 J/K die Boltzmann-Konstante ist. Damit
ist die rdumliche Energiedichte des elektromagnetischen Feldes im Frequenzintervall (v,v + dv)
gegeben durch

du(T) = a—lng(u)kT : (1.6)

wobei dN (v) die Anzahl der Freiheitsgrade mit Frequenzen zwischen v und v + dv bezeichnet. Um
dN(v) zu berechnen, zerlegt man das E-Feld nach ebenen Wellen:

E(Ft) =Y Eo(k)exp(i(ki — wt)) ,
E

wobei die Summe iiber Wellenvektoren k lauft, die k;a = mn;, n; € Z, erfiillen, d. h., iiber alle
Vektoren der Gestalt

F="n, aezd.
a
Die zu k gehorende Frequenz ist
- c c
k = — k = —|n
() = o= [F = o1
Umstellen nach |7i| liefert
. 2av
|7’L| = >
c

d. h., alle @ mit der Frequenz v liegen auf einer Kugeloberfliche mit dem Radius 2%” Damit ist

die Anzahl der k, deren Frequenz I/(E) im Intervall (v, v + dv) liegt, gleich der Anzahl der 7 in der

Kugelschale zwischen den Radien ﬂ% und de”) = 2“7" +d (”%) . Diese Anzahl ist offenbar
gleich dem Volumen der Kugelschale, also gleich

2 2 2 3,,2
4 (CW> d <CW) =327 a4 g dv .
C C C

Fiir alle erlaubten &k mit ki, ko, ks > 0 ist die Amplitude EO(E) in der Ebene senkrecht zu k frei
wihlbar (fiir alle anderen k ist dann Ey(k) durch die Randbedingungen bereits festgelegt). Damit
gehoren zu jedem dieser k gerade 2 Freiheitsgrade. Es folgt

3,2

v
3d1/.
c

dN(v) =8~

Wir setzen dies in Gleichung (1.6) ein und lesen die spektrale Dichtefunktion u(v,T) ab:

2

u(v,T) = 8« =3 kT . (1.7)

Dies ist das Rayleigh-Jeans-Gesetz. Experimente (Rubens und Kurlbaum 1901) zeigten, dafl diese
Formel fiir kleine Frequenzen v eine gute Beschreibung liefert, aber fiir hohe Frequenzen kommt
es zur sogenannten Ultraviolett-Katastrophe:

o0 8 oo

/ u(l/,T)dl/:—;TkBT/ vidv = 0.
0 ¢ 0

Es stand damit die Frage: Existiert eine universelle Formel, die zwischen dem Wienschen Gesetz

(1.5) und dem Rayleigh-Jeans-Gesetz (1.7) interpoliert?

4. Schritt (Planck 1900): Er stellte sich die Wandatome als elektrisch geladene, lineare harmonische Os-
zillatoren vor. Jeder Oszillator besitzt eine bestimmte FEigenfrequenz, mit der die elektrische Ladung
Schwingungen um die Gleichgewichtslage ausfiihrt. Es liegt dann eine Wechselwirkung (Energie-
austausch) zwischen diesen Oszillatoren und dem e.-m. Feld im Hohlraum vor. Nach klassischen
Vorstellungen hat natiirlich jeder Oszillator ein kontinuierliches Energiespektrum.
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Plancksche Hypothese: Die Oszillatoren kénnen sich nur in solchen Zusténden befinden, deren
Energien ganzzahlige Vielfache eines elementaren Energiequants €g sind:

En:TLE(), TL:0,1,2,... 5 (18)

d.h. die Energie kann daher auch nur in gequantelten Portionen emittiert oder absorbiert werden.

Sei N die Gesamtzahl der Wandoszillatoren und N(n) die Zahl der Oszillatoren mit der Energie
E, = ney, d.h:

N:ZN(n); E:ZN(n)neo.
n=0 n=0
Die mittlere Energie pro Oszillator, € = %, ist dann

ZZO:O N(n)neg .

€= = (1.9)
2o N ()
Nach der klassischen Boltzmann—Statistik gilt
N(n) ~exp(—Bne), B=1/kpT.
Verwendet man dies, so ergibt sich
d - d 1 €
€ — ——— _ﬂnEO = —— = 0
é dﬁln[nz_oe ] dﬂln(165€0) o 1 (1.10)
————
Geom. Reihe

Jeder Wandoszillator ist aber im Gleichgewichtszustand in Resonanz mit einer stehenden e.-m.
Welle. Damit koénnen die Betrachtungen von Rayleigh—Jeans iibernommen werden, es mufl nur
kT durch € ersetzt werden:

82 €0

u(v,T) = 3 e 1

Der Vergleich dieser Formel mit dem Wienschen Gesetz, siehe (1.5), ergibt:
e =hv, (1.11)

wobei h die Dimension einer Wirkung (Energie x Zeit) haben muf.

Damit erhalten wir das Plancksche Strahlungsgesetz:

8 h? 1

u(y,T) = 3 oA 1

(1.12)

Aus Experimenten ergab sich fiir das Plancksche Wirkungsquantum h = 6,624 x 10734 Js, bzw.
h=h/2r = 1.055 x 10734 Js.

Das Jahr 1900 wird oft als das Geburtsjahr der Quantenmechanik bezeichnet.

Bemerkung 1.1
Betrachte eine schwingende Mode im Hohlraum als harmonischen Oszillator mit der Frequenz v . Seine
Energie ist:

]. wW=sTV 2
E= L + —mw?q? (wZm) D7 +2m2mi? .
2m 2 2m

Fiir jedes fixierte F beschreibt diese Gleichung eine Ellipse im Phasenraum mit den Halbachsen

E 1/2
a = (222> und b= (2Em)1/2 .
memy
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Die Flache dieser Ellipse betragt
A=mab=EFE/v.

Angenommen, wir postulieren: Nur Ellipsen mit einem Flicheninhalt A = nh sind erlaubt. Dies liefert
offenbar die Plancksche Hypothese:
E =nhv. (1.13)

Die Verallgemeinerung obiger Annahme fithrt zu den Sommerfeldschen Quantisierungsregeln, die im
weiteren noch besprochen werden.

1.2 Der Photoelektrische Effekt

Wenn auf eine Metallplatte e.-m. Strahlung fillt, emittiert die Platte Elektronen, wobei folgendes expe-
rimentell (Herz 1887) gefunden wurde:

i) Die Anzahl der emittierten Elektronen ist proportional zur Intensitét der Strahlung.

ii) Fiir jedes Metall existiert eine untere Grenzfrequenz vy, so dafl bei Strahlung mit v < vy keine
Emission von Elektronen auftritt.

iii) Die maximale kinetische Energie der emittierten Elektronen ist proportional zu (v — vy) und un-
abhingig von der Intensitdt der Strahlung.

iv) Die Emission findet ohne Zeitverschiebung statt.

Offensichtlich sind die Punkte ii) und iii) mit der klassische Strahlungstheorie nicht vereinbar.

Einstein (1905): Die Strahlung der Frequenz v verhélt sich bei Wechselwirkung mit dem Metall wie
eine Ansammlung von Lichtquanten! mit der Energie E = hv. Mit dieser Idee ist der Effekt sofort
erklarbar: Jedes austretende Elektron mit der kinetischen Energie %mvz hat ein Lichtquant mit der
Energie hv absorbiert und dabei die Austrittsarbeit W, = hyg gebraucht, um sich aus dem Festkorper
zu 16sen:

1
hy = imv2 + Wa .

Fiir v < 1y kann das Elektron also das Metall nicht verlassen. Eine Erhohung der Strahlungsintensitét
bedeutet eine groflere Zahl einfallender Lichtquanten, was eine groflere Zahl emittierter Elektronen nach
sich zieht. (Experimentelle Bestétigung dieses Mechanismus durch Millikan 1916.)

1.3 Der Compton-Effekt

Unter dem Compton-Effekt versteht man die Streuung kurzwelliger Rontgenstrahlen der Frequenz v an
quasifreien Elektronen (z.B. in einem Kristallgitter). Nach der klassischen Elektrodynamik regt die ein-
fallende Lichtwelle Elektronen zu erzwungenen Schwingungen an, die dadurch Lichtwellen mit derselben
Frequenz nach allen Seiten abstrahlen (Rayleigh-Streuung). Compton (1921) beobachtete zusétzlich
zu der unverschobenen Rayleighstrahlung noch eine weitere Streustrahlung, deren Frequenz v/ folgende
Eigenschaften besafi:

1. vV <v,

2. AN = 5 — £ héngt nur vom Streuwinkel o ab,

<
v

3. A ist unabhingig vom Streumaterial.

1Der Begriff des Photons wurde erst 1926 von Lewis eingefiihrt.
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Eine Erkldrung dieses Verhaltens wurde 1923 von Compton auf der Grundlage der Lichtquantenhypothese
gegeben. Nimmt man folgendes an:

1. die Rontgenstrahlung besteht aus Lichtquanten der Energie hv,
2. die Lichtquanten sind Teilchen und haben daher einen Impuls,

3. die Wechselwirkung der Lichtquanten mit den Elektronen findet durch elastische Stofle statt,

dann mufl man den Streuprozef als relativistischen Stofiprozefl behandeln. Da sich die Lichtquanten ~
mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, mufl ihre Ruhemasse verschwinden. Thr Impuls ergibt sich folglich aus
der relativistischen Energieformel E = y/m3c* + p?c? zu

L hv

Dy = ?TL ;

wobei 77 der Einheitsvektor in der Bewegungsrichtung von -~y ist. Wir nehmen an, dafl das Elektron vor
dem Stof ruht und schreiben die relativistische Energie- und Impulsbilanz auf:

e FEnergiebilanz: vor dem Stof} ist die Gesamtenergie
E=E,+ E,=hv+m.”,

danach
E'=E/ + E,=h/'+/m2c* +pc? .

Gleichsetzen liefert
hv + mec® = hv' + /m2c¢* + p2c2 . (1.14)

e Impulsbilanz: vor dem Stof} ist der Gesamtimpuls

T 2
p= p'y + Pe = —n,
c
danach
. P
Pl =P+ P = —1 4P
Gleichsetzen liefert " L
v v
—i=—""+p.. (1.15)
c c

Wir stellen (1.15) nach p7, um und nehmen das Betragsquadrat:

—/2 h2 2 /2 !
= 6—2(1/ + % —2u1 cos ) .
Hier bezeichnet ¢ den Winkel zwischen 7 und 7i’. Gleichung (1.14) stellen wir nach der Wurzel um und
quadrieren sie:
m2ct +p2ct = W2V + v = 20) + mPct + 2h(v — V' )mec? .

Dies liefert fiir v — v/
/I 1 5/2 _ h
2hm," ¢ 2¢2m,

(V2 +v?% -2 .

Wir ersetzen p.? mit Hilfe der ersten Gleichung:

v—v = v/ (1 —cos @) .

MeC2
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Teilen wir durch vv/, so erhalten wir schlielich

bzw., unter Verwendung der Wellenléingen A, X/,

h
AN=)XN-\= (1 ——coso) .|.
MeC
Speziell fiir den Streuwinkel ¥ = 90° ergibt sich
h
AN = .
MeC

Die Konstante mhc hat die Dimension einer Lénge, sie heifit ’‘Compton-Wellenlénge des Elektrons’. Der

experimentell bestimmte Wert ist

=92426-10""2m .

MeC

1.4 Welle-Teilchen-Dualismus des Lichts

Die klassischen Experimente der Diffraktion und Interferenz schienen den Wellencharakter des Lichtes
klar zu belegen. Die Entdeckung des photoelektrischen und des Compton-Effektes, bei denen das Licht
seinen Teilchencharakter zeigte, fithrte zu einem konzeptionellen Dilemma. Hat das Licht nun Teilchen-
oder Wellencharakter? Die Auflésung dieses Rétsels war erst im Rahmen der Quantenmechanik moglich.
Wir betrachten die Beugung von monochromatischem Licht, das von einer punktférmigen Quelle ausge-
sandt wird, an einem Doppelspalt, (sieche Abb. 1.2).

Intensitét

ToL

Metallschirm

Detektor 3

Abbildung 1.2: Skizze und Intensitéiitsverteilung zur Beugung am Doppelspalt: I4: nur Spalt A ist geffnet (Fall
(1)), Ip: nur Spalt B ist gedffnet (Fall (2)) und I4,p: beide Spalte sind geéfinet (Fall (1,2))

Dieses Interferenzphdnomen findet eine sehr gute quantitative Erklirung im Rahmen der Frauenhofer-
schen Beugungstheorie (kleine Beugungswinkel, d.h. kleine Abweichungen von der geometrischen Optik).
Wir fithren hier nur eine qualitative Diskussion durch: Wir beschreiben das Licht durch eine klassische
Wellenfunktion (&, t), (¢ ist irgend eine der Komponenten des E-bzw. B-Feldes der Maxwell-Theorie).
Seien Y4 (P), vp(P) und ¢4 g(P) = 9a(P) + ¢p(P) die Wellenfunktionen des Lichts (im Punkt P zum
fixierten Zeitpunkt t), fiir die Falle (1), (2) bzw. (1,2). Die Intensitdt des Lichts am Punkt P ist gegeben
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durch [ (P)|?, also fiir?

(1) Ia =lga(P)P
2) Iz =ys(P)]?
(1,2) Iap=|ta+vpl|?
=[val®+ Y5 P+ avs + ¥ita,
=L+ +2yLrcosp,

wobei ¢ die Phasenverschiebung zwischen ¥4 und ¥p bezeichnet. Dabei wurden nur die folgenden
Sachverhalte aus der klassischen Maxwell-Theorie verwendet:

i) das Superpositionsprinzip fiir Losungen, das aus der Linearitéit der Maxwell-Gleichungen folgt.

ii) die Energiedichte des e.-m. Feldes ist proportional zu |E|? + |B|2.

Obige Formeln liefern offensichtlich die in Abb. 1.2 skizzierten Intensitétsverteilungen, insbesondere also
das Interferenzbild.

Kann dieses Phéinomen auch im Rahmen der Teilchenvorstellung erklirt werden?

Die Quelle emittiere Photonen mit der Energie £ = hv, und zwar isotrop und mit solch niedriger In-
tensitét, daBl “unterwegs” keine Wechselwirkung zwischen den Photonen stattfindet. Nach klassischen
Vorstellungen haben diese Photonen wohldefinierte Trajektorien, d.h.: Photonen, die im Punkt P regi-
striert wurden, sind entweder durch Spalt A, oder durch Spalt B geflogen. Dies fiithrt aber zu einem
offensichtlichen Widerspruch: Im Falle, dafl beide Spalte getffnet sind (Fall (1,2)), gibt es Punkte auf
dem Schirm, an denen weniger Photonen ankommen, als im Falle, dafl nur ein Spalt offen ist. Damit ist
das Phénomen im Rahmen klassischer Vorstellungen nicht erkldarbar.

Es existieren heute experimentelle Techniken, die es erlauben, “individuelle” Photonen zu produzieren
(d. h., bevor das nichste Photon erzeugt wird, hat das vorherige schon den Schirm erreicht). Damit
konnte obiges Experiment wirklich ausgefiihrt werden, siehe P. Grangier et. al.: Phys. Rev. Lett. 54,
418 (1985).

Man beobachtet: Das Auftreffen der einzelnen Photonen ist zuféllig, aber nach hinreichend langer Zeit
ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Auftreffen eines Photons gleich der Intensititsverteilung
der obigen Lichtwelle

Dies legt folgendes Postulat nahe: [1(Z,t) |? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, daf$ ein Photon
im Punkt # zum Zeitpunkt ¢ auftrifft. Wir bezeichnen 1 als Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Wir erhalten damit eine Unifizierung von Wellen— und Teilchenaspekt des Lichts. Beide Aspekte sind
komplementér, sie zeigen sich mehr oder weniger deutlich, in Abh#ngigkeit vom konkreten Experiment.
Obiges Postulat wird spéater zu einem der Grundpostulate der Quantenmechanik erhoben. Die Grofie
Ya,B =Ya+Yp wird im Rahmen der Quantenmechanik als Superposition reiner Zusténde bezeich-
net. Wir sagen: Das Photon geht sowohl durch A als auch durch B, es interferiert mit sich selbst.

Wir diskutieren eine alternative Versuchsanordnung: Wir fiigen zusétzliche Detektoren hinter Spalt
A und B hinzu, die feststellen, durch welchen Spalt das Photon gegangen ist, (z.B.: ein kleiner griiner
Kobold in der Platte schlieft mit Wahrscheinlichkeit 1/2 jeweils einen der Spalte, wir wissen aber nicht,
welchen). Durch diese zusétzliche Messung haben wir einen verinderten Zustand der Teilchen. Das
Resultat fiir die Intensitdt lautet:

I=1+1,

die Interferenzfahigkeit der Photonen wurde also zerstort. Spéater werden wir diesen Zustand des Systems
(mit Wahrscheinlichkeit 1/2 liegt entweder 14 oder ¢p vor) als gemischt bezeichnet. Wir haben in
diesem Falle “keine vollstédndige Information” {iber das Quantensystem.

Obige Experimente zeigen auch: Wenn das Photon durch einen Spalt fliegt, so “spiirt” es auch den
zweiten Spalt, obwohl das Photon nicht “wissen” kann, ob dieser geiffnet ist. Das Konzept eines streng
lokalisierten Teilchens ist natiirlich mit diesen Sachverhalten nicht vereinbar.

2bis auf einen konstanten Zahlenfaktor
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Zusammenfassung:

1.) Die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses (Meflergebnis) ist gegeben durch das Quadrat [t/ |* der
Wahrscheinlichkeitsamplitude ).

2.) Kann ein Ereignis in verschiedenen, ununterscheidbaren Alternativen realisiert werden, so ist die
Wahrscheinlichkeitsamplitude gleich der Summe der Wahrscheinlichkeitsamplituden der Alternati-

ven: ¢ =y . ;.

3.) Findet ein Experiment statt, bei dem bestimmt werden kann, welche Alternative stattgefunden hat,
dann ist die Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser
unterschiedlichen Alternativen p =", p;.

Eine tiefere Begriindung theoretischer Natur fiir diese Punkte gibt es nicht.

Bemerkung 1.2
1. Eine vollig analoge Analyse kann man fiir massive Teilchen, etwa Elektronen, durchfiihren. Uber-
legen Sie sich, was wir beobachten, wenn wir anstelle von Photonen oder Elektronen Stahlkugeln
(etwa aus einem streuenden Maschinengewehr) auf einen Metallpanzer mit 2 Offnungen feuern.

2. Feynman bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dafl ein Teilchen vom Punkt s startend
nach = gelangt, mit (z|s). Neben der Wahrscheinlichkeitsinterpretation von |(x|s)|?, stellt er 2
weitere Regeln fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeitsamplituden auf, die wir fiir das Beispiel des
Doppelspaltes aufschreiben:

i) Es gilt
(x]s) = (z[s)a + (z|s) B,
wobei die Indizes die beiden alternativen Wege durch A bzw. B bezeichnen.
ii) Es gilt
(z[s)a = (z[A)(Als).
Eine tiefere Begriindung fiir die zweite Regel werden wir spéter angeben.

Wir betrachten ein komplizierteres Beispiel: Hinter den Doppelspalt setzen wir noch einen Schirm
mit 3 Offnungen, bezeichnet mit a,b und c¢. Dann ist die Ubergangsamplitude eine Summe iiber 6

alternative Wege:
(@ls) = D (zlay(ali)(ils).
i=A,B,a=a,b,c
Diese scheinbar simplen Betrachtungen sind der Ausgangspunkt fiir das duflerst niitzliche Konzept

des Feynmanschen Pfadintegrals, siehe Feynman/Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals,
Mec-Graw-Hill, Inc. 1965.

Die Ubergangsamplitude fiir ein Teilchen kann natiirlich sehr kompliziert sein, in Abhingigkeit
davon, was das Teilchen “unterwegs erlebt”. Insbesondere kann sie zeitabhéngig sein. Stellen wir
uns vor, eine Quelle im Punkt 7 produziert Teilchen mit einer bestimmten Energie, die sich von
da an frei bewegen. Dann gilt (bis auf einen Zahlenfaktor)

.. _exp(spr
(r2|™) = 7(:3 ) )

wobei p den Betrag des Teilchenimpulses und r den Abstand zwischen 7} und 75 bezeichnen.

1.5 Bohrsches Atommodell und Sommerfeldsche Quantisie-
rungsregeln

Das Atommodell von Bohr (1913) war ein wichtiger Meilenstein auf dem Weg zur Quantenmechanik. Es
erklérte unter anderem die Balmerschen Spektrallinien—Serie des Wasserstoffatoms (1885).
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Bohrs Hypothesen:

1. Ein Atom besitzt eine diskrete Menge von stationidren Zustidnden charakterisiert durch Energien
Eq, Es, ... . Emission und Absorption von Strahlung findet nicht auf stetige Weise (wie in der
klassischen ED), sondern nur als Ubergang zwischen diesen stationdren Zusténden statt.

2. Beim Ubergang von einem stationdren Zustand E; zu einem anderen E; < E; (oder umgekehrt)
wird ein Photon mit der Energie E = hv = |E; — Ej | abgestrahlt (bzw. absorbiert).

3. Ein Elektron im stationidren Zustand beschreibt eine Kreisbahn und bewegt sich auf dieser nach
den Gesetzen der klassischen Mechanik.

4. Die stationéren Zustéinde eines Atoms sind festgelegt durch die Forderung, daf§ der Bahndrehimpuls
eines Elektrons ein ganzzahliges Vielfaches von i = % ist.

Fiir das Wasserstoffatom erhilt man daraus sofort

1 1
E, = —i,u(acfﬁ, n=12...,

wobei pu die reduzierte Masse ist und

e? 1
o= —

he 137,036 04(11)
die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante bezeichnet. Fiir die Radien der Orbits ergibt sich

h o
p(Zac)

ap =

und als Ubergangsfrequenzen erhalten wir:

- w(Zae)? (1 1Y
Yo =T on \n2 mz) o

Wir diskutieren eine wichtige Verallgemeinerung dieses Konzeptes: die Quantisierungsregeln von Som-
merfeld/Wilson/Ishiwara (1915). Dazu betrachten wir ein klassisches integrables System mit Phasenraum
P, dim P = 2n, und n Bewegungskonstanten {H;}, fir die gilt:

i) {H;, H;} =0, d.h. die H; sind in Involution.
ii) Die Gradienten {dH;} sind linear unabhingig .

Sei die Niveaufldche
Yo = {(q,p) eP: Hiqp) =0Cii= 1,...,n},

kompakt und zusammenhéngend. Dann besagt ein Satz von Arnold, dafl ¥ die Struktur eines n-
dimensionalen Torus besitzt,
Yo T =8"x8' x ... xSt

n

Es existieren an diese geometrischen Verhiltnisse angepafite Koordinaten im Phasenraum, die sogenann-
ten Wirkungs— und Winkelkoordinaten (I, ¢7):

[j(cla o 7C’n) = %pl(q7c) dqz 3

Vi
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wobei v; eine geschlosse Kurve auf der j-ten Komponente des Torus 7™ ist. Wir driicken die C; durch
die Wirkungsvariablen I; aus und definieren, fiir einen beliebig gewéhlten Punkt go,

q .
S(q. 1) :=/ pi(q, 1) dq" .
q0

Wir setzen

j oS

= —.
oI,

S ist die erzeugende Funktion einer kanonischen Transformation von den Koordinaten (p;,¢’) zu den

Wirkungs— und Winkelkoordinaten (I}, ¢’) . Die Hamiltonfunktion ist nach dieser Transformation gege-

ben durch H = H(I3,...,I,) und die Hamiltonsche Gleichungen haben die folgende Form:

g _OH _
OH
oy

Dabei sind die w’ charakteristische Frequenzen des Systems, ( die entweder rational abhingig oder rational
unabhiingig sein kénnen.) Die Integration des obigen Systems ist trivial und wir erhalten:

P (t) =l t+¢7(0), I(t) = I;(0).

Wir kénnen nun die Sommerfeldsche Quantisierungsregel formulieren: Die Werte der Wirkungsva-
riablen sind quantisiert,

Ij :’Iljh, (116)
wobei die n; ganze positive Zahlen sind. Die Bohrsche Quantisierungsbedingung ist offenbar ein Spezialfall
dieses Postulates, denn aus fOQW de L = nh folgt L = nh. Die Anwendung dieses Konzepts auf das
Wasserstoffatom wird in den Ubungen diskutiert. Man erhélt fiir Energie und Drehimpuls

1 1
E, = fiu(2ac)2ﬁ , L=nyh, L,=mh

und fiir die Exzentrizitidt sowie die grofle und die kleine Halbachse der Trajektorie

2
n h n
€= 1——1;, a= , b:aﬂ,
n w(2ac) n
wobei
n=n,+ne+mny, ny=ne+ne, |m|=ng<ny
und

IT:nrh, I@:n@h, I¢:n¢h.

1.6 Materiewellen. Die Schrodingergleichung

In Abschnitt 1.4 haben wir die Welle-Teilchen-Dualitdt von Licht behandelt. Gibt es einen solchen
Dualismus auch fiir andere Materie, hat z.B. ein Elektron Wellencharakter?

L. de Broglie (1923): Die Bewegung eines Kérpers mit dem Impuls p wird begleitet von einer Materiewelle
mit der Wellenlénge

h
A=—. 1.17
» (1.17)
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Die experimentelle Bestétigung dieser Aussage erfolgte durch Davisson/Gerner (1927) bei der Unter-
suchung der Beugung von Elektronen (mit E ~ 54eV) am Nickelkristall. Man fand die Wellenlinge
Adexp. = 1,65 A, aus Gleichung (1.18) erhilt man dagegen Atheor. = 1,67 A. Auch Prizisionsmessungen
mit (einzelnen) Neutronen am Doppelspalt lieferten eine Bestiitigung obiger These, vgl. J. Summhammer
et. al., Phys. Lett. A 90, 110 (1982).

Fundamentale Frage: Gibt es eine Gleichung, die diese Materiewellen beschreibt?

E. Schrodinger (1926): Wir betrachten ein Teilchen mit Masse m im (nicht explizit zeitabhingigen)
Potential V. Die zugehorige klassische Hamilton—Jacobi—-Gleichung hat die Gestalt

0S(#,t) _ 0S(Z,t)
T H(x, EH . (1.18)
Mit p' = % = VS ergibt sich
oS 1 9
- _ =0. 1
8t+2m(vs) +V=0 (1.19)

Damit ist eine Separation der Variablen moglich,
S(Z,t) =W(&) — Et.
Einsetzen diese Zerlegung in (1.19) liefert:

VW |=1p|=+v2m(E-V).

Geometrische Interpretation: Die Niveaufliche W (Z) = const ist eine feste 2-dimensionale Fliche
(Wellenfront) im Konfigurationsraum R3, {iber die sich die Flichen S(#,t) = const mit der Zeit hin-
wegschieben (sieche Abb. 1.3).

"Charakteristiken"

3 Lésungen des
R /_m h. Problems

S('Z t,)=const
\ (bzw. W( k4 )=const wird
vorgegeben und dann
t, gewahlt) "Wellenfront"

Abbildung 1.3: Wellenfront der Wirkungsfunktion

Man kann dies noch besser veranschaulichen: In der “Raum-Zeit” R? x R ist die Niveaufliiche S(7,t) =
W (&) — Et = const eine feste 3-dimensionale Fliche. Fiir jede Wahl eines Zeitpunktes ¢ wird aus dieser
eine 2-dimensionale Flache herausgeschnitten. Die Projektion dieser 2-dimensionalen Fldachen auf den
Konfigurationsraum R? liefert die Bewegung der Wellenfront als Funktion der Zeit, (sieche Abb. 1.4).
Sei t — v(t) = (#(t),t) € R® x R! eine Kurve auf der Niveaufliche und ¢ — (t) = (Z(t)) € R* deren
Projektion auf den R3. Da W (¥) — Et = c gilt, folgt:

dz VW d¥  E
dt VWAt VW

Dies ist offensichtlich die Projektion des Geschwindigkeitsvektors der Kurve 4 auf den zur Wellenfront
senkrechten Einheitsvektor, also die Phasengeschwindigkeit der Wellenfront:
E E

“m Y T e v (120
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R’xR' --"Raumzeit"

1 — W(x)-Et=c
"Niveauflache" ¢

t \Y(l)

— Unterflachen
t, [~ fir konst. t

D) R’ (Konfigurationsraum)

ebx(t) = Projektionen

dt

Abbildung 1.4: Wellenfront im Raum—Zeit—Bild

Schrodinger postulierte: Zur obigen Welle gehort eine Wellenfunktion
(T, 1) = A(T) erSED = A(F) er WE@-ED (1.21)

mit einer noch zu bestimmenden Amplitude A(Z).
Damit erhalten wir die Frequenz der Welle zu w = 27v = E/h und die Wellenléinge:

v(Z) E h _ h _h
v \m(E-V)E om(E—V) 1P|’
in Ubereinstimmung mit der de Broglieschen Hypothese.

Fiir die Bestimmung der Gruppengeschwindigkeit u ist zunichst die Dispersionsrelation w = w(k) zu
finden. Mit w = 27v und k = 27” ergibt sich aus obiger Formel fiir die Wellenlénge

AE) =

2m(hw — V) = h?k?,

und damit 5 v
k)= —k +—. 1.22
wlk) = 5K+ (122)
Die Gruppengeschwindigkeit ist also
dw(k) h 2
= =—ko=/—(Ey—V).
“ dk |, m 0 m( 0 )

Wenn wir nun fiir Ey die Energie muv? + V des klassischen Teilchens einsetzen, so erhalten

Po
U=vr=—,

m
d.h. die Gruppengeschwindigkeit ist gleich der Teilchengeschwindigkeit. Dies legt die Folgerung nahe:
Das Konzept des “Punktteilchens” stellt nur eine gewisse klassische Approximation dar, genau genommen
hat man es mit Materiewellenpaketen zu tun, die sich mit obiger Gruppengeschwindigkeit bewegen. Da
man fiir makroskopische Objekte A ~ 1073* m erhilt, ist diese Approximation erlaubt.
Fiir die Wellenfunktion 1 wird nun die folgende Wellengleichung postuliert:

AB(F 1) — = > O(E 1) =0
V&) = a5 ¢ =0.
Mit (1.20) und (1.21) gilt
E? ;
V=—"—" _und (@ t)=(F)e #F

2m(E -V)
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und damit 12
—5 e AV(E) +VY(T) = EY(T).

Dies ist die Schrédingergleichung fiir stationire Zustinde. Wegen (1.21) gilt:

E(7,t) = ih%w(f, ).

Damit erhalten wir die zeitabhingige Schrédingergleichung:
I NOE) + V(E) G = (3.
o Z, T)P(E,t) = iho (7).

Die Verallgemeinerung der Schrodinger—Gleichung auf ein System von N Teilchen lautet:

0 m.
j=1""

Wir bemerken, dafl man (1.25) aus der klassischen Hamiltonfunktion
N

1
HZQ

mj

pj+v ,I'Nat)

durch die Ersetzungsvorschrift
p; — —ihV;
H — 175g

ot
Z; —  Multiplikation mit &; .

0 . h? S . S
ih t\Il( BN, t) = —22 DN+ V(Z,. .., &N, t) p U (Z4,..., 2N, ).

(1.23)

(1.24)

(1.25)

erhélt. Diese Vorschrift wird spéter noch genauer kommentiert. Im néchsten Kapitel werden wir uns u.a.

mit der physikalischen Interpretation der Wellenfunktion befassen.



Kapitel 2

Die Wellenfunktion

2.1 Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

Wir multiplizieren die Schrodingergleichung fiir die Wellenfunktion ) mit ¢,

Loy 2 «
ihs o = (—2mA+v) wib*

die Schrodingergleichung fiir die Wellenfunktion ¢* dagegen mit ¢,

) aw* _ h2 .
—ih gr Y= (—2mA+V>1/) Y,

und bilden die Differenz dieser beiden Gleichungen:

2 - - v = V- (— 1 090 - uvu) )
Bezeichnen wir
ofF,1) = (1) 97, 0) = [0(@ 1) )
J@0) = 5 e - v 2.2

2mi

so folgt aus obiger Rechnung eine Kontinuitétsgleichung fiir diese Groéfien:

&Q(f, )+ V- j(Z,t)=0. (2.3)
Da eine solche Gleichung aus der klassischen Maxwell-Theorie bekannt ist, nahm Schrodinger an, ep sei als
Ladungsdichte des mit der Wellenfunktion v assoziierten Teilchens zu interpretieren. Dies lief} sich aber
mit dem Verhalten von Wellenpaketen, wie in den néchsten Abschnitten diskutiert, nicht vereinbaren.
Max Born postulierte 1926: (7, t) beschreibt eine Wahrscheinlichkeitswelle und [¢(Z, t) |? ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte dafiir, dal sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Punkt Z befindet. Damit
beschreibt

Pp(t) = /D e d3zo(Z,t) (2.4)

die Wahrscheinlichkeit, dafl sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ im Raumgebiet D befindet. Die Grofie

J(Z,t) bezeichnen wir als Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Dies ist sinnvoll, denn die Integration der
Kontinuitatsgleichung iiber ein Raumgebiet D liefert unter Verwendung des Gauflschen Satzes:

d h =
4 d%mz——/ A8 (" Ve — VYT |
oD

17
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also
d

3 Pp(t) =— /C?D ds-j (@ 1), (2.5)

d.h., die Anderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in D ist gleich dem negativen Flu des Wahrschein-
lichkeitsstromes durch den Rand 0D. Da die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich das Teilchen irgendwo im Raum
befindet, gleich 1 sein muf}, miissen wir die folgende Normierungsbedingung fordern:

/ d3zo(zt) =1. (2.6)
R3
Damit muf ¢ im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden.

Bemerkung 2.1
i) Aus (2.3) und (2.6) folgt, dafl j im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden muf: Dazu
integrieren wir iiber eine Kugel K mit Radius R und Oberfliche S%,

d -
—/ d3xg(f,t)+/ dsS - j(#,t)=0.
dt KR 3}2%

Daraus erhalten wir
lim dS-j(z,t) =0,
R—o0 S%

alsof—>0fiirR—>oo.

ii) Die obige Wahrscheinlichkeitsinterpretation hat natiirlich nur Sinn, wenn ein konkretes Ereignis
im Rahmen einer grofien Zahl dhnlicher Ereignisse (Experimente unter gleichen Bedingungen) be-
trachtet werden kann. D.h., ein einzelnes Elektron im Spaltversuch ist Element eines statistischen
Ensembles. Alle Elektronen dieses Ensembles werden durch die gleiche Wellenfunktion beschrieben!

2.2 Das freie Teilchen im Rahmen der Wellenmechanik

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der freien Schrédingergleichung

2
WDU(E, 1) = o A1), (2.7)

2.2.1 Newtonsche Gleichung fiir die Erwartungswerte

Wir definieren den statistischen Mittelwert des Teilchenortes zum Zeitpunkt ¢:

(F) = /d%« To(@1). (2.8)

Unter Verwendung der Kontinuititsgleichung erhalten wir:

dt (@) /dgxxﬁtg z,t) /dga: vV -5(Z,t) /dga:] t). (2.9)

Im letzten Schritt wurde partiell integriert und verwendet, daf fiir alle 4

/d3xV~ (3’:15(1—,", t)) =0

gilt, (denn j verschwindet im Unendlichen). Wir zeigen, dafl

i/d%g( t)=0 (2.10)
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gilt. Unter Verwendung der Schrodinger—Gleichung finden wir zunéchst:

Dk = g (1 Okt -+ Do B — D" Dot — (k"))

2m
(;‘) (0 0 (D0) — A" Dy — Dy B + D480 - )
(o) 10 5000~ Guw) ) + (5(000°) — o))

= (o) T V@)~ T @) - (eI, (2.11)
Nun folgt (2.10) durch Integration dieser Gleichung iiber den ganzen Raum und unter Verwendung der
Tatsache, dafl die Wellenfunktion (und ihre partiellen Ableitungen) im Unendlichen verschwinden. Wir

bezeichnen d
SHT) = (@) (212)

und nennen (¥') mittlere Geschwindigkeit. (Eine tiefere Begriindung fiir diese Bezeichnung wird im
weiteren nachgeliefert.) Aus obiger Rechnung haben wir
d? d
— 0] 2.1
also gilt fiir ein freies Teilchen in Analogie zur klassischen Mechanik:

(@)(t) =(T) -t + (£)(0). (2.14)

Max Born: Die Bewegung der Teilchen vollzieht sich nach Gesetzen der Wahrscheinlichkeitstheorie, aber
die Wahrscheinlichkeit selbst bewegt sich nach deterministischen Gesetzen.

2.2.2 Das Zerflielen von Wellenpaketen

Zur genaueren Untersuchung der zeitlichen Evolution der Wahrscheinlichkeitsverteilung untersucht man
Momente des Wahrscheinlichkeitsmafies. Wir beschrinken uns auf die mittlere quadratische Schwan-
kung:

(87 = [ @ @)= [ @ (@) 0@, (215)
Diese mifit die Abweichung vom Mittelwert des Ortes, d.h., sie beschreibt die Unschiirfe der Ortsmessung.

Wir bemerken, dafl diese Grofle natiirlich von i abhéngt. Genau genommen miissten wir also A&
schreiben. Wir berechnen unter Verwendung von (2.6) und (2.8)

wobei im letzten Schritt wieder partiell integriert wurde. Wir erhalten

%(AE)Q = 2/d3xf-j—2<f><a>. (2.16)
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Wir untersuchen wieder die zweite zeitliche Ableitung dieser Gréfle. Dazu berechnen wir zunéchst unter
Verwendung von (2.11):

d - = - hrd
&/d?’ajx-j: /d?’xx~8tj

2
~ (5) [@aV: @ VOw - (Tu)00 - (067)Vu + @ 0))
2

- ( h > / B (9a) {0 0O — D™ Duth — D™ Ot + (0,06 )0 )

2m

2
- (h> / B (i A — (Vo) - Vi — (V) - Vb + (D))

2m
(Z) [ @) w).

Dabei wurde wieder mehrfach partiell integriert. Setzen wir diese Teilrechnung in (2.16) ein und verwen-
den wir (2.13) , so folgt:

= (Z)Q/d% (V™) - (V) — 2(57)* .

Wir fithren die folgende Bezeichnung ein:

(Z) [ 900 - )2 = (a2, (217)

Es handelt sich hier tatséchlich um die mittlere quadratische Schwankung der Geschwindigkeit. Dies wird
aus den Betrachtungen der ndchsten Abschnitte klar werden. Man kann zeigen, vgl. Hausaufgabe Nr. 5,
daf8 (A7)? fiir das freie Teilchens eine Bewegungskonstante ist,

dt
Verwenden wir diesen Sachverhalt, so folgt:
(AZ)2(t) = (AT)2(t — t1)* + (AT )*(t1) (2.18)

Folgerung: Die “riumliche Ausdehnung” der Wellenfunktion eines freien Teilchens (gemessen durch die
mittlere quadratische Schwankung) wiichst von einem bestimmten Zeitpunkt t = ¢1 (der von v abhéngt)
an, (siehe Abb. 2.1). Man sagt, dafl das Wellenpaket “zerfliet”. Uberlegen Sie sich, ob die Tatsache,

(Ax)®

2
05F 1.,

Abbildung 2.1: Das Verhalten der mittleren
t1 quadratischen Abweichung in der Zeit.

daf} ein Wellenpaket offensichtlich zunéchst eine Zeit lang seine rdumliche Ausdehnung verringern kann,
mit der Schrodinger—Gleichung vereinbar ist. (Untersuchen Sie das Verhalten der Schrodinger—Gleichung
unter Zeitumkehr.)
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2.2.3 Das Anfangswertproblem

Wir erinnern uns an die Definition der Fouriertransformation:

O 3, —iPE
~ 1 o~
-1, — = — 3 +PT o~
F= (00 = s [ b7, (2.20)
und an die Fourierdarstellung der §—Distribution:
L 1 4 i
1 i= =\\=
SF—p") = —— [ Bz e wn@P)T
(p p) (27Tﬁ)3/ re n
Durch Einsetzen der Fouriertransformierten (2.19) in die freie Schrédingergleichung (2.7) erhalten wir:
~ ﬁ2 ~
ih D, t) = — (P, t).
1 3t1/1(]9, ) om ’l/)(pa )
Die Integration dieser Gleichung liefert:
~ S
V(P t) = e 72 (P, 0) (2.21)

also

- 1 iz _ip? —
lb(ffat):mh)g,/g/dgpelp e~ mam b (,0).

S 52
Dies ist eine Superposition (Wellenpaket) von ebenen monochromatischen Wellen der Form e (7%~ 251)
Wir bemerken, dafl diese einzelnen ebenen Wellen nicht normierbar sind. Das Einsetzen der Fourierdar-
stellung

T 0) — 1 3.\ —ipaEt

w<p’0)_(27rh)3/2/dwe R ¢($,0)
liefert schlief3lich:

2

1 iz =2\ ip
¢(g_f’ t) = W /dSp/de\ erP(E—T )e—gg—mt w(ﬂ_f\,O).
Wir erhalten also das folgende Resultat:

V(T t) = /d%‘ G(T -\ t)y(a,0), (2.22)
wobei ) )
G@@-i't) = @r i) /dsp eRPI=T) o= 7 bt (2.23)
0

den Propagator bzw. die Greensche Funktion des freien Teilchens bezeichnet. Offensichtlich erfiillt
der Propagator die folgende Anfangsbedingung:

G(T — T\, t)|4=0 = 6(T — T), (2.24)
d.h.: 1 beschreibt eine “elementare Welle”, ausgesandt zum Zeitpunkt ¢ = 0 vom Punkt Z‘. Man kann
G explizit berechnen:
3/2 im(z — )2
G 70 = () e (T 225
@30 = (5rime) &P ot (2.25)

(Hinweis: Gehen Sie iiber zu Kugelkoordinaten und fithren Sie zunéchst die Integration iiber die Winkel-
koordinaten aus. Es ensteht ein Integral vom Typ

+oo
di 1 e—i(az+2bz) _ b m o e
al\ a

oo

Diese Formel kénnen Sie unter Verwendung des bekannten Fresnelschen Integrals beweisen.)
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2.2.4 Das Gaufische Wellenpaket
Das Gauflsche Wellenpaket entsteht durch die folgende Wahl des Profils zum Zeitpunkt ¢ = 0:
(7,0) = Ne2 ™7
wobei N eine Normierungskonstante und M eine Matrix bezeichnen. Als einfachstes Beispiel kénnen wir

M;; = 1%51-]- wahlen. Dabei ist [ die charakteristische Ausdehnung der Gaufiverteilung. Dieser Fall wird
im Seminar ausfiihrlich diskutiert. Man erhélt:
. -1
(e ]
2 m

e\ —3/2
¢(f,t):N<1+ 1t> exp

B 7242 —3/2 B2e2\ ! .
g(.’L‘,t) = |N|2 <1 + m2l4> eXp | — (l2 + m212) 7 )

mi?
d.h., die charakteristische Ausdehnung des Wellenpaketes wichst mit der Zeit,

und

h2t2 t—o00
() =i+ 5 =5 o0,

Das Wellenpaket “zerflieft” im Sinne der vorher gefiihrten abstrakteren Diskussion der mittleren qua-
dratischen Schwankung des Ortes.

2.3 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Impuls eines Teil-
chens

Frage: Existiert — genauso wie fiir die Ortsmessung — eine Warscheinlichkeitsamplitude ¢(p’), so da8
|#(p') |? die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Messung des Impulses 7 ist?*

Idee: Wir fithren eine Impulsmessung durch, die auf einer Ortsmessung beruht. Zunéchst demonstrieren
wir die Grundidee der Einfachheit wegen in einer Dimension, sieche Abb. 2.2.

RN X+dx

" x(0)=0 )l((T) ' X

Abbildung 2.2: Impulsmessung in einer Dimension

Das Teilchen sei durch ein Wellenpaket v (z, t) beschrieben, welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort z(0) =0
mit charakteristischer Ausdehnung b lokalisiert sei. Es mdgen vom Zeitpunkt ¢ = 0 an keine Krifte auf
das Teilchen wirken. Wir beobachten, wie weit das Teilchen in der Zeit ¢ = T geflogen ist. Befindet es
sich zum Zeitpunkt 7" im Intervall (x, z +dx), so hat es die Geschwindigkeit v = % und damit den Impuls
p = m# . Diese Messung ist natiirlich mit dem Fehler £mb/T behaftet. Wir sehen, daf§ die Messung
umso besser wird, je linger wir warten. Die Wahrscheinlichkeit P(p) dp, da8 der Impuls zwischen p und
p + dp liegt, ist dann gegeben durch die Ortswahrscheinlichkeit P(z)dz .

Wir realisieren diese Idee in drei Dimensionen. Zu diesem Zwecke betrachten wir eine Kugel mit Radius R,
auf deren Oberflache Detektoren sitzen, die feststellen, wo das Teilchen den Rand der Kugel durchstofien
hat. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das Teilchen im Raumgebiet V' mit mittlerer Ausdehnung L lokalisiert und

1Dies erscheint in den meisten Biichern als Postulat, siehe aber z. B. Feynmann/Hibbs fiir den eindimensionalen Fall.
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von diesem Zeitpunkt an seien wieder alle wirkenden Kriifte ausgeschaltet. An die Stelle der klassischen
Trajektorien tritt natiirlich die Wahrscheinlichkeitsstromdichte der Wellenfunktion des Teilchens. Wir
werden den Wahrscheinlichkeitsfluf durch ein Oberflichenelement AS berechnen. AS ist charakterisiert
durch das entsprechende Raumwinkelelement A2 und durch den Einheitsvektor 7 auf dem Kugelrand.
Die geometrischen Verhéltnisse werden durch Abb. 2.3 verdeutlicht.

Abbildung 2.3: Impulsmessung im dreidimensionalen Fall

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Teilchen in der Zeit zwischen t; und t5 durch das Oberflichenelement
AS fliegt, ist gegeben durch:
t2

P(AS, 11, 1) = / at [ dsi- Rt (2.26)
t1 AS

Es ist also zunéchst f(ﬁR, t) fur das freie Teilchen auf der Kugeloberfliche zu berechnen. Wir setzen
dazu

m )3/Zeim (f—f\)z

w(f,t):/d3x‘ GE -2 0 0) mit OF 70 = () et
Y3

in die Formel

o WVt = (Vo))

fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ein. Dies ergibt

h
2mi

J(@t) = / 2P G (7 - 1, t) vma(x—f“ t)
_ G(.’l_'," —a\\ )v G* }w —»\ —»\\)7

wobei 9(-) = ¢(+,0) gesetzt wurde. Einsetzen der konkreten Gestalt von G(Z — &', t) liefert

j@t) = ( /d3x‘d3 W I e () )
2mht

2mi ht
n %(5— f\)e—%((f—f“)z—(i—f‘)z)} Ur (@) (@)

1 3 i IR -\ o\ o\
:gf<2:1ht> /de\dSI\\ 02 t(z 2\ 2q27(2\ & )) ¢S(f\) ¢O(f\\)

3 im (222 =2\2 | o=r=\ =W
_ l (QW;#) /d3x‘d3x“ (f\ +f“) e%(m —Z 4 42B(F % )) qp*(f\)w(f\\)
™
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und mit £ = R erhalten wir

- R 3 P im p=.o2\ im =2\
j(Rﬁ,t) :?ﬁ (%) |/d3:L'\ efﬁRn.a: e2hi® Qw(f\HQ

3 T T im (2NW2 =\ S22\ =\
~ 51 (o) [t T ol T ) g )

Wir betrachten den Grenzfall R — oo, t — oo (da alle Kriifte ausgeschaltet sind, gilt % = const): Der

Term £ \‘”?“ im 2. Integral ist von der Gréflenordnung IL{, deshalb kann das zweite Integral im Vergleich
zum ersten vernachlissigt werden. Da t — oo und |7 ~ L gilt, folgt ;;;’t #'2 — 0. Unter Verwendung

von (2.19) erhalten wir

Rﬁ m imR g 2\ N
jr = i (50) |/ dBa ok BT () |2
R_/ m mRn
=i (th) |¢< >(27rh)3/2|2. (2.27)

Nun setzen wir (2.27) in (2.26) ein und fithren eine Variablentransformation ¢ — v = R/t durch. Die
Integrationsgrenzen bezeichnen wir wie folgt: v1 = R/t und vy = R/t;.2 Mit dS = R?dQ und dt =
—Edv gilt

e 2 (.M \*R 317 (i) |2
P(AS, vy, v5) / —dv/ASdQR (ﬁ) = (2 ) (m) |

:/ dv AQ v2m? | (ma) |2
AS

D2 ~
- / Pdp / a9 |3(7) ?
p1 AS

und beim Ubergang zu kartesischen Koordinaten (D, — Gebiet im Impulsraum)

P= /D & [3(7) . (2.28)

p

Folgerung 2.1
1.) Wir haben gezeigt, daf§

0p(P) = [Y (@) I°
die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Messung des Impulses p'ist, wenn das Teilchen zum Zeitpunkt

t = 0 durch die Wellenfunktion ¢ (Z) beschrieben wird. Die analoge Aussage gilt natiirlich fiir jeden
Zeitpunkt.

2.) Die Parsevalsche Identitét sichert automatisch die Normierung der Fouriertransformierten:

= /d% p(F) 2 = /d3p 0 [

3.) Der statistische Mittelwert des Impulsvektors ist

() = / &p 3 (7) 3(F) . (2.20)

2Diese Bezeichnung ist sinnvoll, denn fiir ¢t; < to gilt 1/t1 > 1/t2 und damit auch vo = R/t1 > v1 = R/t2



2.3. DIE WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG FUR DEN IMPULS 25

Mit
- 1 3 Loz 7
1/’(5”7 ) = (27Th)3/2 d p en ’l/)(pv t) und
h N ]. 3 — iﬁf N
Tvd)( ’ ) = (27T h)3/2 d pper w(% t)

bekommen wir
3 * [ = h —
1 A5Vg Txy = - igz —
= g [ o [ @ [ @ IR eI
— [@ [@ppi@nawo [ Fz_ e
’ ’ (2mh)3

_ / &p 7871 D(F1) = (F)(1).

Wir sehen, dafl p'im Ortsraum durch den Differentialoperator

p= ?V (2.30)

reprasentiert wird. Aulerdem folgt aus obiger Rechnung:

#)(t) =2 / Lo " (7,1) Vo (7, 1)

1

_ 2@ / Az (L (V) — (V*)y)

= m/d3x J(Z,t)
= m(7)

Dies liefert eine tiefere Begriindung fiir die in Abschnitt 2.2.1 nahegelegte Interpretation von (')
als statistischen Mittelwert der Geschwindigkeit.

4.) Die mittlere kinetische Energie des Teilchens ist

— .

()= [ 2P G070

2m
77,2
Aus der Definition (2.17),
— h2 * —
(AT)? = W/d% Vo Vip — ()2

folgt damit
1 1
-\2 ) 2\ _ 12
(A7) —W«p ) — (D) )—W(Ap) . (2.31)
Dies unterstiitzt die in Abschnitt 2.2.2 fiir das freie Teilchen gegebene physikalische Interpretation
von (A#)? als mittlere quadratische Schwankung der Geschwindigkeit. Wir sehen: Das Wellenpaket

zerflieft umso schneller, je grofler die Dispersion des Impulses ist.
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5.) Zur Unterstiitzung der Interpretation der Gréfle E in der Schrodingergleichung (1.23) betrachten

wir diese fiir das freie Teilchen,
2
—h—Aw =FEq.
2m

Fouriertransformation dieser Gleichung liefert
P o
o V) = EY(p),
also ist E in diesem Falle identisch mit der kinetischen Energie des Teilchens.

6.) Genaue Informationen iiber den Impuls des Teilchens erhélt man vermége obiger Mefvorschrift
erst fir R — 0o, t — o00. In diesem Limes geht die Information iiber die Lage des Teilchens in
Impulsrichtung offensichtlich véllig verloren. Dies ist Ausdruck der Orts-Impuls-Unschérferelation,
der wir uns nun zuwenden.

2.4 Messungen in der Quantenmechanik und Heisenbergsche
Unschérferelation

erste Bemerkungen zu dieser Problematik

Das Problem: Jede Messung erfolgt mit makroskopischen Meflgeréiten, wird also mit Hilfe klassischer
physikalischer Begriffe ausgewertet (Fotoplatten, Geigerzihler, Wilsonsche Gaskammer, ...). D. h.:

1.) In diesem Sinne ist die Aufgabe der QM die Beschreibung makroskopischer Erscheinungen, die
durch Mikroobjekte verursacht werden.

2.) Es liegt stets eine Wechselwirkung des MeBgeriites mit den Mikroobjekten vor, die nicht ver-
nachlissigt werden kann. Mitunter ist diese Wechselwirkung drastisch, z.B. kann beim Messen
der Energie eines Photons das Photon durch ein Elektron absorbiert werden und dadurch verschwin-
den.

3.) Nicht Einzelexperimente, sondern eine ganze Serie von Experimenten unter den gleichen Versuchs-
bedingungen sind notig, damit die statistischen Daten mit den theoretischen Vorhersagen verglichen
werden konnen. Die Mikroobjekte werden aber “individuell” erzeugt und beobachtet.

Schema eines Experiments:

WW zw. Qund D
"Teilchen- : ..... : "Detektor" D
” " Treelll- -
quelle” Q hervorgerufen

durch Mikroobjekte

Sowohl die Teilchenquelle als auch der Detektor sind maktroskopische Geréte, z.B. kénnte die Teilchen-
quelle eine Glithkathode sein, deren Elektronen durch ein e.-m. Feld beschleunigt wurden. Wir ordnen der
Quelle eine Wellenfunktion 1) zu, die die von ihr emittierten Teilchen charakterisiert, z.B. ein Wellenpaket
mit der fiir das Gerét charakteristischen Impulsverteilung. Der Detektor wird durch gewisse physikali-
sche GroBlen beschrieben die gemessen werden (spiter nennen wir diese “Observable”), z.B. Orts- oder
Impulsmessung, d.h. A =Z,p,... zum Zeitpunkt ¢. Jedes Einzelexperiment liefert ein Meflergebnis. Der
statistische Mittelwert der Meflergebnisse ist

(A) = / &Pz * (T, 1) Ab(E, 1) . (2.32)
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Spéter werden wir diese Betrachtungen vertiefen. Zunéchst konzentrieren wir uns auf die Diskussion einer
charakteristischen Eigenschaft von Messungen in der Quantenmechanik: Gewisse physikalische Grofien
konnen nicht gleichzeitig beliebig scharf gemessen werden.

Die Orts—Impuls—Unschirferelation (Heisenberg 1927): Heisenberg schlug das folgende Gedan-
kenexperiment vor: Ein Elektron wird durch ein Mikroskop mit Offnungswinkel e beobachtet. Das Licht,
mit dem das Elektron bestrahlt wird, habe die Wellenléinge A. Dann erlaubt das Auflésungsvermogen
des Mikroskops, die Lage des Elektrons in z-Richtung mit einer Genauigkeit von

Ar = — 2.
. sine (33)

zu bestimmen, (Frauenhofersche Beugungstheorie, siche H. Romer: “Theoretische Optik”).
Das Photon, das bei der Beobachtung am Elektron gestreut wird, liefert einen Impulsiibertrag der Grofien-
ordnung

h
P~

an das Elektron. Dieser Ubertrag ist aber nicht genau bekannt, denn die Richtung des Photons ist nur
im Rahmen des Strahlenbiindels, das in das Mikroskop zuriickgelangt, bestimmt. Die Ungenauigkeit der
Projektion des Impulses auf die z—Richtung ist

Ap, ~ X sine.

Also gilt:
Ax Ap, ~ h, (2.34)

d.h.: Ort und Impuls sind gleichzeitig nicht genau bestimmbar.

Wir identifizieren nun Az und Ap, mit den mittleren quadratische Schwankungen und analysieren das
Produkt Ax Ap, . Es gilt:

mit
@) = [@o v @) v,
W) = [ T 6)00) = [ 0w (@) [0,
Wir betrachten die folgende quadratische Form:
Q) = [ @] (b~ (o) — oo — (@) 0l .
wobei « ein beliebiger reeller Parameter ist. Offenbar gilt fiir alle a:

Q) >0.
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Ausmultiplizieren liefert:
3 h * * . *
Q) :/d T (_i 0" — (pz Y +1a(x— (x))w )
h
< (Fou = v —ia(e - (o))
:O‘Q/de (x - <$>)27/1*¢ + ah/dg'r (33 - <$>) (V0% + O p™1h)
h h
+ [ (2o - o) (Foww - 1)

=ao?(Az)? — ah/dgx O (z — (x))" Y + (Apy)?
=a*(Az)? — ah + (Ap,)?.
Wegen Q(a) > 0 folgt:

also

2 2
(Ap.)” h >0
(Ax)? 2(Ax)2 ) —
fiir alle . Dies liefert die Heisenbergsche Unschérferelation:
h
(Ap)(A2) > 5. (2.35)
Analoge Relationen gelten natiirlich fiir die y— und z—Komponente von Ort und Impuls.
Wenn Q(a) = 0 ist, gilt
h S . S
T0:0(F) = ((po) +ia (e — (x))) »(F)
und damit

i

6@ ~ e { Lip) o - oa— )7}

d.h.: die minimale Unbestimmtheit wird durch eine Gaufische Verteilung realisiert. Der Parameter «
ist in dieser Formel natiirlich durch die mittlere quadratische Schwankung des Ortes bzw. die mittlere
quadratische Schwankung des Impulses ausdriickbar. Man findet

o 2(Ap,)? _h
N R 2(Ax)?°
Damit erhélt man eine 1-1-Beziehung zwischen 4-Tupeln ({(p.. ), (), Ap,, Az), die der Relation
h
(Apsz)(Az) = 5 (2.36)

geniigen, und Wellenfunktionen der obigen Gestalt.

2.5 Das Korrespondenzprinzip und die Ehrenfestschen Glei-
chungen
Das Korrespondenzprinzip: Die QM macht fiir Prozesse, deren “typische Wirkung” viel grofler ist

als i keine wesentlich anderen Aussagen als die klassische Mechanik, (z.B.: Elektronenstrahl mit einer
Breite, die viel groBer ist als die de Brogliesche Wellenldnge A).
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Wir priizisieren dies: Man fragt sich, ob und unter welchen Bedingungen die statistischen Mittelwerte von
Ort und Impuls (fiir ein Wellenpaket v) in guter Ndherung als klassische Observable aufgefafit werden
konnen. Dies scheint offenbar nur sinnvoll zu sein, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Bewegungsgleichungen fiir die statistischen Mittelwerte haben die Gestalt der Newtonschen
Gleichungen.

2. Die mittleren quadratischen Schwankungen des Wellenpaketes v sind klein im Vergleich zu den
Abmessungen des Systems (zumindest in einem bestimmten Zeitintervall).

Wir diskutieren zunéchst den ersten Punkt: Fiir ein freies Teilchen hatten wir bereits gezeigt:

d 1
E@):E@)'

Der Leser iiberzeugt sich leicht davon, dafl dies auch fiir ein Teilchen unter dem Einfluf} einer Potentialkraft

gilt. Wir berechnen die zeitliche Ableitung des Impuls—Mittelwertes unter Verwendung der Schrodinger—
Gleichung;:

d N d k(= h r
) = 5/d3 Y@ TV

n2 n?
_ /d% {(Aw) WV — Y (A+V> w}
om 2m

_ /d% {(—ZiAd)*) Vo -V (—;;Aw) - w*(vvw} .

Nach partieller Integration verschwinden die ersten beiden Terme, so dafl folgt:

G0 == [ v @y (@) v = (F@n).

Wir erhalten also (fiir ein Teilchen unter dem Einflu} einer Potentialkraft):

d 1,
&(95) = %@)7
5) = (F@ ). (2.37)

Dies sind die Gleichungen von P. Ehrenfest (1927). Wir bemerken, daff im allgemeinen

(F(&,1)) # F((#),1),

gilt. Gleichheit gilt nur, wenn F linear von abhingt, z.B. im Falle des harmonischen Oszillators. Unter

—

welchen weiteren Umsténden gilt in guter Néherung £ (p) = F((Z),t)? Um dies zu kliren, entwickeln
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wir das Kraftfeld in der Umgebung des Punktes () in eine Taylor—Reihe:

(F(#1)) = / Bt F(7, 1) ¢

, OF .
1 §*F ‘ , , ,
JF§W|‘W‘:<%">(5’3z —(2")) (27 = (a?)) +.. } ()
< oOF . ,
= F(@),0) + gcleimior /d% o (2 — (@)
=0
1 0%F
2929 L|x—<x>/d3$ Pt (@t = (2") (2" — {2 )) v +
. 1. , , , 2F
:F(<f>7t)+§<($z — (")) (27 = (27))) Tmiggt lri=laty e
~i2 ~1/L2

Dabei ist [ die charakteristische Ausdehnung des Wellenpaketes und L die charakteristische Ausdehnung

des Systems, (die “Geschwindigkeit” der rdumlichen Anderung von F ). Dann verhiilt sich der quadrati-
sche Term wie (%)2 und die restlichen Terme sind abschétzbar durch hohere Potenzen dieses Quotienten.
D.h., fiir % < 1 gilt in guter Ndherung:

(F(&,)) = F((Z).1).

Da die Wellenfunktion zerfliet, wird irgendwann [ ~ L gelten, so dafl obige Bedingung verletzt wird. Wir
hatten dies schon friiher fiir den Fall des Gauflschen Wellenpaketes gesehen. Fiir dessen charakteristische

Ausdehnung gilt
h2t2
I(t)=1/12+ s 0

fir ¢ — oo, vgl. Abschnitt 2.2.4. Wir bemerken: Nur fiir A — 0 bleibt I(¢) ~ [ fir alle Zeiten.
Diesen Grenzwert nennt man den “klassischen Limes”. Wir machen dazu nur die folgende heuristische
Bemerkung: Setzt man den Ansatz

v = Newp (55020
in die Schrodingergleichung ein, so ergibt sich
0 1 9 ih
— — - —AS=0.
atkSW—?m(VS) +V o S=0

Wir sehen, dafl wir im Grenzwert i — 0 die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die klassische Wirkungsfunk-
tion erhalten.
Fiir eine tiefere Diskussion des klassischen Limes verweisen wir auf Galindo/Pascual S. 117.

2.6 Die Wellenfunktion als Vektor im Hilbertraum.
Reine Zustande

Aus der bisherigen Diskussion ergeben sich folgende Eigenschaften der Wellenfunktion:
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i) Sowohl aus theoretischen Griinden (Linearitét der Schrodinger—Gleichung) als auch aus experi-
mentellen Griinden (vgl. mit der Diskussion des Doppelspaltexperiments) ist mit 1; und 9 auch
a1 + fihs eine Wellenfunktion. Wir nennen dies das (naive) Superpositionsprinzip. Im Rahmen
der Diskussion der Superauswahlregeln kommen wir auf das Superpositionsprinzip zuriick.

ii) Aus der Normierungsbedingung (2.6),

/ &z (7 1) Y(,t) =1,
folgt: ¥ mufl quadratintegrabel sein, dann kann % so normiert werden, dafi die obige Bedingung
gilt.

D.h., die Wellenfunktionen bilden einen linearen Raum und miissen quadratintegrabel sein. Damit wird
das folgende mathematisches Modell nahegelegt: Bezeichnen wir

P()(T) = P(7,1),

so ist, fiir jedes ¢, ¥(t) ein Element des Hilbertraums der quadratintegrablen Funktionen® auf dem R3
mit dem Lebesgue-Mafl d3z:

P(t) € L*(R?,d%z) =M.

Die mathematische Struktur von #:

i) Seien ¥1,99 € H und «,8 € C. Dann ist auch atp; + Bs € H, d.h.: H ist ein komplexer
Vektorraum.

ii) Wir haben ein natiirliches Skalarprodukt in H: Fiir ¢, 1 € H definieren wir

(010} = [ dn @), (239)
Dies ist tatsdchlich ein Skalarprodukt, denn es gilt:

(¢ larpy + Be2) alo 1)+ B(6 |v2),
(o) = (vl8), (2.39)
(plp) > 0, (¢|p)=0=¢=0.

iii) H ist vollstindig im Sinne der Norm |[1)|| = (% [ )1/2, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert in H im
Sinne der Norm || - ||.

Damit ist H = L?(R3,d3z) in der Tat ein Hilbertraum.

Bemerkung 2.2
(i) Eine physikalische Interpretation hat nur die Funktion t)*%. Insbesondere sind 1 und e!®¢, o € R,
physikalisch #dquivalent, da die Transformation 1 — e'®y die Funktion 1*t) invariant lift. Die
durch diese Transformationen definierten Aquivalenzklassen in H heifien Strahlen in #H. Da fiir
Wellenfunktionen auBerdem (1 [¢p) = 1 gilt, sind die physikalisch relevanten Aquivalenzklassen
{¥(t)} Einheitsstrahlen im Hilbertraum. Wir nennen diese Gréfien reine Zusténde.

(ii) Nicht immer ist der Hilbertraum der Zustinde identisch mit dem L?(R3,d3x), aber der Zustands-
raum soll immer ein Hilbertraum sein.

3QGenauer gesagt, sind Elemente des Raumes Klassen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge vom Maf Null
unterscheiden
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Da wir es, wie eben bemerkt, mit verschiedenen Zustandsrdumen zu tun haben werden, geben wir die
abstrakte Definition des Hilbertraums an:

Definition 2.1 Ein komplexer Vektorraum H heiffit Prahilbertraum, falls eine Abbildung
(-]"Y:HxH—=C
mit den folgenden Eigenschaften existiert

(¢ |ahy + Bipa) (e |P1) +B(¢ [¢2),
() = (¥]o),
(plp) > 0, (¢lp)=0=¢=0,

fiir beliebige ¢, € H und o, f € C. Die Abbildung (- |-) heifit Skalarprodukt.
Sei ‘H ein Prahilbertraum. Man zeigt leicht, vgl. Hausaufgabe Nr. 9:

i) Es gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung

(¥ 1) P < (v [v){(o |o) (2.40)
fiir beliebige v, ¢ € H.
ii) Die Abbildung H > ¢ — ||| € R, definiert durch

]l s= ()2 (2.41)
ist eine Norm in H .

Damit hat man natiirlich eine Metrik

d(d, ) = (p— [p—1)? (2.42)

und die aus der Theorie der metrischen Rdume bekannten Begriffe von Konvergenz, Vollstandigkeit und
Dichtheit sind hier anwendbar.

Definition 2.2 Ein Prdhilbertraum (H, (- |)), der in der natiirlichen Norm (2.41) vollstindig ist, heifst
Hilbertraum.

Wir beschrinken uns im weiteren auf separable Hilbertriaume, (solche, fiir die eine abzihlbare dichte
Untermenge existiert).

Definition 2.3 Sei H ein Hilbertraum. Eine Familie {ex}yc, von Vektoren H heifit vollstéandiges
Orthonormalsystem oder orthonormale Basis, falls gilt:

i) (exlex) =0,
it) Gilt (1 lex) =0 fir alle X, so folgt ¥ =0.

Wir bemerken, dafl ein System von orthonormalen Vektoren zwangsldufig linear unabhéngig ist. Man
verschafft sich aus einer beliebigen Familie von linear unabhéngigen Vektoren ein Orthonormalsystem
durch die sogenannte Schmidtsche Orthonormierungsprozedur.

Satz 2.1 Sei H ein Hilbertraum.

i) Jedes Orthonormalsystem in H kann zu einer orthonormalen Basis vervollstindigt werden.
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ii) Sei{ex}yca eine orthonormale Basis. Dann gilt fiir jeden Vektor ¢ € H

Y= Z(e,\ [¥)ex (normkonvergente Summe), (2.43)
AEA

und

ol =D [Cen [0) 2. (2.44)

A€A

Sei, umgekehrt, > . p e |* < 00, ex € C, dann konvergiert Y-, . cxex zu einem Vektor in H.

Fiir separable Hilbertrdume ist A identisch mit der Menge N der natiirlichen Zahlen (oder einer Unter-
menge von N), d.h. im separablen Hilbertraum existiert eine abzihlbare orthonormale Basis.

Beispiele:

i)

ii)

Der C™ mit dem Skalarprodukt

n
(zly)=> zry=2aly.
k=1

Dabei bedeutet 7 = 2*7 die Hermitesche Konjugation (komplexe Konjugation und Transposition).
Offensichtlich ist die Standardbasis

(e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,0,...,1))

eine orthonormale Basis im Sinne der obigen Definition. Es gilt

n
T =2'e; = E z'e;,
i=1

fiir jeden Vektor x € C™.
Man zeigt: Alle endlichdimensionalen Hilbertraume sind zu C™ isomorph.
Der Raum [? der komplexwertigen Folgen = = {z1}re , mit der Eigenschaft

o0

Z|xk|2<oo.

k=1

Das Skalarprodukt in [? ist definiert durch

oo
(e ly) =) ziw
k=1

und die Vektoren
(e1=(1,0,...),e2=(0,1,...),...)

bilden eine orthonormale Basis. Damit ist der [? separabel.

Man zeigt: Alle unendlich—dimensionalen separablen Hilbertriume sind zum [? isomorph. (Die Be-
weisidee: Sei H ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis e,, . Wir definieren die Abbildung

Hop— {{en )} el?

Man zeigt leicht, dafl diese Abbildung wohldefiniert und surjektiv ist und daf sie das Skalarprodukt
invariant 148t. )
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iii) Der Raum L?(€2,dz), der quadratintegrablen Funktionen auf der (mefibaren) Teilmenge Q2 C R,
versehen mit dem Lebesgue-Maf dz . Fiir jedes ¢ € L%(£), dz) mufl gelten

/d:c|1/1|2 < 00.
Q

Wichtige Beispiele aus dieser Klasse sind:
a) der L%([0, 27}, dz), mit der Orthonormalbasis

{en(@)} = { \/12?6”“3} .

b) der L?(R!, dx) mit der Orthonormalbasis

(—1)" 1.2d" 2 (—1)" 1.2
— 2" —e TV = ——— 2" H,(2), 2.4
Von n!Trl/Qe dzn* Van n!ﬂl/ze @) (2.45)

wobei H,,(z) die Hermiteschen Polynome sind.

en(x) =

iv) Der zu Beginn des Abschnittes bereits diskutierte Raum L?(R",d"z).

Der Diracsche Bra—Ket—Formalismus: Wir schreiben fiir den Vektor ¢ im weiteren oft |¢)) und
nennen ihn dann Ket—Vektor. Sei H* = L(#H,C) der Raum der stetigen linearen Funktionale auf # .
Elemente aus H* heifen Bra—Vektoren, wir schreiben fiir sie (¢|. Wir erinnern den Leser an den

Satz 2.2 (Riesz/Frechet) Fiir jedes lineare, stetige Funktional I auf einem Hilbertraum H existiert ein
eindeutig bestimmtes Element ¢ € H, so dafs fir alle ¢ € H gilt:

W) = (¢ ¢).
D.h., die Abbildung (¢| : H — C ist definiert durch (¢|(v)) := (¢ |¢) . Die gleiche Bezeichnungsweise
verwenden wir auch fiir die Basiselemente e,,. Wir schreiben |e,, ) und mit (2.43) erhalten wir:
W)= (ex [¥)len) = lex){ex [¢0). (2.46)
k k

Wir fassen diese Diskussion zusammen:

Postulat I: Fin quantenmechanisches System wird beschrieben durch einen separablen Hilbertraum
H. Ein reiner Zustand des Systems wird, zu einem Zeitpunkt t, beschrieben durch einen Einheitsstrahl

{lo(2))} in H.

Fiir eine Vertiefung der in diesem Abschnitt behandelten mathematischen Sachverhalte verweisen wir den
Leser auf M.Reed, B. Simon, “Methods of Modern Mathematical Physics”, Teil I, Acad. Press.



Kapitel 3

Observable

In den letzten Kapiteln sahen wir, daf in der Ortsdarstellung der Ort & durch den Multiplikationsoperator
Z, der Impuls p’ durch den Differentialoperator ?V und der Hamiltonian durch f%A + V représentiert
wurden. Diese Operatoren wirken auf die Wellenfunktion ).

Fassen wir nun v (¢) als Vektor im Hilbertraum #H auf, so sind die obigen Operatoren lineare Operatoren
in H. Sehr oft sind solche Operatoren unbeschrinkt, doch zunéchst behandeln wir der Einfachheit
wegen:

3.1 Lineare, beschrinkte Operatoren im Hilbertraum
Definition 3.1 Sei A: H — H ein linearer Operator, d.h.:

A(ay + i) = adyp + BAY,,

fiir beliebige a, 8 € C. A heifst beschrdankt, falls eine reelle Konstante C' > 0 existiert, so daf fir alle
v € H gilt
[Ay]| < Cllp] - (3.1)

Bemerkung 3.1 .

Ist A beschrinkt, so ist A stetig und umgekehrt.

Beweis: Sei A beschréinkt. Wir betrachten eine beliebige, gegen Null konvergierende Folge {n}, ¥n e
0. Dann gilt [|A¢y|| < Clln| — 0, und damit auch Ay, — 0.

Sei, umgekehrt, A stetig. Angenommen, A ist nicht beschriankt. Dann existiert fiir jedes n ein Vektor v,
mit:

[ Al > nlltbnl|-
Fiir ¢, := % haben wir

1Al = A > 1.

_L
n|¢n||
Aber ||¢,|| = L, dh.: ¢, — 0. Dies ist ein Widerspruch. 0

n

Wir bezeichnen die Menge aller linearen beschréinkten Operatoren in H mit B(#) und diskutieren im
weiteren die Struktur dieser Menge:

(i) Offensichtlich ist die Linearkombination von linearen, beschrinkten Operatoren wieder ein linearer
beschrénkter Operator, d.h. B(H) ist ein komplexer Vektorraum.

35
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(i)

(iii)

iv)

KAPITEL 3. OBSERVABLE

Die kleinste Konstante C, fiir die (3.1) gilt, nennen wir die Norm von A und bezeichnen sie mit
| All. Man zeigt: || - || hat tatséichlich alle Eigenschaften einer Norm und B(#) ist vollstindig in
dieser Norm. Damit ist (B(#),+,| - ||) ein Banachraum. Aus der Definition der Norm folgt
[AP] < (Al , also

- .
HA < JI4].
1%l
Damit erhalten wir eine dquivalente Definition der Norm:
JAl|= sup [ Ay. (3.2)
YEH,||]|=1

Offenbar gilt o . R
[A- Bl < [|A]l-[|B]l.

Daraus folgt: Sind A, B € B(H), dann ist auch A- B € B(H), dh.: (B(H),+,| - |,-) ist eine
Banachalgebra. Wir bemerken: i.a. ist A-B# B - A.

Definition 3.2 Seien A,B € B(H). Der Kommutator der Operatoren A und B ist definiert
durch

|]=A-B-B-A.

[l

[4,
Satz 3.1 Sei A € B(#H). Dann ezistiert genau ein Operator At e B(H), so daf gilt:
(¢ |Av) = (A6 |y) Vo, eN. (3.3)

(Dieser Satz ist eine einfache Konsequenz des Satzes von Riesz.) Die Operation T heiflt Hermitesche
Konjugation und A" heifit zu A adjungierter Operator.

Beispiel: Wir betrachten das Beispiel H = (C", (- |-)) aus Abschnitt 2.6. Sei A € B(#) und
bezeichne A,,, die Matrix von A beziiglich der Standardbasis {e,,} in C™. Dann gilt:

Apm = (en |flem> = (/ﬂen lem ) = (em |ATen>* = (AT)*

mn

also
(AT)mn = A;m .

Wir sehen, dafl T in diesem Falle identisch mit der Operation der Hermiteschen Konjugation von
Matrizen ist.

Der T-Operator hat die folgenden Eigenschaften, vgl. Hausaufgabe Nr. 11:

At = A — involutiv
|AT| = || 4] — isometrisch
(B . A)T = At Bt — antimultiplikativ
A+ uB) = AT+ *BY | A pecC — antilinear
|ATA| = ||A|? — C*-Eigenschalft .
Wir fassen zusammen:
(B(H), +, - 1,1,

hat die Struktur einer Banachschen x-Algebra mit Einselement und obige C*—Eigenschaft macht aus
B(H) eine C*-Algebra mit 1. Dies ist das mathematische Standardmodell fiir eine Observablen-
Algebra.
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Wichtige Klassen von Operatoren:

i

ii)

iii)

iv)

Selbstadjungierte Operatoren:

A=At
Beispiel: fiir (C”, (- |-)) folgt: (A"),n, = A%, = Apn, also ist A eine Hermitesche Matrix.

Positive Operatoren:

(¢ |A)>0 VpeH.

Man zeigt: Jeder positive Operator ist selbstadjungiert. Auf dem C™ entsprechen die positiven
Operatoren den positiv definiten Matrizen.

Unitére Operatoren:

U'U=1 ud UU' = 1,
d.h. unitdre Operatoren erhalten das Skalarprodukt (und damit auch die Norm) und sind
Vektorraum-Isomorphismen. Thre Operatornorm ist 1. Man zeigt: Ist U beschrinkt und erfiillt
U die Bedingung UT = U~!, dann ist U unitér. Dies liefert eine fquivalente Charakterisierung von

unitéiren Operatoren. Auf dem C" entsprechen die unitdren Operatoren den unitéren Matrizen.

Projektionsoperatoren:

Sei F' C H ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes H und sei
FL={ycH:(g|p)=0, firalle ¢cF}
der zu F' orthogonale Teilraum. Jeder Vektor 1 € H hat eine eindeutige Zerlegung
Y=Y+,

mit ¢ € Fund ¢, € F+ . Wir definieren den linearen Operator Pr: H — F durch

ppi/) = 'I/JH .

Pr heift orthogonaler Projektor auf den Teilraum F. Offensichtlich ist Pp beschriinkt: Da
(¢ [¥1) = 0 gilt, folgt

(¥ 1) =191 = lluyll” + el
also (|92 = [ Proll* < 91> Mit [|Pre]| < || Prlll|¢] erhalten wir
|Prll <1
Man zeigt: Pr ist selbstadjungiert, idempotent und positiv,
Pl =Pp, PL=Pp. Pr>0.
Umgekehrt ist jeder lineare, beschrinkte, selbstadjungierte und idempotente Operator P ortho-

gonaler Projektor auf einem Teilraum F C H . Weitere wichtige FEigenschaften von orthogonalen
Projektoren sind in Hausaufgabe Nr. 12 zusammengefafit.



38 KAPITEL 3. OBSERVABLE

3.2 Erwartungswerte von Observablen

Wir kénnen jedem A € B(H), fiir jeden gewiihlten Zustand ¢ € A , die folgende (i. a. komplexe) Zahl
zuordnen:

A (A)y = (¢ [Ay). (3.4)

Wir bemerken, dafl (/1 )y genau dann reell ist, wenn A selbstadjungiert ist:
(AY = (v [Ayp) = (Ay )" = (¢ |Ap) = (A), .

Ist A selbstadjungiert, dann nennen wir </1 )y den Erwartungswert der Observablen A im Zustand Y.
Wir bemerken, dafl (A), nur vom reinen Zustand, definiert durch 1, abhéngt, also invariant unter der
Transformation 1 — e!® ist.

Beispiel:

(i) Es seien # = L?(R3 d®z), D C R? eine beliebige (meBbare) Untermenge und Ep der Projektor
der Ortsmessung, definiert durch:

wobei x(Z) die charakteristische Funktion von D ist,

L _ [0 #¢D
X(x){1 fzp

Offensichtlich ist Ep ein orthogonaler Projektor. Uberpriifen Sie dies! Wir berechnen den Erwar-
tungswert von Ep im Zustand :

(Ep)y = (6 1Bpw) = [ (@) (@) v(.1)
— [ @z,
D

Wir sehen, dafl der Erwartungswert des Projektors der Ortsmessung gleich der Wahrscheinlichkeit
ist, daf} sich das Teilchen im Gebiet D befindet.

(ii) Allgemeiner, sei f (:%) ein beschréankter Multiplikationsoperator, (z.B. habe die Funktion f kompak-
ten Tréger). Dann gilt:

U@ = [ @ov@o @) e, (3:6)

d.h.: der Erwartungswert des Operators f (i) fillt zusammen mit dem statistischen Mittelwert der
Funktion f(Z).

Achtung: ¥ selbst kann man vorldufig noch nicht einsetzen, da Z ein unbeschriinkter Operator ist.
Dazu kommen wir spéter.

Diese Betrachtungen legen folgende Postulate nahe:

Postulat II: Jede physikalische Grifle (Observable) eines quantenmechanischen Systems wird durch
einen linearen, selbstadjungierten Operator auf dem Hilbertraum dieses Systems beschrieben.

Postulat III: Sei ein quantenmechanisches System im reinen Zustand, der durch ¢ € H reprisentiert
wird. Fihrt man an dem System die Messung einer Observablen A sehr oft aus (und ist das System vor
jeder Messung im Zustand ), so ist der Mittelwert der Meflergebnisse gegeben durch den Erwartungswert
von A:

(A)y = (v |Ay) (3.7)
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Achtung: Zunichst gilt noch die Einschrinkung auf beschridnkte Operatoren, diese wird aber spiiter
aufgehoben.

Bemerkung 3.2
(i) Wir betonen, dafl der Erwartungswert nicht etwa der mit grofiter Wahrscheinlichkeit zu erwartende
MeBwert ist. Es kann sogar sein, dafl dieser Wert nie gemessen wird, dazu spéter mehr.

(ii) Offensichtlich ist der Operator Py, = |4 ) (1|, definiert durch
Pylo) =){v 6),

genau der Projektor auf den eindimensionalen Unterraum, aufgespannt durch . Sei |¢ ) ein Vektor
aus dem orthogonalen Komplement von |1 ), dann gilt:

Pylo) =) (v |¢) =0

Pyly =) (v 1) = 1)
D. h. , die Messung der Observablen Pw entspricht der Frage: “Ist das System im reinen Zustand
[tp)?” Als Antwort erhalten wir entweder ein “Ja” (Eigenwert 1) oder ein “Nein” (Eigenwert 0).

pw heifit statistischer Operator des reinen Zustandes 1. Der tiefere Grund dieser Terminologie:
Sei {ey} eine beliebige orthonormierte Basis in H. Dann gilt

ZP’C = Z|€k><ek| =1,
k k
denn |e;) = >, |ex )(ex |e;) . Damit folgt:
(0 1Aw) = S(w [Aer)(ex [6) = S (en 163w [Aer) = S (en [Py Aer).
k k k

Bezeichnen wir, wie im endlich-dimensionalen Fall, Tr B = > orler |Bey) (Spur von B), so ergibt
sich:
(¢ |A¢) = (A)y = Te(PyA). (3:8)

Spéter wird diese Formel auf natiirliche Weise auf gemischte Zusténde verallgemeinert.

(iii) Wir berechnen den Erwartungswert von Py im Zustand |¢ ):

(Py)o= (¢ 1Pyo) = (& [W){¥ |6) = (v |¢) >

Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ sich das System nach der Messung im Zustand |¢))
befindet, wenn es vorher im Zustand |¢ ) war. Deshalb nennen wir diese Gréfie auch Ubergangs-
wahrscheinlichkeit.

Wir werden spater, insbesondere im Rahmen der Diskussion der Zeitentwicklung, auf die Berech-
nung solcher Ubergangswahrscheinlichkeiten eingehen.

3.3 Streuung einer Observablen und Unschérferelation

Wir verallgemeinern den Begriff der (fiir Ort und Impuls bereits eingefiihrten) mittleren quadratischen
Schwankung;:

Definition 3.3 Die Streuung Awfl einer Observablen A ist definiert als die quadratische Abweichung

vom Mittelwert (A )y der MefSergebnisse:
(A A) = (l(A = (A)y) ) = 1A = (A))wll. (3.9)
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(A¢A) beschreibt die “Unschiirfe” einer Messung, in Analogie zur Interpretation der mittleren quadrati-
schen Schwankung von Ort oder Impuls. Wir berechnen:

(WA~ (A)y) I0) = (W](A% — 2(A)y A+ (A)3)|0)
2

= (Y| A%) — 2(A)Z + (A)]
= (Y| A% — (Y| Alp)?,
d.h. es gilt: R R R
(A¢A)2 = (A? Yo — <A)i. (3.10)

Seien A und B Observable. Wir definieren A’ = A — (A),, -1 und B’ = B — (B),, - 1 und betrachten
folgende quadratische Form in der reellen Variablen A:

QM) = (A" +ixB")yy?
= (Y|(A —iAB)(A' +irB)|p)
= N (@|B2) + MP|i[A, B 1) + (| A%[) .

Offenbar gilt
Q@A) =0.

Aus [A/, B'] = |A, B] folgt
QM) = N(AyB)? + MY[i[A, Bl [0) + (A4 4)* > 0,

. AT P
fiir alle A € R. Aulerdem bemerken wir, daf§ (¢)|i[A, B] |[¢) reell ist, denn (i[A,B]) = i[A, B]. Daraus
folgern wir wieder, wie in Abschnitt 2.4,

(WIilA, B][¢)? — 4(AyB)* (AyA)* <0,

also

(8 A)(ByB) > 5 W4, B] 19)] (3.11)

Dies ist die allgemeine Unschérferelation fiir beschréinkte, selbstadjungierte Operatoren.

Wir sehen, daf} es i. a. unméglich ist, zwei Observable Aund B , die nicht kommutieren, gleichzeitig genau
Zu messen.

Achtung: Es kann trotz der Annahme [A, B] # 0 Zusténde (gemeinsame Eigenfunktionen) geben, in
denen beide Observable exakt mefibar sind. Nur darf kein vollstdndiges Orthonormalsystem aus solchen
Zustinden gebildet werden konnen, denn dann wiirden die Operatoren vertauschen, siehe spiter.!

Wir fragen uns, ob aus (3.11) die frither hergeleitete Orts—Impuls—Unschérferelation folgt. Dazu
miissen wir fiir einen Moment das Gebiet der beschridnkten Operatoren verlassen, denn & und p sind
unbeschrinkt. Eine exakte mathematische Definition dieser Operatoren wird in Abschnitt 3.5 gegeben.
Wir berechnen in der Ortsdarstellung

&, Dy = <1'i?6j - ?aﬂi) b= ? {Iiaﬂ/f -

8xl~
T

h
3 P — JCz'aﬂ/f} = *Y(;iﬂ/h

J

wobei ¢ € S(R?) C L?(R3) genommen wird?. D.h.:

[i, ;] = 1hd;;1. (3.12)

1Ein tiefere Diskussion findet man bei J. v. Neumann, Abschnitt I11.4.
2S(R3) ist der Schwartzraum. Er ist dicht in L?(R3) und & und p sind auf S(R?) wesentlich selbstadjungiert, siche
Abschnitt 3.5
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Hierbei steht 1 fiir die Identitéit auf dem Raum S(R?). Dies sind die Heisenbergschen Vertau-
schungsrelationen. Setzen wir (3.12) in (3.11) ein, so erhalten wir in der Tat die Heisenbergsche
Unschérferelation:

h
2

(Ayis)(Aypj) > 50ij -

Bemerkung 3.3

(i)

(iii)

(iv)

Wir fassen (3.12) als abstrakte Relation auf und fragen, ob man diese durch endlich-dimensionale
Operatoren, d.h. Matrizen in einem endlich-dimensionalen Hilbertraum, realisieren kann. Wenn
(3.12) durch auf dem C™ wirkende Matrizen realisierbar wire, wiirde gelten:

0 = Tr(z;p;) — Tr(pjx;) = ihd;;n.
Dies ist offenbar ein Widerspruch, die Antwort lautet also “nein”.

Man zeigt, vgl. Hausaufgabe Nr. 13, dafi die Heisenbergsche Vertauschungsrelation (3.12) nicht
durch beschrinkte, lineare Operatoren Z und p realisiert werden kann. (Dazu nimmt man an,
die Relation sei durch beschrinkte Operatoren realisiert und fiihrt diese Annahme ad absurdum.
Hierzu zeigt man die Identitét:

&"p — pa™ = nihg" !

und betrachtet die Norm der Operatoren auf beiden Seiten der Gleichung.)

Wir sehen, dafl man die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen nur mit Hilfe von unbeschrénkten
Operatoren erfiillen kann. Damit treten Fragen nach dem Definitionsbereich auf, siehe spéter.
Insbesondere mufl man definieren, was es heifit, dafl zwei unbeschrénkte Operatoren kommutieren.
Aus diesen Griinden ist es sinnvoll zu fragen, ob eine “Umformulierung” von (3.12) mit Hilfe von
beschrinkten Operatoren existiert, so dal man daraus (3.12) (durch Differenzieren) wiederfindet.
Eine solche Formulierung gelingt mit Hilfe der sogenannten Weyl-Operatoren:

K>

i, - N i .
—>exp(h§-f) und ﬁ—>exp<hf'-]3>, 7,5 € R3.

Fiir diese gelten die Weyl-Relationen:

. PN o2\, i, i(g_#q)ﬁ
X —_r . X —8 - X —_ . = ex —
pgrp)exp| 5 T )exp | —prp exp | (T +7)5)
vgl. W. Thirring Abschnitt 3.1.

Wir bemerken, daf} fiir das Observablenpaar von Ort und Impuls die klassische Poissonklammer
laut (3.12) in den quantenmechanischen Kommutator (dividiert durch %) iibergeht. Dies wird in
manchen Lehrbiichern als “Diracsche Quantisierungsvorschrift” auf beliebige Observablenpaa-
re verallgemeinert, ist aber falsch. Hausaufgabe Nr. 14 soll dies illustrieren: Wir betrachten den
Raum £ der reellen Linearkombinationen der Operatoren 1, %, p, 42, p? und %(iﬁ -p+p-1), wobei &
und p die Heisenbergsche Vertauschungsrelation (3.12) erfiillen sollen. Indem man (&, p) durch das
klassische Variablenpaar (x,p) ersetzt, erhiilt man aus jedem A € £ ein (hochstens) quadratisches
Polynom P in den klassischen Variablen.

a) Man zeigt, daB fiir 4, B € £ gilt: 1[A, B] € L.
b) Man zeigt: .
i
—[A.B c _ Acl Bcl
h[ ) } { ) } )
wobei {-, -} die klassische Poissonklammer bezeichnet.

¢) Man findet Beispiele, fiir die diese Formel versagt.
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(Das Problem soll auf rein algebraischem Niveau, d.h. unter Ausblendung von Bereichsfragen fiir
unbeschrinkte Operatoren, betrachtet werden.) Diese Aufgabe illustriert ein bekanntes Theorem
von van Hove, dem zufolge die kanonische Quantisierung nicht fiir beliebige Funktionen auf dem
Phasenraum gilt.

Abschlielend fragen wir uns, wann die Streuung einer Observablen Null ist, d.h., wann diese “scharf”
gemessen wird? Dazu muf} gelten:

(AypA)? = |I(A = (A)yl* =0,

also (A — (A))Y =0, bzw.
Ay =(A), . (3.13)

D.h., befindet sich das System in einem Eigenzustand des Operators /1, so ist eine exakte Messung
(ohne Streuung) moglich.

Aber: Ist H ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum, dann spannen die Eigenvektoren eines Operators
A im Sinne von (3.13) den Hilbertraum # i.a. nicht auf. Um dies genauer zu verstehen, miissen wir uns
mit dem Begriff des Spektrums selbstadjungierter Operatoren befassen. Dieser Problematik wenden wir
uns jetzt zu.

3.4 Das Spektrum beschrinkter selbstadjungierter Operatoren
und Eigenfunktionenentwicklung

Unsere Strategie ist es, zunéchst den aus der linearen Algebra bekannten Spektralsatz fiir Hermitesche
Matrizen so umzuformulieren, dafl er sich auf natiirliche Weise auf den Fall von selbstadjungierten Ope-
ratoren im unendlich—dimensionalen Hilbertraum iibertragen ldsst. Nur der Begriff des Spektrums wird
bei diesem Ubergang komplizierter. Unter Verwendung des Spektralsatzes werden wir in der Lage sein,
Postulat III tiefer zu verstehen.

Die in diesem Abschnitt nicht gelieferten Beweise mathematischer Sachverhalte kann man bei Reed /Simon
finden.

3.4.1 Der endlich-dimensionale Fall

Sei H = C", versehen mit dem natiirlichen Skalarprodukt (z |y) = 2Ty, und sei A : % — # ein linearer
Operator. Dann ist
Az = Mz (3.14)

das Eigenwertproblem fiir A, mit A als Eigenwert (EW) und z als Eigenvektor (EV).
Sei A selbstadjungiert.? Dann gilt

Ml = (2 |Az) = (Az |z) = (z |[Az)" = A"|z|?,

also A = A*. D.h.: selbstadjungierte lineare Operatoren haben reelle Eigenwerte. Aus dem Algebra—
Kurs ist bekannt, dafl die Eigenwerte durch Losen der charakteristischen Gleichung

det (A - )\1) ~0 (3.15)

bestimmt werden. Wir bemerken: Gleichung (3.15) ist dquivalent zu der Aussage, daffi A — A1 nicht
invertierbar ist.

3in einer Basis, wie wir wissen, reprisentiert durch eine Hermitesche Matrix.
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Definition 3.4 Die Menge
o(A) = {NeR': (A — A1) ist nicht invertierbar}
heifst Spektrum des selbstadjungierten linearen Operators A.

Wir sehen, daf fiir den Fall H = C™ das Spektrum a(/l) mit der Menge der Eigenwerte von A identisch
ist.

Satz 3.2 (1. Version des Spektralsatzes) Sei (H = C", (- |-)) und A : H — H ein linearer selbst-
adjungierter Operator. Dann gilt

H= P Hx, (3.16)

)\EO‘(A)

wobei Hy = {x € H : (A — A1)z =0} der Eigenraum von A zum Eigenwert A ist. Insbesondere existiert
eine orthonormale Basis in H, gebildet aus den Figenvektoren von A.

Im allgemeinen ist ein Eigenwert A entartet. Dann gilt natiirlich dim #, > 1. Man nennt die Dimension
my = dim H) die Vielfachheit des Eigenwertes A und schreibt mitunter genauer

H= P H*.

A€o (A)

Nach Konstruktion sind die Eigenrdume 7, invariant unter Aund A wirkt auf ihnen durch skalare
Multiplikation mit A. Bezeichnen wir den orthogonalen Projektor auf H, mit Py, dann gilt wegen (3.16)

Y h=1. (3.17)
A

Es folgt
Az = A <Z }x) ZZAA)\ZC:Z)\A)\LL',
A A A

fiir beliebige x € H. Damit erhalten wir

A=>"APy. (3.18)
A

Dies ist die Spektraldarstellung von A.
Im weiteren werden wir oft eine orthonormale Basis von Eigenvektoren wéhlen und diese folgendermafien
bezeichnen:

{INa)}, a=1,2,...,m,.

Dann gilt fiir alle x € H:

) =" [ha)( halz). (3.19)
D"

Dies ist die Eigenfunktionenentwicklung von = € H beziiglich A. Wir bezeichnen x5 o = (\;a |z).
Dann gilt:

Pylz) = Zx,\7a\)\;a>.

Damit erhalten wir

Alz) :ZAPA |) sz,\,a/\|)\70¢> .
A Ao

Im weiteren bezeichnen wir die Eigenwerte von A mit \;, wobei

A <A <-n <Ay
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gelten soll. Wir werten Postulat III mit Hilfe der Spektralzerlegung aus:

(Ayy = (v |Ay) = me 1Py v) = ZAi||PAiwll2-

Da 3, Py, = 1 gilt, ist 3,(4 |Py, ¢) = 1. Da Py, ein Projektor ist, gilt auch 3, [|Py,9|? = 1, d.h.:
{||]5,\1 1/)||})\ A ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Gleichung
i€o

(A)y = DAl vl? (3:20)

besagt:
1. Es werden die Eigenwerte von A gemessen.
2. Der Eigenwert \; wird mit der Wahrscheinlichkeit ||Py,1]|> gemessen.

3. Ist das System im Eigenzustand v, dann wird der Eigenwert A, der zu 1 gehort, gemessen .
Definition 3.5 Sei A ein selbstadjungierter Operator in H = C™ . Wir definieren fir alle A € R

Ex= Y P,. (3.21)
i <A
A € o(A)

Die Familie {EA'A} von linearen Operatoren heifit Spektralschar von A.
Offensichtlich hat die Spektralschar folgende Eigenschaften:

Bemerkung 3.4 K
i) Als Summe von orthogonalen Projektoren auf paarweise zueinander orthogonale Teilrdume ist F)
fiir jedes A ein orthogonaler Projektor.

ii) Es gilt E\ < Eu’ falls A < p, vgl Hausaufgabe Nr. 12.

iii) Fiir geniigend kleine A (A kleiner als der kleinste Eigenwert) ist E\ = 0. Fiir geniigend groBe A (A
grofer als der grofite Eigenwert) ist E) = 1. Wir schreiben

slim By =0 und slimFEy\=1. (3.22)
A——o00 A—o0

Dabei bezeichnet s-lim den sogenannten starken Limes: Eine Folge A; von Operatoren konvergiert

im starken Sinne gegen A, falls ||A;z — Az|| — 0 fiir alle 2 € H gilt.

iv) E) ist (als Funktion von \) fast iiberall konstant, nur an den Punkten A = \; gibt es Sprungstellen.
E, ist aber von rechts stetig:
s—lim E)\+5 = EAB\ VA eR.
e—0
Bemerkung 3.5
(i) Die zugehorige Spektralfunktion ist definiert durch

op(N) = (¢ |[Exv) = |Exvl?, veH, v =1.

Offensichtlich ist oy nicht-negativ und monoton wachsend. Sie hat Sprungstellen bei A = A; und
ist von rechts stetig (siehe Abb. 3.1).
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Jouw .
*———0O
———o
——0
*—oO
)\mln }\max A

Abbildung 3.1: Die Spektralfunktion oy ()

(ii) Eng verkniipft mit der Spektralzerlegung ist der Funktionalkalkiil fiir Operatoren auf H. Man
zeigt, dafl die folgende Definition fiir eine beliebige reell-wertige Borelfunktion sinnvoll ist:

) :=> " f(\) Py
A

Wir nennen f (/i) Operatorfunktion von A definiert durch f.

(iii) Wir driicken A durch seine Spektralschar aus:

(6 Av) =T N(0 181, ¥) = /dmm 2) (6 1Py, )

/d)\>\25 (A=) (¢ \p,\ﬂ/ﬁ:/d)\)\* {29 A=) (¢ |P, 1/J>}

/dM (¢ |Exts).

Wir schreiben dafiir symbolisch:
A :/ AdE) . (3.23)

Aus Bemerkung 3.4 ist klar, daf3 sich dieses Integral iiber das Spektrum a(/l) erstreckt.

Damit kénnen wir den Spektralsatz folgendermafien formulieren:

Satz 3.3 (2.Version des Sepktralsatzes) Sei (H = C",(-|-)) und A ein linearer selbstadjungierter
Operator in H. Dann existiert eine (eindeutig bestimmte) Spektralschar {E\}, A € R, so daf

A:/ AdE, .

gilt. Umgekehrt definiert jede Spektralschar auf H einen beschrinkten, selbstadjungierten Operator.

Definition 3.6 Sei A ein selbstadjungierter Operator in H = C™ und sei {Ek} seine Spektralschar. Fir
jedes Intervall A =]\, N'] C RY definieren wir den folgenden Projektor:

E(A):=Ex—Ex= Y P (3.24)
A <N

Die Familie {E(A)} heifit projektorwertiges Maf3 oder Spektralmaf des Operators A .
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Die Definition (3.24) kann man natiirlich auf beliebige Borelmengen ausdehnen, die Details fithren wir
hier nicht aus. Wir sehen aus (3.24), dafl

E(A) = xa(A) (3.25)

gilt. Dabei bezeichnet xa die charakteristische Funktion von A . Ist das Spektralmafl gegeben, so rekon-
struieren wir natiirlich die zugehorige Spektralschar:

Ex=E(]—-00,)]). (3.26)

Bemerkung 3.6
Die Familie {E(A)} hat folgende Eigenschaften:

(i) Fiir jedes A ist E(A) ein orthogonaler Projektor.

(i) Es gilt £() = 0 und es existiert ein (hinreichend grofies) Ao, so dafi E(Ag) = 1 gilt. Wir wihlen
Ay so, dal das gesamte Spektrum in Ay liegt. Dies liefert nach (3.21):

E(Ag)= > Py, =1.

(iii) Sei A = ngl A, mit A, NA,, =0, fiir alle n # m. Dann gilt

N
E(A) =) _E(A,). (3.27)
n=1

Diese Gleichung bleibt auch richtig fiir N — oo, also fiir eine immer feinere Einteilung des Intervalls.
(iv) Offenbar gilt fiir beliebige Paare (A1, Ag) von Borelmengen:

EAlmAQ - EAI : EAQ . (3.28)
Damit erhalten wir noch eine andere Version des Spektralsatzes:

Satz 3.4 (3. Version des Spektralsatzes) Zu jedem selbstadjungierten Operator im endlich—
dimensionalen Hilbertraum gehort ein (eindeutig definiertes) projektorwertiges Mafl und, umgekehrt, de-
finiert jedes projektorwertige Maf$ eindeutig einen selbstadjungierten Operator.

Wir werten Postulat IIT in Termen des projektorwertigen Mafes aus: Es gilt, fiir A =]\, X],

IEQ)9l> = > [Pl (3.29)

A< <N

Dies ist offenbar die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A im Zustand | ) Werte aus dem Intervall A annimmt.
Liegt das Intervall aulerhalb des Spektrums, so ist diese Wahrscheinlichkeit Null.

Beispiel: Sei # = C?, der Hilbertraum fiir den Spin des Elektrons (siche spiter). Der Spinoperator ist

definiert durch
="z
=57,

wobel & = (01, 02, 03) die Pauli-Matrizen bezeichnet. Wir betrachten als Operator A die z-Komponente

des Spins
a4 _h _Rh{1 0
A:SZ—20'3—2(0 _1>
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a) Die Eigenwerte: det(S, — A1) =0, also A\ o = +h/2.
b) die zugehorigen Eigenvektoren: e; = ((1)) und es = ((1))
c¢) Ein beliebiger normierter Vektor in dieser Basis: 1 = z1e1 + 22e2, mit |21 |2 + |22 |2 = 1. Also gilt

C*=V10Vy, Vig={C-e1s}.

d) Die Spektraldarstellung von S.:

. i - R\ - . A 1 0 ~ 0 0
SZ2P1+(2>P2 mit Pl(o O>,P2<0 1>

e) Der Erwartungswert im Zustand ¢ = z1e1 + 2zes:

<SZ>¢=<zr,z;>{fj(}) 0) =5 (o ‘f)}(j;)%(vlﬁ—w)-

Dieser liegt i.a. nicht im Spektrum, aufler fiir den Fall, dass ¢ Eigenvektor ist:

flir ¥ =-e
fir ¢ =ey.

SIS ST

80 = {

3.4.2 Der unendlich—dimensionale Fall

Sei nun (H, (- |-)) ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum und A ein beschrinkter selbstadjungierter
Operator. Dann iibertréigt sich der Spektralsatz sinngeméfl, aber der Begriff des Spektrums ist kompli-
zierter. Wir diskutieren also zunéchst die Verallgemeinerung dieses Begriffs.

Definition 3.7 Sei A ein (nicht unbedingt selbstadjungierter) beschrinkter Operator in H.

1. Die Resolventenmenge g(fl) des Operators A ist genau die Menge der komplexen Zahlen X, fir
die der Operator A1 — A bijektiv ist und ein beschrinktes Inverses besitzt. Der Operator

Ry(A) = (A1 - A)~!
heifst Resolvente von A.
2. Das Spektrum von A st definiert durch
o(A):=C\ o(4). (3.30)
3. Die Zahl \ heift Eigenwert von A zum Eigenvektor 1 € H, falls gilt
A = .
Man zeigt, dafl die Resolventenmenge offen ist. AuBerdem gilt fiir beschrinkte Operatoren: Ein bijek-
tiver Operator besitzt automatisch ein beschrinktes Inverses, d.h. in diesem Fall ist die entsprechende

Forderung in der obigen Definition redundant.

Satz 3.5 Sei A ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator. Dann gilt:
1. o(A) CcR'.

2. SUDy ¢, (A) A =4 .
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3. Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.
Aus Definition 3.7 lesen wir ab, da$ fiir A € o(A) folgende Fille unterschieden werden kénnen:

a) Sei A1 — A nicht injektiv, also ein Operator mit nichttrivialem Kern, d.h. es existiert ein Vektor
¢ € H mit (A1 — A) = 0. Damit ist A ein Eigenwert von A .

b) Sei A\1 — A zwar injektiv, aber nicht surjektiv. Solche A gehéren zum Spektrum, sind aber keine
Eigenwerte.

Definition 3.8 Die Menge aller Eigenwerte von A heifst Punktspektrum von A und wird mit ap(fl) C
o(A) bezeichnet.

Beispiel: Sei # = L?([0,1],du). Wir betrachten den Multiplikationsoperator Z fiir verschiedene Mafle
dp:
a) Sei p(z) =Y i, 6(x — ;) (Summe von Dirac-MaBen). Dann ist das Skalarprodukt gegeben durch:

(9 |6) = /dxé 2= N (@) 6(2) = 30T 60N

Offenbar wird durch die Wahl des Mafles vermdge der Abbildung

der Hilbertraum H = L?([0,1],du) mit dem endlich-dimensionalen Hilbertraum (C", (- |-)) (iso-
metrisch) identifiziert. Wir betrachten den Multiplikationsoperator # auf H = L2([0, 1],du). Sein
Erwartungswert ist

-3 [ et nywu Z%ﬁ A).
Unter obigem Isomorphismus wird & also folgendermaflen représentiert:

JAHZ} = (Aﬂ/}()\l), BRI )‘n’l/)(kn)) 9

d.h. & wirkt im C™ als diagonale Hermitesche n x n—Matrix mit Eigenwerten {\;}. Der Multipli-
kationsoperator & hat also in diesem Falle ein reines Punktspektrum.

b) Wir wihlen das Lebesgue-Maf p, auf [0,1]. Dann ist das Skalarprodukt gegeben durch:

(0 |¢>:/dxw*(x)¢<x>-

Betrachten wir nun das Eigenwertproblem von &, (x — A) () = 0, so ergibt sich ¢ (z) = 0, fiir
alle Punkte = # A. Da ein Punkt das Maf Null hat, folgt ) = 0. Es existiert also kein nichtrivialer
Eigenvektor und damit ist das Punktspektrum von Z leer. Der Operator & — A1 ist zwar auf seinem
Bild invertierbar, aber nicht surjektiv. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf fiir jedes A € [0, 1]
Funktionen 1 existieren, so dafl + — fol (x) nicht quadratintegrabel ist. Damit haben wir in
diesem Falle ein rein kontinuierliches Spektrum,

O—(‘%) = UC( ) [0 1]

¢) Wir wihlen pu(z) = pr(z)+0(x—x0), also eine “Uberlagerung” der beiden bereits diskutierten Fille.
Dann erh#hlt man ein kontinuierliches Spektrum mit eingelagertem Punktspektrum (bestehend aus
T =xp).
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I I

-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0

Abbildung 3.2: Im Bereich [—2, —1) gibt es unendlich viele isolierte Eigenwerte, im Bereich [—1, 0) sind unendlich
viele EW eingelagert in das kontinuierliche Spektrum [—1, 00).

Der Begriff des kontinuierlichen Spektrums wird im weiteren noch priizisiert.

Bemerkung 3.7
Beispiel ¢) tritt in physikalisch relevanten Anwendungen auf, z.B. beim Heliumatom, siehe 2. Semester
und Abb. 3.2.

Es zeigt sich, daf sich die im letzten Abschnitt angegebenen Versionen des Spektralsatzes auf den
unendlich—dimensionalen Fall sinngem#fl iibertragen: Zunichst beweist man, dafl das Diagonalisieren
von Hermiteschen Matrizen verallgemeinerbar ist:

Satz 3.6 (1. Version des Spektralsatzes) * Sei A ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator im
Hilbertraum H . Dann existiert ein Raum M mit endlichem Maf dX, eine mefbare, fast iberall beschrinkte
Funktion M > X+ a(\) € R und ein unitirer Operator F': H — L*(M,d\), so daf gilt:

(ﬁAF-l f) (\) = a(\)F(N). (3.31)

Bemerkung 3.8

Der Raum (M, d)) ist nicht kanonisch gegeben, man kann ihn auf verschiedene Weisen wihlen. Er kann
aber immer als Vereinigung von n Kopien des R! realisiert werden, n = 1,2,... oder co. Hat A ein
rein diskretes Spektrum, so iibertrigt sich auch die Eigenfunktionenentwicklung (3.19). Liegt dagegen
ein kontinuierliches Spektrum vor, so gilt eine solche Entwicklung nur noch in einem verallgemeinerten
Sinne. Damit befassen wir uns im néchsten Abschnitt.

Um zur 2. Version des Spektralsatzes zu kommen, erhebt man nun die in Bemerkung 3.6 gefundenen
Eigenschaften des Spektralmafies zu Axiomen und definiert damit diesen Begriff im allgemeinen Fall:

Definition 3.9 Sei H ein Hilbertraum. Eine Familie { E(A)} von orthogonalen Projektoren, wobei A C
R! alle Borelmengen durchliuft, heifit projektorwertiges Mafs, falls gilt

(i) E(0) =0 und es existiert eine Borelmenge Ag, so daff E(Ag) =1 gilt.
(ii) Sei A =Jo—; Ay mit A, N A, =0, fiir alle n #m. Dann gilt

N
E(A) =5 —limy o »_ E(A,). (3.32)

n=1

Die Eigenschaft iv) aus Bemerkung 3.6 kann man aus dieser Definition beweisen. Wie im endlich—
dimensionalen Fall hat man eine eineindeutige Beziehung zwischen Spektralmafl und Spektralschar,
vgl.(3.24) und (3.26). Fiir vorgegebenes Spektralmaf setzt man also wieder

Ey=E(]-00,). (3.33)

Man zeigt, daf3 die so definierte Familie {EA} tatséichlich alle Eigenschaften aus Bemerkung 3.4 hat. Nun
beweist man

4siehe [Reed/Simon], Bd. I, Satz VIL.3 und Folgerung
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Satz 3.7 (2. bzw. 3. Version des Spektralsatzes) ° R
Sei A € B(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig definiertes Spektralmafs {FE(A)}, so dafl

A :/ AdEy, . (3.34)
gilt. Umgekehrt definiert jedes Spektralmaf eindeutig einen selbstadjungierten, beschrdnkten Operator in

H.

Bemerkung 3.9
(i) Natiirlich erstreckt sich das Integral (3.34) wieder iiber das Spektrum,

A:/ )\dE’A:/ CAdEy,
—00 o(A)

und ist wie in Bemerkung 3.5 (iii) zu verstehen. Fiir alle ¢, v € H gilt:

oo

(6 |Aw>=/ Nd( |Br ).

— 00

(ii) Insbesondere gilt:
(o= [ ratwlia) = [ xaliwl?,
aber aus Punkt i) der Definition 3.9 folgt
[ g -1.

d. h. {EA} beschreibt wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, nur ist das Maf§ nun i. a. etwas
komplizierter. Die Aussage, dafl die Mefiwerte der Observablen A im Spektrum o(A) liegen, bleibt
also im unendlich-dimensionalen Falle richtig. Fiir ein Intervall A = (X, \) ergibt sich natiirlich

1)Ul = [ Al (3.35)
Dies ist wieder die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 der Meflwert der Observablen A im Intervall A
liegt, vgl. mit (3.29).

Zum Abschlufl dieses Abschnittes machen wir einige Bemerkungen zu verschiedenen Einteilungen des
Spektrums. Wie bereits unter Punkt ii) obiger Bemerkung festgestellt, wird mit der Spektralschar E},
wie im Endlichdimensionalen, eine Familie von Spektralmaflen ji,, assoziiert:

dpy(N) = d|Exy|?, ¢ eH.
Wie jedes Maf8 auf R kann man p., eindeutig in
pp = i+ "+ " (3.36)

sing

zerlegen, wobei /JJZ} ein PunktmaB, i absolutstetig beziiglich des Lebesgue-MaBes und ), singulér ist.
Man definiert

Hy={WeH up=py}, Ha={YeH: uy=py}, Hsmg::{weﬂzpw:u;f”g}.

5siehe [Reed/Simon], Bd. I, Satz VI8
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Dann gilt
H= Hp @ Hac @ Hsing = 7'[p @ 7'[comf )

wobei jeder einzelne Summand unter A invariant ist. Nun definiert man
Tac(A) =0 (Aln,.) Using(A) = O-(A‘Hsing) s Oeont(A) == 0(Aln.,,.) -

acont(fl) heifit kontinuierliches Spektrum und seine Anteile aac(fl) und asmg(/l) heiflen absolutste-
tiges und singuldres Spektrum. Man kann zeigen, daf3

Ocont (A) = Uac(A) U Osing (A) ; 0—(121) =0op (A) U Ocont (A)
gilt.

Bemerkung 3.10

Das kontinuierliche Spektrum und das Punktspektrum sind nicht notwendig disjunkt, wie obiges Beispiel
¢) zeigt. Man beachte, dal bei manchen Autoren das Punktspektrum aus dem kontinuierlichen Spektrum
herausgenommen wird. Dann wire im Beispiel ¢) [0, 29[ U]xg, 1] der kontinuierliche Anteil. Die Anteile
d(z — zp) und g, in Beispiel ¢) entsprechen den Komponenten ufz) und g5 in der Zerlegung (3.36).

Die Spektralfamilie liefert noch eine andere, sehr natiirliche Einteilung des Spektrums in die (disjunkte)
Vereinigung von diskretem und essentiellem Spektrum:

U(A) = Odiskret (A) U Oess (A) .

Diese beiden Teilmengen sind folgendermaflen definiert:

/\EO’CSS(A)@{ E(A), AZ()\—s,)\q_E),VE }

ist unendlich—dimensional

Je>0,s0daB E(A), A=(A—g, A +¢), }

A € Odiskret (A) & { endlich—dimensional ist.

Man zeigt:

Satz 3.8 0giskret (/1) ist genau die Menge der isolierten Figenwerte von A mit endlicher Multiplizitit.

Insbesondere gilt: ogiskret(A) C op(A).
Die entsprechende Zerlegung des HR ist
H= Hdiskret ¥ 7_[es‘.s )

wobei wir uns in Hgjskret, wie im endlich—-dimensionalen Fall, orthonormale Basen durch Eigenfunktio-
nen von A verschaffen kénnen. Dagegen kann man mit Hegs nur “verallgemeinerte Eigenfunktionen”
assoziieren. Mit diesen befassen wir uns nun:

3.4.3 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Im endlich-dimensionalen Fall hatten wir fiir die Projektoren PM der Spektralzerlegung
A= Z APy,
des s. a. Operators A die Darstellung

p)\i = Z|>\iaa><aa)‘i|a
«
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wobei {|\;,a)} eine orthonormale Basis in # gebildet aus Eigenvektoren von A ist. Wegen

S h =1
folgt daraus die Eigenfunktionenentwicklung des Vektors |¢)) € H nach diesen Eigenvektoren

W)= [N a)a X ), (3.37)

[N

vgl. (3.19). Aus den Betrachtungen des letzten Abschnittes ist klar, daf} sich diese Formel direkt auf den
unendlich—dimensionalen Fall iibertrigt, vorausgesetzt, A hat ein reines Punktspektrum.
Wir fragen uns, ob es fiir den allgemeinen Fall eine analoge Formel gibt. Allgemein gilt

~ 0 A 0 A
A:i/ AdEy / dEy =1
— 00 — o0

w>:/mdﬁuw»

— 00

und damit formal

Die in dieser Formel auftretenden Elemente der Spektralschar kénnen natiirlich nicht als Eigenvektoren
in H, zum Eigenwert A interpretiert werden. Es existiert aber eine sinnvolle Verallgemeinerung dieser
Begriffe:

Beispiel 3.1 (Ortsoperator)

Wie wir in Beispiel b) aus Abschnitt 3.4.2 gesehen hatten, hat der Operator # € B(L?(Q)) der Ortsmes-
sung im kompakten Gebiet 2 C R! ein rein kontinuierliches Spektrum, o.(#) = €. D. h., das Eigenwert-
problem 2 1 (z) = A (z) hat keine nichtrivialen Losungen fiir 1» € L?(Q). Es gibt aber offensichtlich eine
Losung im Distributionen—Sinne:

Ua(z) =8(z —N). (3.38)

Die Distribution ), ist ein Funktional, etwa auf dem Raum D = C§°(§2) der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triger®. Sei ¢ € D. Wir berechnen

wxwzwwAw>:K;mwxm¢uwaédxax—w¢ua:¢@» (3.39)

Dabei ist (1 |¢) eine Bezeichnung fiir die Auswertung des Funktionals ¢y € D" auf der Testfunktion
¢ und nicht etwa das Skalarprodukt in 7. In Verallgemeinerung des Diracschen bra-ket-Formalismus
schreiben wir im weiteren ¥ = (A|. Die Verallgemeinerung des iiblichen Eigenwertproblems fiithrt uns
also auf ein sogenanntes Gelfandsches Tripel (jeweils dichter Unterrdume):

DcHcCD. (3.40)

Eine verallgemeinerte Eigenfunktion liegt nicht im Hilbertraum, sondern in D’. Wir bilden fiir
beliebige x, ¢ € D C H das Skalarprodukt:

(lo) = [ anarem) = [ ax (ot fe).
Um an die iibliche bra-ket-Darstellung der Zerlegung der 1 im Hilbertraum anzukniipfen, bezeichnen wir

(A" =(x 1)

6Diese Forderung ist im vorliegenden Beispiel natiirlich redundant.
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Dann erhalten wir

(x10) = [ ar(x M)A 1), (3.41)
Dies ist eine verallgemeinerte Vollstdndigkeitsrelation, fiir die wir symbolisch schreiben:
/d)\ A)Y(Al=1. (3.42)

Dabei ist |A)(A| als Abbildung |A)(\| : D — D’ aufzufassen. Es gilt also die verallgemeinerte Eigen-
funktionenentwicklung

o) = [ A1) (3.43)
fiir Elemente aus dem dichten Unterraum D C H . Daraus ergibt sich
(216)= [ A\ (aN)(A|9), (3.4)
also die Orthogonalitétsrelation
(N Ay =0\ = N). (3.45)

Analog konnen wir den Ortsoperator auf ganz R behandeln. In obigen Formeln ist dann © durch R zu
ersetzen. Dies ist natiirlich ein unbeschrénkter Operator im Hilbertraum L?(R, dz). Sein Definitions-
bereich ist

D@Nz&%L%&M% /deﬂwmﬁ<m}

In Abschnitt 3.6 wird bewiesen, dafl & mit diesem Definitionsbereich selbstadjungiert ist. In 3 Dimensio-
nen gilt obiges natiirlich fiir jede Komponente des Ortsoperators. Wir bezeichnen die verallgemeinerten
Eigenfunktionen des Ortsoperators & mit (Z|. Dann gilt fiir jeden Vektor ¢ (aus dem dichten Unterraum
D) die verallgemeinerte Eigenfunktionenentwicklung:

6) :/d% E)(7 | ). (3.46)
Die Funktion
(%) = (7 |¢) (3.47)

liefert den Reprisentanten von ¢ in der Ortsdarstellung. Dies ist die gewthnliche Ortswellenfunktion.

Beispiel 3.2 (Impulsoperator)
Wir betrachten den (unbeschrénkten) Impulsoperator

d
p=—ih— (3.48)

in einer Dimension auf dem Hilbertraum L?(R,dx) mit dem Definitionsbereich
D) ={v € L*(R): v € AC(R); ¢' € L>(R)} .

In Abschnitt 3.6 wird gezeigt, dafl p selbstadjungiert ist. Wir diskutieren das verallgemeinerte Eigen-
wertproblem,

(0)(z) = ~ih-~p(a) = Mp(a)

Wir verwenden fiir p das gleiche Gelfandsche Tripel (3.40). Die verallgemeinerten Eigenfunktionen ¢y =
(A sind in diesem Falle offensichtlich gegeben durch die folgenden Distributionen:

i

Ua(z) = ae®™®
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Analoges gilt fiir jede Komponente des Impulsoperators in 3 Dimensionen. Wir bezeichnen die zu-
gehorigen verallgemeinerten Eigenfunktionen mit (p]. Sie sind, bis auf eine Phase, durch (3.42) eindeutig
bestimmt. Dann gilt fiir jeden Vektor ¢ € D, wie im vorigen Beispiel, die verallgemeinerte Eigenfunktio-
nenentwicklung

o) = [ 19)i519). (3.49)
Die Funktion
o(p) = (Fl9) (3.50)
liefert den Reprisentanten von ¢ in der Impulsdarstellung.

Die Bezeichnung ¢~) ist natiirlich nicht zufillig. Unter Verwendung von (3.42) erhalten wir die folgende
Beziehung zwischen Orts- und Impulsdarstellung:

&@szxwwxﬂmz/fmwwwm.

Wir miissen nun nur noch (p'|Z) berechnen. Aber (§ |Z)* = (& |p') = ¢¥p(Z) ist die Wellenfunktion zum
Impuls p’in der Ortsdarstellung, die, wie oben bemerkt, zunéchst bis auf eine Phase bestimmt ist. Wir
bestimmen nun diese Phase: ¢5(Z) erfiillt die Gleichung

—ih Vu(Z) = pyp(Z) ,
ist also von der Gestalt v
Pp(E) = C(p)erP ™.

Man zeigt, dal C(p) = C = const sein muf” und unter Verwendung von (3.42) findet man |C|?> = (2rh)3.
Daraus erhalten wir

oy 1 ,%ﬁ.f
(FI) = Gy
also .
% — 3 7%pﬁf 7
o(p) (27rh)% /d Te O(Z). (3.51)

Der Zustandvektor in der Impulsdarstellung stimmt also genau mit der Fouriertransformation des
Vektors in der Ortsdarstellung iiberein. Insbesondere folgt daraus, daf§ die in Abschnitt 2.3 gegebene
probabilistische Interpretation fiir die Fouriertransformierte auf diesen Zustandsvektor zutrifft.

Obige Beispiele kann man verallgemeinern. Wie aus den Beispielen klar wurde, mufl man dazu die {ibliche
Hilbertraum-Theorie verlassen. Wir beschréinken uns auf einige elementare Bemerkungen und verweisen
ansonsten auf die untenstehende Literaturliste?. Sei ® ein dichter Teilraum eines Hilbertraumes H,
versehen mit einer nuklearen® Topologie, so daf die natiirliche Einbettung ® — # stetig ist, und sei &’
der Raum der stetigen linearen Funktionale auf ®. Da ® dicht liegt, kann H mit einem Teilraum von &’
identifiziert werden. Unter diesen Annahmen heifit

dCHCP

"siehe [Galindo/Pascual], Bd.I, Abschnitt 3..

8K. Maurin, General Eigenfunction Expansions and Unitary Representations of Topological Groups, Polish Scient. Publ.,
Warsaw 1968
J.P. Antoine, J. Math. Phys., Vol. 10, No. 1 (1969), 53 —69
J.E. Roberts, J. Math. Phys., Vol. 7, No. 6 (1966), 1097 — 1104; Commun. Math. Phys., Vol. 3, No. 2 (1966), 98 — 119
Y.M. Berezansky et.al., Functional Analysis, Vol. T and II, Birkhduser Verlag 1996
siehe auch [Berezin/Shubin], Supplement 1, Theorem 2.1

9 K. Maurin, Methods of Hilbert Spaces, Polish Scient. Publ., Warsaw 1967, §VII.9
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Gelfandsches Tripel. Nehmen wir an, eine (beschriinkte) Observable A laBt @ invariant und ist als
Operator A : ® — & stetig. Dann kann man A zu einem stetigen Operator A’ auf ®' erweitern:

(A'X|p) = (X |Ag), |p)ed, (Ned. (3.52)

Wir setzen im weiteren immer voraus, dafl das Spektrum O'(A) von A keinen singuldren Anteil hat.

Sei, der Einfachheit wegen, o(A) zunichst nichtentart. Dann wissen wir aus dem Spektraltheorem 3.6,
daB ein Maf§ dA auf R und eine unitidre Abbildung

F:H3¢m ¢e L2(R,dN)

existieren, so daf gilt:
(FAF‘1f> (\) = Af(N),  fe LR, dN). (3.53)

Die Abbildung F heiBt A-Fourier—Transformation. Man beweist nun (siche Zitate) den folgenden, fiir
diese Theorie fundamentalen Sachverhalt: Unter den gemachten Annahmen ist die durch F' induzierte
Abbildung

HD D¢ Fr(p) :=d(\) eC

nuklear'® und stetig, d.h. es existiert fiir jedes ) ein lineares stetiges Funktional (\| € ®', so daf}

Fx(¢) = 6(A) = (A [o) (3.54)
gilt. Damit folgt aus (3.52) und (3.53) fiir beliebige |¢) €
(AX]6) = MA o). (3.55)

Da F unitér ist, gilt fiir beliebige ¢, x € ® die verallgemeinerte Parseval-Identitét:

(x 16) = (Fx |F¢>:/dA>z<A>*<5<A>:/dA<A|x>*<A|¢>

und insbesondere

617 = [ X GOE (3.50

Um an physikalische Standardbezeichnungen anzukniipfen, schreiben wir wieder (X |x)* = (x |A), d.
h., |A) ist die Hintereinanderausfithrung des linearen Funktionals (A| : ® — C und der Konjugation in C.
Dann erhalten wir

(x \¢>:/dx\<x M)A ) (3.57)

Wir schreiben in diesen Bezeichnungen die inverse A—Fourier— Transformation auf: Im schwachen
Sinne gilt

|¢>>:/dA AN Lg), de, (3.58)

mit [A\)(A] : & — @' Gleichung (3.58) liefert die verallgemeinerte Eigenfunktionenentwicklung
beziiglich A und die Funktion A — ¢()) heifit A-Darstellung von ¢ .
Wir diskutieren eine Reihe von physikalisch relevanten Verallgemeinerungen:

Bemerkung 3.11 R
1. Im allgemeinen hat der (beschrinkte) Operator A ein entartetes Spektrum. Dann ist (A| durch

Nal, a=1,2,...,dimH(N),

10giehe Fufinote 9
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zu ersetzen. Dabei bezeichnet H(A) den zu A gehérigen Hilbertraum. Genauer gesagt, ist dann

L?(R,d\) durch ein sogenanntes direktes Integral von Hilbertrdumen f@ H(A)dA zu ersetzen,
(zur Definition dieses Begriffs siche Zitate). Die verallgemeinerte Eigenfunktionenentwicklung lautet
damit:

\¢>=/dAZ|A,a><a,A|¢>, (3.50)

bzw. nach Abtrennen des Punktspektrums—Anteils vom kontinuierlichen Spektrum:

o= X Shwalane)+ |

Ni€op(A) @ e

AN I a)a ) o). 3.60
o Za:l ya, o) (3.60)

. In physikalischen Anwendungen verwenden wir sogenannte vollstéindige Systeme kommutie-

render Observabler. Diese werden im néchsten Abschnitt ausfiihrlich diskutiert. Sind alle be-
trachteten Observablen beschrinkt, so folgt die Verallgemeinerung der obigen Theorie auf diesen
Fall sofort aus dem Spektraltheorem fiir kommutative C*— Algebren. Aus der Vollstdndigkeit
folgt, dafl keine Entartung, wie in Punkt i) diskutiert, mehr vorliegt. Es gilt in diesem Falle wieder
das Analogon der verallgemeinerte Eigenfunktionenentwicklung (3.58),

|¢>>=/dA MY(A[g), ded. (3.61)

Allerdings ist hier, fiir den Fall von n kommutierenden Observablen (Ay,...A,), der Maf-
raum (R,dA) durch (R™,d\) zu ersetzen. Die verallgemeinerten Eigenwerte sind n-Tupel A =

(MseeesAn).-

. Im allgemeinen sind einige der betrachteten Observablen unbeschrénkt. Hat man ein System

unbeschrinkter, selbstadjungierter Operatoren, die im starken Sinne kommutieren, dann kann man
auf kanonische Weise!! einen Unterraum ® konstruieren, der alle notwendigen Eigenschaften hat.
Anschlielend baut man die Theorie wie oben beschrieben auf.

3.5 Vollstindige Systeme kommutierender Observabler und

Superauswahlregeln

Sei zuniéichst A ein selbstadjungierter Operator im endlich-dimensionalen Hilbertraum #H. Dann liefert
die Spektralzerlegung A = >, APy die Zerlegung

H=PHOPHS...0P,H (3.62)

des Hilbertraumes, wobei i.a. dim P;/H > 1 gilt. Wir bezeichnen die orthonormale Basis, gebildet aus
Eigenvektoren von A, wieder mit {|A, a)}. Wird nun bei der Messung der Observablen A ein Eigenwert
A gemessen, so kann nicht entschieden werden, in welchem reinen Zustand sich das System befindet. Wir
wissen nur, dafl der Zustand im Unterraum PH liegt.

Wihlen wir eine weitere Observable B, die mit A kommutiert,

{A,B}:o,

so sind beide Observable gleichzeitig scharf meBbar: Sei ¢ € PyH, d.h.: Ay = A¢. Dann gilt

ABv¢ = BAy = \Bv,

Hsiehe [Maurin], Abschnitt 1.3, Theorem 6
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d.h. B4 ist wieder ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Damit gilt B¢y € PyH, d. h., B li8t die
Zerlegung (3.62) invariant und wirkt in jedem Unterraum P\H. Wir kénnen nun jeden dieser Unterrdume
weiter in Eigenunterrdume der Observablen B zerlegen. Dies fiihrt zu einer Zerlegung von P\H in
Unterrdume, die von Eigenvektoren von B aufgespannt werden. Sei B= Z 1 Qu die Spektralzerlegung

von B und sei Hap = Q#PA’H. Dann gilt

H=EPHun.
A, p

Die Unterrdume H,, sind entweder trivial oder bestehen aus gemeinsamen Eigenvektoren von A und
B. Wiahlt man in jedem der nichttrivialen #y, eine Orthonormalbasis |\, p; 3), 8 =1,...,dimHy,, so
erhilt man eine Orthonormalbasis in H aus gemeinsamen Eigenvektoren von A und B:

A B) =X\ wB)
BN\ B)=pl\wpB).

Falls alle nichttrivialen Unterrdume #,, C H, aufgespannt durch die |, u; ) eindimensional sind, ist
der Z#hlindex 8 iiberfliissig und wir schreiben |A, ). Wir haben in diesem Falle eine Zerlegung von #H in
eindimensionale Unterriume aufgespannt durch die {|\, )} . Wir nennen dann {4, B} ein vollstéindiges
System kommutierender (bzw. kompatibler) Observabler. Falls es noch Unterrdume #y,, mit dim H,, >
1 gibt, existieren (in jedem dieser H,,) mehrere linear unabhéngige Vektoren |\, p, 3) mit gleichen
“Quantenzahlen” A und p, d. h., Aund B geniigen nicht, um zwischen diesen Vektoren zu unterscheiden.
Wir miissen also nach weiteren kommutierenden Observablen suchen, und zwar so lange, bis wir eine
vollstdndige Zerlegung in eindimensionale Teilrdume gefunden haben.

Definition 3.10 Die Menge {121, B,C,.. .} heifit vollstindiges System kommutierender Observa-
bler, falls gilt:

1. Die Operatoren kommutieren paarweise.

2. Die Basis, gebildet aus den Eigenvektoren {|\, u,v,...)}, ist (bis auf die Phasen) eindeutig bestimmd,
d.h.: H zerfillt in eindimensionale Unterrdume, aufgespannt durch diese Figenvektoren.

3. Das System ist nicht redundant: Wird ein Operator entfernt, dann ist Punkt 2. nicht mehr erfillt.

Fithrt man nun eine Messung aller Elemente eines Systems kommutierender Observabler durch, so kann
man entscheiden, in welchem reinen Zustand sich das System befindet.

Bemerkung 3.12 . .
(i) Es gilt [A, B} = 0 genau dann, wenn alle Spektralprojektoren von A und B kommutieren. Sei

]ADM/) € PyH . Dann gilt QMP)\’l/J € P\H, fiir alle v, und damit PAQM]AD)\ = QMP)\. Hermitesche
Konjugation dieser Gleichung liefert PAQ #FA’)\ = PAQ# . Die andere Richtung in obiger Behauptung
ist trivial.

(ii) Die Verallgemeinerung auf beliebige beschrinkte, selbstadjungierte Operatoren in H ist trivial,
solange fiir die betrachteten Observablen reine Punktspektren vorliegen. Liegen kontinuierliche
Spektren vor, so ist die verallgemeinerte Eigenfunktionenzerlegung (3.60) zu verwenden (und an
die Stelle der direkten Summe tritt ein direktes Integral von Hilbertrdumen.) Der Begriff des
Systems kommutierender Observabler iibertrigt sich ansonsten sinngemafl auf diesen Fall.

(iii) Sei ein vollstindiges System {A,B,C,...} kommutierender Observabler gegeben und sei
{I\ p, v, ... )} das zugehorige Basissystem. Sei T eine Observable, die mit allen Elementen die-
ses Systems kommutiert. Dann sind obige Basiselemente auch Eigenvektoren von T und damit die
Eigenwerte von T Funktionen der Eigenwerte A, p,v,.... Im Sinne des Operatorfunktionenkalkiils
ist also 7" eine Funktion der Observablen A4, B, C, .
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(iv) Aus tieferer mathematischer Sicht bedeutet das Suchen nach einem vollstdndigen System kommu-
tierender Observabler folgendes:

1. Fiir (durch die physikalische Problemstellung vorgegebenen) Hilbertraum und eine vorgegebene
Observablen A € B(#) bilden wir zunéichst die Kommutante M’(A) C B(H), (dies sind alle
Operatoren aus B(#), die mit A vertauschen.)

2. Wir suchen eine maximale kommutative Unteralgebra in M’ (/1) Dafl man mit obiger Vor-
schrift immer zu einer maximalen kommutativen Unteralgebra kommt, folgt aus dem Zornschen
Lemma. Allerdings ist es denkbar, daB in M’(A) mehrere verschiedene maximale kommuta-
tive Unteralgebren existieren. Die Wahl der weiteren Observablen B,C,... wird durch die
physikalische Problemstellung nahegelegt.

3. Fiir eine kommutative C*-Algebra zeigt man (Spektralsatz), dafl es eine gemeinsame Spektral-
schar fiir alle ihre Elemente gibt. Damit zerfillt der Hilbertraum in eine direkte, orthogonale
Summe gemeinsamer Eigenrdume. Da bei einer maximalen kommutativen Unteralgebra die
gemeinsamen Eigenrdume irreduzibel sind (Lemma von Schur) und da die irreduziblen Darstel-
lungen einer kommutativen C*-Algebra eindimensional sind, sind die gemeinsamen Eigenrdume
eindimensional.

(v) Wir machen einige Bemerkungen zur Terminologie im Zusammenhang mit dem quantenmechani-
schen Meflprozess. Wir nennen eine Messung, die das quantenmechanische System in einen defi-
nierten reinen Zustand iiberfiihrt, Messung 1. Art, (oder ideale Messung, oder Priparation).
Aus obiger Diskussion folgt, dafl eine solche Préiparation durch die Messung eines vollstéindigen Sy-
stems kommutierender Observabler geschieht. Lag vor der Messung ein Zustand |¢) vor und wird
durch die Messung der Zustand |¢ ) pripariert, so sprechen wir von einer Reduktion des Zustan-
des durch Messung. Die Frage, “auf welchen Wege sich |¢) nach [¢)) bewegt”, wird nicht gestellt.
Dafiir wiirden wir ein theoretisches Modell fiir die Wechselwirkung von Meflobjekt und Mef3appara-
tur benttigen. Man sagt in diesem Kontext auch, eine ideale Messung wirke wie ein idealer Filter,
(der aus allen méglichen Zusténden genau den reinen Zustand |¢ ) auswihlt.) Nach durchgefiihrter
Priparation wird die Zeitentwicklung von [¢) durch die Schrédingergleichung deterministisch
festgelegt, d.h. solange wie das System nicht durch weitere Messungen “gestort” wird, kann man
die statistische Verteilung der Meflwerte genau voraussagen.

Mitunter spricht man noch von Messungen 2.Art. Dies sind solche, bei denen die Information
iiber die Eigenschaft, die gemessen wird, im MeBprozef} zerstort wird, (z.B. die Messung des Impulses
eines Elektrons, welches in einem Magnetfeld abgelenkt wird und bei der Messung “im Detektor
verschwindet”.)

Das Experiment legt nahe, dafl gewisse Observable {Ql} existieren, die mit allen Observablen vertauschen,
d.h., diese Ql gehoren zu jedem vollstéindigen System von kommutierenden Observablen. Ein wichtiges
Beispiel fiir eine solche Superauswahlobservable ist die elektrische Ladung. Wir werden im Laufe
der Vorlesung weitere Beispiele kennenlernen.

Wir zerlegen H in gemeinsame Unterrdume (Superauswahlsektoren) der Ql

H= H{q}) - (3.63)
{a:}

Seien [¢p1) und [¢2) Zusténde, die sich in den Eigenwerten {g;} unterscheiden, also aus verschiedenen
Unterrdumen der Zerlegung (3.63) stammen. Da eine beliebige Observable A mit allen {Q);} kommutiert,
laft A die Zerlegung (3.63) invariant. Damit gilt:

(1 |[An) =0,

fiir alle Observable. Wir betrachten die Superposition |¢) ) = o111 )+azli)2 ). Dieser Vektor représentiert
keinen reinen Zustand, denn er besitzt keine wohldefinierten Quantenzahlen ¢;. Dies bedeutet auch, daf3
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es experimentell unmdoglich ist, einen reinen Zustand als Superposition der reinen Zusténde [t ) und
|ths ) zu priparieren. (In der Tat ist es unmoglich, etwa einen reinen Zustand als Superposition reiner
Zusténde mit unterschiedlicher elektrischer Ladung zu préparieren.)

Wir verstehen dies noch besser, wenn wir den Erwartungswert einer beliebigen Observablen A fiir eine
solche Superposition analysieren:

(¢ |A9) = lar [P{$r [ Ay ) + [z [*(¢2 [Adp2),

d.h.: 1) unterscheidet sich in der Tat nicht vom gemischten'? Zustand

0 = lou [P Y| + |ag |*|vhe ) (o] -

Diese Betrachtungen fithren offensichtlich zu einer Modifikation des frither formulierten naiven Super-
positionsprinzips. Das Superpositionsprinzip gilt nur innerhalb der Superauswahlsektoren, d.h. jede
Superposition von reinen Zustinden in einem fixierten Sektor H({g¢;}) ist ein reiner Zustand.

3.6 Bemerkungen zu unbeschrinkten Operatoren

Das Material dieses Abschnittes dient dem mathematisch interessierten Horer als Zusatzinformation, es
ist nicht Gegenstand der Diplompriifung. Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird auf diesen Abschnitt
nur in Zusatzbemerkungen, die den mathematischen Hintergrund prézisieren sollen, Bezug genommen.

Im Labor messen wir beschrinkte Observable, aber es ist eine bequeme und fiir viele Zwecke unerlafli-
che mathematische Idealisierung, mit unbeschrénkten Observablen zu arbeiten, (z. B. anstelle der be-
schriinkten Operatorfunktion f(Z) den unbeschrinkten Operator & selbst zu nehmen). Dies fithrt zu
mathematischen Komplikationen:

i) Der Definitionsbereich unbeschrinkter Operatoren ist nicht der ganze Hilbertraum. (Ein Operator
A, der auf ganz # definiert ist und ( A ¢ ) = (¢ |A ) erfiillt, ist nach dem Satz von Toeplitz be-
schrinkt.) Sind zwei unbeschrinkte Operatoren auf einem dichten Unterraum gleich, dann kénnen
sie sich trotzdem noch unterscheiden, (d. h. ein einfacher Begriff von “stetiger Fortsetzung” existiert
nicht.)

ii) Einfache algebraische Rechenregeln, wie das Bilden von Summen, Produkten und insbesondere
Kommutatoren, gelten nicht automatisch. (In drastischen Beispielen kann etwa die Summe zweier
unbeschrinkter Operatoren nicht existieren, weil der Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche leer
ist.)

iii) Der Begriff der Selbstadjungiertheit wird komplizierter.
Aber der Spektralsatz gilt in der gleichen Form wie im beschréankten Fall.

Wir definieren zunéichst den Begriff des adjungierten Operators AT eines unbeschriinkten Operators A

Dazu miissen wir annehmen, dafi der Definitionsbereich D(A) C H dicht in H liegt.

Definition 3.11 Sei A ein unbeschrinkter Operator im Hilbertraum H mit dichtem Definitionsbereich
D(A) C H. Sei D(A") die Menge aller ¢ € H, fir die ein n € H existiert, so dap fiir alle ¢p € D(A) gilt:

(Ay o) = (¥ In).
Wir definieren den zu A adjungierten Operator durch
Afp =1, (3.64)
fiir alle p € D(AT) . D(fﬁ) heifS Definitionsbereich des adjungierten Operators.

12giehe spéter
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Man {iberzeugt sich leicht davon, daf8  durch ¢ eindeutig bestimmt ist. Damit ist die Definition (3.64)
sinnvoll. Wir bemerken, da8 D(AT) C H i.a. nicht dicht ist.

Definition 3.12 Ein linearer Operator AinH heiffit symmetrisch genau dann, wenn

(Ap ) =(p|Ay), (3.65)

fir alle o, € D(A) gilt.

Wir schreiben im weiteren A C B genau dann, wenn D(A) c D( ) und Ap =By fiir alle ¢ € D(A) gilt.
Wir nennen B Erweiterung (oder Fortsetzung) von A. Ist D(A) dicht, dann ist At definiert und aus
(3.65) folgt: A ist symmetrisch genau dann, wenn A C Af gilt.

Definition 3.13 Sei A ein linearer Operator in H mat dichtem Definitionsbereich. A heifit selbstad-
jungiert genau dann, wenn

A= AT (3.66)
qgilt.

Ein Operator A ist also selbstadjungiert genau dann, wenn er symmetrisch ist und D(A) = D(AT) erfiillt.

In der Vorlesung werden im weiteren Spektraleigenschaften von selbstadjungierten, i.a. unbeschrank-
ten Operatoren untersucht. Die Selbstadjungiertheit wird in der Regel nicht bewiesen, es werden aber
Hinweise auf die entsprechende mathematische Literatur gegeben.

Wir geben zunéchst eine exakte Definition des Ortsoperators.

Beispiel: Wir betrachten den Ortsoperator in einer Dimension: & (z) = 2 (z), ¥ € H = L?*(R',dz).

a) Definitionsbereich: Mit 1 muf§ auch z¢ im L? liegen, d.h. ||z 1]|?> < co. Dies liefert:

D(&) := {w EH: /OO dz 2% [y(z) |? < oo} .

Bemerke: D(#) liegt dicht in L2.

b) # ist symmetrisch, d.h.: (¢ [¢p) = (@ [29) Vo, pep(s) ist hier trivial erfiillt, denn
(pliv) = [do g @avie) = [do (@) vla) = (3010). (3.67)
c¢) Es bleibt zu zeigen, daB D(3) = D(&") ist: Aber aus (3.67) folgt & = 2T auf D(2) C D(31), also
bleibt noch zu beweisen, dal D(2") € D(%) gilt: Sei ¢ € D(2'). Wir setzen 1 := 2t 1. Dann ist

(P ]ze)= (Y1 ]p) Yee D),
d.h.: -
/ do (9" (2) — ¥ (2)) p(x) =0 Vg € D(@) .

— 00

Offenbar enthélt D(Z) alle Testfunktionen. Damit ist z ¢ (z) — 91 (x) = 0 fast iiberall. Es folgt

[O do 2?(x) %/ﬁ da [ (2)? < o0

und damit ¢ € D(%).

Analoges gilt natiirlich fiir den Ortsoperator in 3 Dimensionen.
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Einer der wichtigsten Begriffe in der elementaren Theorie unbeschrinkter Operatoren ist der des abge-
schlossenen Operators. Ein solcher ist zwar nicht unbedingt stetig, aber er verhilt sich gutartig unter
Grenzwertbildung. Es zeigt sich, dal man fiir einen abgeschlossenen, symmetrischen Operator eine
explizite Vorschrift zur Bestimmung aller seiner selbstadjungierten Fortsetzungen finden kann.

Damit verkniipft ist das Konzept der wesentlichen Selbstadjungiertheit. In konkreten Anwendun-
gen kann es schwierig sein, den Definitionsbereich eines selbstadjungierten Operators aufzuschreiben. Es
geniigt aber, einen sogenannten wesentlichen Bereich (oder auch core) der Selbstadjungiertheit anzu-
geben. Damit hat man den Operator bereits eindeutig charakterisiert. Man erhélt den selbstadjungierten
Operator durch Bildung des Abschlusses.

Wir erldutern diese Begriffe.

Definition 3.14 Sei A: H — H ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(A). Der Graph T'(A)
von A ist die Menge der Paare

r@yzﬁ%&ﬂwepa§cﬂxﬂ.
Ein, linearer Operator Ay ist genau dann eine Fortsetzung von A, wenn I’(A) C I‘(Al) gilt.

Definition 3.15 Sei A:H—H ein linearer Operator.
i) A heifit abgeschlossen, falls I'(A) C H x H ein abgeschlossener Unterraum ist.
it) A heifst abschliebar, falls eine abgeschlossene Fortsetzung von A existiert. Die kleinste abgeschlos-

sene Fortsetzung heiffit Abschlufl von A und wird mit A bezeichnet.

Man zeigt leicht: Ist A abschlieBbar, dann gilt

F(Z)::F(A). (3.68)

Satz 3.9 13 Sei A: H — H ein linearer Operator mit dichtem Definitionsbereich D(/l) Dann gilt:
i) A:f ist abgeschlossen. R
i) A ist abschliefbar genau dann, wenn D(AT) dicht ist. Dann gilt

ii1) Ist A abschlieBbar, dann gilt

Wir folgern aus Punkt ii) dieses Satzes: Ein symmetrischer Operator A ist immer abschlieBbar, denn es
gilt D(A) € D(AT), also ist D(AT) dicht in #. Sein Abschluf ist AT". Andererseits folgt aus Punkt i),
daB AT eine abgeschlossene Fortsetzung von A ist. Damit gilt:

Ac Att c At
Ist A symmetrisch und abgeschlossen, so folgt:
A=Al c A, (3.69)

Ist A selbstadjungiert, so folgt:
A= Att = At (3.70)

13[Reed/Simon], Bd. I, Satz VIIIL.1
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Definition 3.16 Ein symmetrischer Operator A heiffit wesentlich selbstadjungiert, wenn sein Ab-

schluf A selbstadjungiert ist. Ist A abgeschlossen, dann heifit eine Untermenge D C D(/l) wesentlicher
Bereich oder core, falls gilt:

Ap= 4.
Nun geben wir ein Kriterium dafiir an, daf} ein abgeschlossener, symmetrischer Operator selbstadjungierte

Fortsetzungen besitzt. Wir definieren dazu:

Definition 3.17 Sei A: H — H ein symmetrischer Operator. Wir setzen
K, :=ker(i— A", K_:=ker(i+ A"). (3.71)
Die Riume Ky heifilen Defekt—Unterrdume und thre Dimensionen
ny = dim K4 (3.72)
heifsen Defekt—Indizes des Operators A.

Man zeigt leicht, dafl fiir einen abgeschlossenen symmetrischen Operator A die folgende Zerlegung in
orthogonale Teilrdume gilt: R R
DAY =DA) oK, o K_. (3.73)

Diese Bemerkung spielt eine Schliisselrolle beim Beweis des folgenden Satzes:

Satz 3.10 ' Sei A ein abgeschlossener symmetrischer Operator mit Defekt— Indizes ny und n_ . Dann
gilt:

i) A ist selbstadjungiert genau dann, wenn ny =0 = n_ gilt.

ii) A besitzt selbstadjungierte Fortsetzungen genau dann, wenn ny = n_ gilt. Die Menge der selbstad-
Jungierten Fortsetzungen steht in eineindeutiger Beziehung zu den unitdren Abbildungen K — K_ .
Ist U ein solcher unitirer Operator, dann hat die selbstadjungierte Fortsetzung Ay als Definitions-
bereich

D(Ay) = {0+ s + Uty : o € D(A), vy € Ky} (3.74)
und ist gegeben durch R X . R
Av (o + ¥4 +Uty) = Apg + ihy — iUt (3.75)

Bemerkung 3.13

In physikalischen Anwendungen sind die betrachteten linearen Operatoren oft von unten beschrinkt
und symmetrisch. Dann gibt es unter obigen selbstadjungierten Fortsetzungen eine ausgezeichnete,
die Fortsetzung im Sinne von Friedrichs, siehe [Reed/Simon], Bd. II, Satz X.23.

Nun betrachten wir in einer Reihe von Beispielen den Impulsoperator und dessen Quadrat (unter Weg-
lassung der Koeffizienten —h bzw. h?.)

Beispiel: Wir betrachten den Impulsoperator

. .d
p=ig (3.76)

auf dem Hilbertraum L?([0,1]) mit dem Definitionsbereich
D(p) = {v € L*([0,1]) : ¥ € AC[0,1]; ¥ € L*(0,1]), $(0) = 0 = (1)} , (3.77)

14 [Reed/Simon], Bd. II, Folgerung aus Satz X.2
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wobei AC[0,1] den Raum der absolut-stetigen Funktionen!'® auf [0, 1] bezeichnet. Aus physikalischer
Sicht handelt es sich um die Bewegung eines (1-dimensionalen) Teilchens auf dem Kreis, durch die obigen
Randbedingungen werden die Ende des Intervalls [0, 1] “zusammengeklebt”.

a) Natiirlich ist D(p) C L?([0,1]) dicht. Durch partielle Integration sehen wir, unter Verwendung der
Randbedingungen, daf} p symmetrisch ist.

b) Wir skizzieren den Beweis, dal p abgeschlossen ist: Sei 1, eine Folge in D(p), konvergiere ¢, — ¢
und konvergiere die entsprechende Folge im Graphen (v,,,p0,) — (¥, ), jeweils im L2-Sinne. Wir
miissen zeigen, daf (¢, ¢) € T'(p) gilt, d.h. es mul ¢ € D(p) und ¢ = i)’ folgen.

Betrachte

x(@) = —i / "oty

Unter Verwendung der Holder—Ungleichung sieht man, da8 ¢ € L'([0,1]) gilt. Damit ist y wohldefiniert
und x € AC[0,1], also x’ = —i¢ fast iiberall. Unter Verwendung der Randbedingung in D(p) und durch
nochmalige Anwendung der Holder—Ungleichung zeigt man

[thn(x) = x(2)] < [Ipvon — o]

Aber ||pt, — ¢|| — 0, nach Beweisannahme. Also haben wir |i,(x) — x(x)| = 0, gleichméfig auf [0,1].
Damit konvergiert 1), auch im L2-Sinne gegen x, d.h. es gilt 1) = x. Wir haben also ¢ € AC[0, 1] und
Y = —ig fast iiberall. Mit ¢ ist auch ¢’ aus L?([0,1]) . AuBerdem folgt aus v, (0) = 0 = v,,(1) natiirlich
¥(0) =0=1(1), also ¢ € D(p).

¢) Wir empfehlen dem Leser die folgende Ubung: Man betrachte den Operator

d

po=ig—, Dipo) = {¢ € L2(0,1]) : & € C*((0,1])5 ¥(0) = 0 = (1)}

und zeige, daB Py nicht abgeschlossen, aber abschliebar ist und da8 pg = p gilt.

d) Mit einer Standardtechnik (Approximation der Eins!®) zeigt man, dal der adjungierte Operator ge-
geben ist durch

pl=i—, D) ={velL?*[0,1)): ¢ € AC[0,1]; ¥’ € L*([0,1))} , (3.78)

d.h. den Elementen aus dem Definitionsbereich von p' sind keine Randbedingungen auferlegt!
Wir berechnen die Defektindizes von p: Offenbar gilt

Ky =ker{p' —i} = {¢ e L*([0,1]) : v € DY), #' =i},

Aus ¢/ = ) folgt, dal auch 1)’ absolut-stetig sein muf}. Iteriert man dieses Argument, so folgt, daf3
beliebig oft differenzierbare Lésungen obiger Gleichung gesucht werden. Wir finden ¢ (x) = e*. Diese
Funktion liegt natiirlich in L?([0,1]). Wir haben also K, = C{e”} und damit n, = 1. Analog findet
man K_ = C{e™*} und damit n_ = 1. Wir folgern: Der Operator p ist nach Punkt i) des obigen Satzes
nicht selbstadjungiert, aber nach Punkt ii) besitzt er selbstadjungierte Fortsetzungen.

d) Wir finden die selbstadjungierten Fortsetzungen von p. Seien

ié’c’ ¢7 = \/ie e *
e2—1 e —1

Yy =

15 f € AC|0,1] genau dann, wenn eine meBbare, integrierbare Funktion g existiert, mit f(z) — f(0) = f(f g(t)dt, x € [0,1].
Dann ist f f.i. differenzierbar und es gilt f' = g f.ii..
16ygl. [Reed/Simon], Bd. 1, Beispiel aus Abschnitt VIIT.2
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die normierten Vektoren, die K und K_ aufspannen. Da Ky 2 C = K_, sind die unitéren Operatoren
U: K, — K_ gegeben durch ¢, — y¢_, |y| = 1. Damit sind, nach obigem Satz, alle selbstadjungierten
Fortsetzungen von p der Gestalt p, = i% mit Definitionsbereich

D(py) = {vo + AWy +7¢-) : b€ D(p), AeC}.

Wegen der Randbedingungen 1y(0) = 0 = 1o(1) haben wir:

_ AV2(L ve) _ M2y te)
w(O)—?, P(1) = Nk
also
(1) = ay(0), azl”j,fe, o] =1.

Man sieht leicht, dafl jede Zahl « € C,|a| = 1, in obiger Form geschrieben werden kann. Wir erhalten
also alle selbstadjungierten Fortsetzungen von p durch p, = i% , mit Definitionsbereich

D(pa) = { € L*([0,1]) : ¥ € AC[0,1]; ¥' € L*([0,1]), ¥(1) = atp(0)} , (3.79)
wobei « eine beliebige komplexe Zahl auf dem Einheitskreis ist.

Beispiel: Wir betrachten den Impulsoperator

d
L 3.80
p=ip (3.80)

auf dem Hilbertraum L?([0,00)) mit dem Definitionsbereich
D(p) = {v € L*([0,00)) : ¥ € AC[0,00); ¢’ € L*([0,00)), ¥(0) =0} . (3.81)

Dieser Operator ist unitdr dquivalent zum Radialimpulsoperator, den man bei der Reduktion der
3-dimensionalen Schrédinger—Gleichung mit Zentralpotential erhilt, siche Kapitel 6.

Man zeigt wieder, dafl p ein abgeschlossener, symmetrischer Operator ist. Eine (zum vorigen Bei-
spiel) analoge Berechnung der Defektriume liefert als Losungen

1/J:|: (SC) = Cieix .

Da 14 nicht quadratintegrabel ist, erhalten wir
nyg =0, n_=1,

d.h. p ist maximal symmetrisch auf D(p) und besitzt keine selbstadjungierten Fortsetzungen.
Dieser Operator definiert also keine Observable!

Beispiel: Schliefllich betrachten wir den bereits mehrfach verwendeten Impulsoperator

d

4 82
p=ig (3.82)

auf dem Hilbertraum L?(R) mit dem Definitionsbereich
D(p) ={v e L*(R): v € AC(R); ¢' € L>(R)} . (3.83)

Dieser Operator ist offensichtlich symmetrisch und abgeschlossen. Bei der Berechnung der Defektraume
erhalten wir die gleichen Losungen 9 , aber auf L?(R) ist keine der beiden Funktionen quadratintegrabel.
Wir erhalten
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d.h. p ist selbstadjungiert. Wir haben also in diesem Falle keine Randbedingungen und damit einen
eindeutigen selbstadjungierten Operator.
Analoges gilt natiirlich fiir die Komponenten des Impulsoperators in 3 Dimensionen.

Beispiel: Wir betrachten das Quadrat des Impulsoperators

o d?

auf dem Hilbertraum L?([0,c0)) mit dem Definitionsbereich
D(p*) = {v € L*([0,00)) : 9, 4" € AC[0,00) 5 ¥',¢" € L2([0,1]); (0) =0=¢'(0)} . (3.85)

Man beweist wieder, analog wie oben, dafl p? ein abgeschlossener, symmetrischer Operator ist. Als
Definitionsbereich fiir den adjungierten Operator erhélt man:

D(p*") = {¢ € L*([0,00)) : 9,9 € AC[0,00); ¢/, 9" € L([0,1])} . (3.86)
Zur Berechnung der Defektraume ist die Gleichung

d%y
_EY
da? W

zu l6sen. Man findet fiir K, die Losungen

1 2 (-1+i)z 2 L@a-ie
P, =ev? Py =ev?

)

und fiir K_
¢£ _ e%(lJri)x : 1/)2_ _ e%(flfi)x )

Da nur ¢} und 9% in L?([0,00)) liegen, haben wir
ng =1, n_=1,

d.h. p? besitzt selbstadjungierte Fortsetzungen. Die unitéren Abbildungen K, — K_ sind wieder wie im
obigen Beispiel gegeben und eine einfache Auswertung der Randbedingungen liefert die selbstadjungierten
Fortsetzungen p2 , a € R, und p2,, definiert durch die folgenden Bereiche:

D(p;) = {v € L*([0,00)) : ¥, 9" € AC[0,00)5 ¢, 9" € L*([0,1]); ¢'(0) + ap(0) = 0} , (3.87)

D(p%,) = { € L*([0,00)) : 1h,¢" € AC[0,00); ¢',¢" € L*([0,1]); ¥(0) =0} . (3.88)

Der Operator p2 ist identisch mit der oben erwithnten selbstadjungierten Fortsetzung von p? im Sinne von
Friedrichs. Genau dieser Operator wird als Radialimpulsquadrat bei der Reduktion der Schrédinger—
Gleichung mit Zentralpotential gewéhlt, siehe Kapitel 6. Diese Wahl wird durch physikalische Erwégun-
gen nahegelegt. Sie entspricht der Vorstellung, dafl im Nullpunkt eine unendliche Potentialbarriere vor-
liegt. Die Operatoren p? erzeugen eine Dynamik, bei der eine einlaufende Welle reflektiert wird und dabei
eine Phasenverschiebung erfihrt, die vom Impuls und von a abhiingig ist'?. Fiir p2, ist die Phasenver-
schiebung fiir alle Impulse gleich —1.

Zum Abschlufl behandeln wir den typischen Schrédinger—Operator
H=p*+V,

also in der Ortsdarstellung R
H=-A+V. (3.89)

I7siehe [Reed/Simon], Bd. II, Beispiel X.2
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Wir haben wieder die Koeffizienten ﬁ bzw. % weggelassen. Man muf} sich fragen, fiir welche Klassen

von Potentialen V' dieser Operator selbstadjungiert ist. Dazu gibt es eine reiche Literatur. Wir machen
hier nur einige ganz elementare, aber fiir unsere Zwecke wichtige Bemerkungen.
Dazu betrachten wir zunichst —A auf dem Hilbertraum L?(R?). Es sei daran erinnert, daf$ die Fourier—
Transformation

F: L*(R®) — L*(R?)

ein unitédrer Operator ist. Wir wéhlen den folgenden Definitionsbereich
D(-A) = {y e I*®®): Fy e D(E?)} = F(D(k?)). (3.90)
Man zeigt leicht'®, dafl der Multiplikationsoperator l:c’z auf dem Bereich
D(R?) = {ver®): K2 e (%)}
selbstadjungiert ist. Da F unitér ist, ist auch
~A=FR2F

selbstadjungiert. Auflerdem ist —A wegen k2 >0 positiv. Man beweist'?, dal —A auf C§°(R?), genauso
wie auf dem Schwartzraum S(R?), wesentlich selbstadjungiert ist.

Zur Behandlung von H = —A 4+ V kann man nun, in vielen Fallen, die Stoérungstheorie von Kato
verwenden.

Definition 3.18 Seien A und B lineare Operatoren im Hilbertraum H mit dichten Definitionsbereichen
und gelte:
i) D(A) c D(B)

ii) Fs existieren reelle Zahlen a und b, so daf
1BYIl < al|Ap|l + bl « € D(A). (3.91)
Dann sagt man B sei A-beschrinkt und nennt die Zahl a relative Schranke von B beziiglich A,

Es gilt der folgende grundlegende Satz von Kato und Rellich??

Satz 3.11 Seien A und B lineare Operatoren im Hilbertraum H mit dichten Definitionsbereichen. Sei
A selbstadjungiert und sei B symmetrisch und A- beschrankt, mit a < 1. Dann st A+ B selbstadjungiert
auf D(A) und wesentlich selbstadjungiert auf jedem beliebigen wesentlichen Bereich von A. Ist A von
unten durch die Zahl M beschrinkt, so ist A+ B beschrinkt durch

M—max{b,aMH-b} .
1—-a

Fiir physikalische Anwendungen ist die folgende Folgerung aus dem Satz von Kato und Rellich besonders
wichtig.

Satz 3.12 Sei V € L*(R?) + L>°(R®), d.h. es existieren Funktionen Vi € L*(R®) und Vo € L™(R?),
mit V.=Vi+Vy. Dann ist H = —A+V selbstadjungiert auf D(—A) und wesentlich selbstadjungiert auf
Cg°(R3).

8siehe [Reed/Simon] Bd. I, Satz VIIIL.3

siehe [Reed/Simon] Bd. II, Satz IX.27
20siehe [Reed/Simon] Bd. II, Satz X.12
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Wir liefern eine Beweisskizze: Der Multiplikationsoperator V ist auf
DWV)={¢pe L*R% :V¢e L*R*)}

selbstadjungiert. Offensichtlich gilt C§°(R?) C D(V), also ist D(V) dicht. Wir zeigen: V ist (—A)-
beschréinkt mit relativer (—A)-Schranke 0. Dazu beweist man zunéchst die folgende Abschiitzung: Fiir
jedes € > 0 existiert ein § > 0, so dafl

[Blloc < €ell(=A)¢ll2 + 5| ¢]l2;

fiir alle ¢ € C§°(R3). Dann gilt:

Vgl = / PaVi(@)d(@) < VA2 (el (~A)bll2 + 5]6]2)°
und
IVaol2 = / PalVa(@)p(@)? < |Vl 13
Damit haben wir

Vlla < [[Vidllz + [[Vadllz < el[Villz [[(=A)¢ll2 + (3[IVille + [[Valleo) 4]l

d.h. a = €||Vi||2 kann beliebig klein gew#hlt werden. Damit hat V eine beliebig kleine (—A)-Schranke
und alle Voraussetzungen des Satzes von Kato und Rellich sind erfiillt.

Beispiel: Wir betrachten das Coulombpotential V (r) = 7% und zerlegen V = V; + V, wie folgt:

2

_ == r<l1
Vl(r)_{ 0 r>1
Vo(r) =V —-V1.

Offensichtlich gilt Vi € L?(R?) und V, € L°°(R3?), damit ist der Hamilton—Operator des Wasser-
stoffatoms auf D(—A) selbstadjungiert und auf C§°(R?) wesentlich selbstadjungiert.

In physikalischen Anwendungen sind Potentiale der Form

interessant. Fiir @ < 3 zeigt man V, € L?(R®) + L>(R?), fir 3 < a < 2 gilt dies nicht. Um solche
Potentiale zu betrachten, fiihrt man die Rollnik-Klasse ein. Diese besteht aus allen Potentialen auf R?,

fiir die e
|7 — 4]
endlich ist. Der Raum R aller dieser Potentiale ist vollstindig in der Norm || - ||z . Insbesondere im

Rahmen der Streutheorie (Kapitel 8) ist diese Klasse von Potentialen wichtig. Man beweist?!: Gilt
V € R+L>®(R3), dann ist V wieder —A-beschriinkt. Damit ist —A+V wieder wesentlich selbstadjungiert
auf einem beliebigen Bereich der Selbstadjungiertheit von —A . Insbesondere zeigt man, dafl V, € R +
L (R?), fiir beliebiges o < 2.

Diese Klasse von Potentialen enthélt die oben betrachtete, d.h. es gilt??

L*(R®) + L>®(R?) C R + L™ (R?).

21siche [Reed/Simon], Bd. II, Satz X.19
22siehe [Simon] Korollar 1.2
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Schliellich gibt es wichtige physikalische Modelle, fiir die die Kato-Theorie nicht anwendbar ist. Das
Standardbeispiel ist der (an)harmonische Oszillator

H=—-A+3>+3*.

Fiir solche Situationen hat man andere Techniken. Besonders niitzlich ist das Konzept der analytischen
Vektoren.

Definition 3.19 Sei A ein linearer Operator in H . Ein Vektor ¢ € H heifit analytischer Vektor fir A,
falls € N,2; D(A™) und

oo

1 An n
S L Arg)en < oo,
"0 n.

fir eint >0, gilt.

Es gilt der folgende Satz von Nelson??:

Satz 3.13 FEin abgeschlossener, symmetrischer Operator A ist selbstadjungiert genau dann, wenn sein

Definitionsbereich D(A) eine dichte Menge analytischer Vektoren enthilt.

Damit beweist man die Selbstadjungiertheit fiir den Hamiltonoperator des (an)harmonischen Oszilla-
tors24. Wir werden den harmonischen Oszillator im nchsten Kapitel behandeln.

23siehe [Reed/Simon], Bd. II, Satz X.39 und Folgerungen
24siehe [Reed/Simon], Bd. TI, Absatz X.6, Beispiele 2 und 5



Kapitel 4

Losung der Schrodinger—Gleichung:
Eindimensionale Probleme

Im eindimensionalen Fall gibt es eine ganze Reihe allgemeiner, strenger mathematischer Resultate, fiir
die wir auf [Reed /Simon] Bd. IV und auf [Berezin/Shubin]! verweisen. Eine heuristische Diskussion und
eine Auflistung wichtiger mathematischer Resultate findet man auch in [Galindo/Pascual], insbesondere
im Abschnitt 4.10.

4.1 Stationire Zustinde (in beliebiger Dimension)

Wir betrachten die Schrodinger—Gleichung
., 0 -
ihoe 10 (t)) = H{O)(t)) - (4.1)

Im weiteren wird immer vorausgesetzt, dafl der Hamiltonoperator H ein selbstadjungierter Operator im

Hilbertraum H des betrachteten Systems ist. Das Standardbeispiel fiir H ist natiirlich, im Falle eines
2

Teilchens, —%A + V', vgl. Kapitel 1. Wir berechnen, unter Verwendung von (4.1):

d

g 1ol = (g w1 [600) + (wioling o)

= —(OH®) [$(1)) + (WEH () [b(t)) =0,

denn H ist selbstadjungiert. D. h., wihrend der zeitlichen Entwicklung bleibt das Normquadrat des
Zustandsvektors konstant. Da die Schrodinger—Gleichung linear ist, folgern wir, dafl ein normerhaltender,
linearer Operator U(t,ty) der Zeitentwicklung existiert,

[(t)) = U(t, to) [¢(to) ) - (4.2)

Fiir die freie Schrodinger—Gleichung haben wir diesen Operator bereits in Abschnitt 2.2.3 berechnet.
Wir untersuchen die Eigenschaften dieses Operators. Zunéchst gilt offensichtlich:

Ulto,to) = 1. (4.3)

Setzen wir (4.2) in die Schrédinger—Gleichung ein, so erhalten wir:

ih%f](t, to) = H(t) Ul(t, to). (4.4)

1F.A Berezin, M.A Shubin: The Schridinger Equation, (1991), Kluwer Ac. Publ.
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Man zeigt leicht, daf 0(t,t0) unitér ist, (siehe das Kapitel zur Zeitentwicklung). Wir nehmen hier an,
dafl H nicht explizit von der Zeit abhéingt. Der allgemeine Fall wird spéter diskutiert. Dann hat die
Losung von (4.4) die Gestalt

Ult,to) = e =t H (4.5)

Um die Verbindung zum friiher (fiir den Fall des freien Teilchens) eingefiihrten Propagator in der Ortsdar-
stellung herzustellen, miissen wir die Entwicklung von |t (t) ) nach den verallgemeinerten Eigenfunktionen
des Ortsoperators verwenden:

wit) = [ i)z ) = [ dalzyuiz. (4.6)

Dies liefert

YT, t) = /d%’ G, t; @ )@, t), (4.7)

G(Z, ;@) = (Fe n=H |7y (4.8)
Sei H nicht explizit zeitabhéingig und sei |(to) ) ein Eigenzustand von H zum Eigenwert E,

Hy(to)) = Ev(to)) -

Dann ist die Zeitentwicklung dieses Zustandes nach (4.5) gegeben durch

(1)) = e FETOF [y (t) )

d. h., nur die Phase von [¢(¢) ) dndert sich mit der Zeit. Der Zustand |¢)(to) ) heifit deshalb stationir.
Sei nun A ein beliebige, zeitabhiingige Observable. Dann gilt:

., d . A A . d .
ih - (WO A®) [0(0)) = (6(0) | [A®), BO] v0) +ih OIS AD (D)

Man stelle sich A als Funktion A = A(:%,ﬁ, ...,t) vor, wobei die explizite Zeitabhingigkeit etwa in
Gegenwart eines zeitlich periodischen dufleren Feldes auftritt. Da die Operatoreintréige Z, ... nicht explizit
von t abhéingen, ist die Verwendung der “gewthnlichen” Ableitung % in diesem Kontext sinnvoll. Manche
Autoren verwenden aber an dieser Stelle das Symbol der partiellen Ableitung!

Wenn H nicht explizit zeitabhéingig ist und |¢(t)) einen stationiiren Zustand bezeichnet, so gilt:

d A d -
3 PO [A0¥(E)) = WO A0 (), (4.9)

denn

(V) | [AW, HO] @) = (¢ |ARY) - (0 |HAg) = B(v |Av) - B(v |Av) = 0.

D. h. , ist die Observable A nicht explizit zeitabhingig, dann ist ihr statistischer Mittelwert in einem
stationdren Zustand eine Bewegungskonstante.
Allgemeiner nennen wir eine Observable A Bewegungskonstante, falls gilt:

i A + [A(), B(1)] = 0. (4.10)

Der Leser denke iiber die offensichtlich vorliegende Analogie zur klassischen Mechanik nach.
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4.2 Eigenschaften stationirer Losungen in einer Dimension

Wir betrachten die Schriodinger—Gleichung in einer Dimension fiir ein Teilchen der Masse m unter dem
Einflu} eines Potentials V. Dann gilt, in der Ortsdarstellung,

. h2
H=-—A
5 Ot V(@)
und fiir einen stationéren Zustand ¢ zur Energie E:
Aip(x) + (e = U(x)) 9(x) = 0.
Dabei bezeichnet t(x) die Wellenfunktion in der Ortsdarstellung (zu einem fixierten Zeitpunkt) und

2m 2m

EZﬁE, U(.’E):ﬁ

Vix).

Da wir uns in einer Dimension befinden, schreiben wir einfach 1" = (u — )y . Wir diskutieren diese
Gleichung;:

(i) Diskrete Energieniveaus sind nicht entartet:

Sind 11 und ¥y Eigenvektoren zum Eigenwert F, dann gilt
(2] — 1) =0
und damit

W = )a1p] — 1p19p5 = const . (4.11)

W heifit Wronski—Determinante. Da wir diskrete Energienieveaus betrachten, miissen die Ei-
genfunktionen im L2-Sinne normierbar sein. Fiir |z | — oo muf also 1,12 — 0 gelten, d.h.

Yot — Prpy = 0.

Dies liefert wl i also: 1y = ctp1, d.h. 91 und s sind linear abhingig.
Daraus folgt sofort. Eigenvektoren zu diskreten Eigenwerten konnen reell gewihlt werden: Mit ¢
erfiillt auch ¢* die Schrodinger—Gleichung. Dann folgt aus obiger Bemerkung

P =cyp
und damit
=" = ()" =t = e[y

Es muB also |¢|? = 1 gelten. Wir setzen ¢ = €2¥ und wiihlen ¢) = ¢/¥¢). Dann gilt

w* _ e—igow* _ eQiape—igpw — w

(i) Ist V(z) = V(—=x) ein spiegelsymmetrisches Potential, dann haben die Eigenvektoren zu diskreten
Eigenwerten eine definierte Paritét:

Sei ¢ Eigenvektor zum Eigenwert E. Dann ist ¢(x) := ¢(—x) auch Eigenvektor zum Eigenwert E:

o:¢%m+@—U@wmw=<d)<7i>wm+@—vu»wm
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Aber mit Punkt (i) gilt wieder: ¢(—z) = ¢(x) = cy(x). Falls ¢ reell gewiihlt wurde, folgt daraus,
daB auch c reell sein mufl. Wegen ¢ = 1 folgt ¢ = £1, d.h.:

Wir definieren den Paritétsoperator P durch
(Pv) (@) == v(-2).

Er ist offensichtlich selbstadjungiert und erfiillt P2 = 1. Damit sind +1 die moglichen Eigenwerte
von P .

(iii) Das Spektrum des Hamiltonoperators:

Wir betrachten H in L? (R!) und verweisen, was mathematische Feinheiten betrifft, auf die zu
Beginn des Kapitels zitierte Literatur: Sei U (z) stiickweise stetig auf R!, (auf einer diskreten Menge
kann U(x) endliche Spriinge haben, unendliche Spriinge sind oft als Grenzwerte definierbar!). Wir
bezeichnen:?

Up=infU(z) und Uy = zkrﬂrzloo U(z). (4.12)
Seio. B.d. A. U_ < U, . Man zeigt: H=—-A+Uist selbstadjungiert. Sein Punktspektrum liegt
in (Up,U_] und kann leer sein. Das kontinuierliche Spektrum liegt rechts von U_ . Im Bereich
(U_, U, ) enthilt es nichtentartete verallgemeinerte Eigenwerte und im Bereich (U, 00) enthélt
es zweifach entartete verallgemeinerte Eigenwerte.

(iv) Habe U eine Unstetigkeitsstelle im Punkt z = a. Integration der Schrédinger-Gleichung von a — €
bis a + € liefert:

(8 e~ () baee = [ v+ [ e v,

—€ a—e

Hat U am Punkt a eine endliche Sprungstelle, so verschwindet die rechte Seite beim Grenziibergang
e — 0, d. h., die erste Ableitung (und damit auch 1 selbst) ist stetig. Dies liefert die Anschluf-
bedingungen fiir Losungen der Schroédinger-Gleichung mit nichtstetigem Potential. Ist der Sprung
dagegen unendlich, oder enthélt U etwa eine J-Distribution, so gelten diese Stetigkeitsaussagen
nicht mehr. Fiir U = ¢d, erhélt man einen Sprung ct(a) in der ersten Ableitung.

4.3 Der harmonische Oszillator

Der Hamilton—Operator des harmonischen Oszillators hat die Gestalt:

1 k
H=—p>+-42.

5D+ 5 (4.13)

Damit ist Uy = 0 und Uy = oo, d.h., das Spektrum des harmonischen Oszillators ist rein diskret, liegt
zwischen 0 und oo und die Eigenwerte sind nicht entartet. Das Problem der Selbstadjungiertheit von H
wird in einer Zusatzbemerkung am Ende des Abschnitts diskutiert. Wir bezeichnen, wie in der klassischen

Theorie, w = 1/% und setzen

P = (mhw)"%p, X .= (@)}c

204 kann unendlich sein.
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Dann gilt

= % (P2 + X2) . (4.14)

AuBerdem bemerken wir, daf die Heisenbergsche Vertauschungsrelation [z, p] = iAil die Gestalt
[X,P]=i1

annimmt.
Wir wollen nun das Eigenwertproblem fiir den Hamilton—Operator (4.13) lésen. Anstatt die Schrodinger—
Gleichung, etwa in der Ortsdarstellung, zu 16sen, verwenden wir die folgende algebraische Methode. Wir

definieren ) )
§i= — X+i15), at ::—(X—iﬁ), N :=a'a. 415
7 ( 7 (4.15)

Unter Verwendung der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen erhalten wir:
[a,a1] =1, [Na] — _a, [NaT] —at. (4.16)
Mit A ) A
X:ﬁ(aﬂﬂ) , P=
folgt, unter Verwendung der Vertauschungsrelationen:

ﬁ:m(a*mé) :m(z\ﬂ;) . (4.17)

Offenbar ist mit H auch N ein Operator mit diskretem Spektrum. Sei | ) ein Eigenvektor von N zum
Eigenwert p. Dann gilt A

plp ) = (u |Np) = (ulatap) = alu))?.
Folglich ist g > 0 und es gilt genau dann a|u) = 0, wenn u = 0 ist. AuBerdem bemerken wir, daB a' 1)
ungleich Null ist, denn

(ul@'a+1)u)=(u+1)lu)*>0.

¥ )] = (p laat p)
Wir berechnen
Nalu) = (alV = a) 1) = (- Dalu),
Naf i) = (a'N +at) |u) = (ut Dt ),

d. h., a verringert und a' vergréBert den Eigenwert von N jeweils um 1. Diese Operatoren heiflen des-
halb Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren.? Wenn wir mit irgendeinem Eigenwert p und dem
zugehorigen Eigenvektor |p) starten, so erhalten wir durch Anwendung dieser Operatoren die folgende
Menge von Eigenwerten:

oo =2, —Lpp+1, 42, .

Nun sind offenbar 2 Félle zu betrachten:
i) Sei 4 = n eine ganze Zahl. Dann erhalten wir nach n-facher Anwendung von é auf den Eigenvektor
|n) den Eigenwert Null. Da a|p) = 0 genau fiir u = 0 gilt, erhalten wir durch weitere Anwendung von
a keine neuen Eigenvektoren.
ii) Angenommen, p ist keine natiirliche Zahl, d. h. es existieren eine natiirliche Zahl m und ein z, mit
0<xz<1,sodal

u=m-+zx

3in der Darstellungstheorie von Lie-Algebren heiBen sie Leiteroperatoren
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gilt. Wir bezeichnen den zugehérigen normierbaren Eigenvektor mit ¢ ) ,

Nip) = (m+z)[¢).

Aus den Vertauschensrelationen (4.16) ergibt sich sofort
{N,a’“] — _ka*, [N,a*’“} — ka'k, (4.18)

d. h. die k-fache Anwendung von é auf | ) liefert den Eigenwert m + z — k fiir N'. Nun berechnen wir:
@™ ) * = (@t |(@'a)ay) = (m+ 2 = k)lja* [¥)])*

Daraus folgern wir, wegen m + x — k # 0, daB mit |¢)) alle a*2)) endliche Norm haben. Von einem
gewissen k an sind aber alle Eigenwerte m + x — k negativ. Es gibt also normierbare Zusténde mit
negativem Eigenwert von N . Dies steht im Widerspruch zur eingangs getroffenen Feststellung, daf§ g > 0
gelten muf.
Wir folgern, dal das gesamte Spektrum nur aus einer Leiter, numeriert durch die natiirlichen Zahlen,
besteht:

o(N)=1{0,1,2,...}.

Wir nennen N im weiteren Teilchenzahl- bzw. Besetzungszahloperator, denn N zihlt offenbar
die auftretenden Schwingungsquanten. Mit dem Spektrum von N kennen wir auch das Spektrum des
Hamilton—Operators. Wir erhalten aus (4.17) die folgenden Eigenwerte von H:

E, = hw <n + ;) . (4.19)

Wir berechnen die zugehérigen normierten Eigenvektoren. Bezeichne |0) den Eigenvektor zum Eigenwert

=0 von N. Wir nennen |0) den Grundzustand (wie oben bemerkt, sind die Eigenwerte nicht entartet).
Es existiert ein Satz ¢; von Konstanten, so dafl

n) = caa®)™ 0)
n—1)=coa(@)""10)

1) =cia® 0)

gilt. Mit afln —1) = ¢,_1(a’)?|0) erhalten wir daraus

Cn . tn
|n>:c 1an|n—1>:cn(aT) [0) ..
Fordern wir |||n)|| = 1, so ergibt sich
el /ot o
1=(n|n) B 1|2< (n—1) [a'(n—1))
:|C”||2<n—1|aaf|n—1>
|Cn|2 At A
:\c 1|2< —1j(@a+1)n—-1)
|Cn|2 |Cn|2
—1n—-1)= ,
e P = T
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also |cp_1]? = nlen |2 Mit ¢g = 1 erhalten wir (bis auf beliebige Phasen)
en =1/Vnl.

Die normierten Eigenvektoren haben also die folgende Gestalt:

1
— AN
n)=—=( 0). 4.20
n) = <= (@) [0) (4.20
Natiirlich gilt (m |n) = dmn.
Bemerkung 4.1
(i) Da
_ _Cn oy -1 :LAT -1
n) = it fn=1) = Zafln 1)
gilt, folgt
N 1 . | R n
a|n>:ﬁaa”nfl):ﬁ(afa+1)|n—1>:ﬁ|n—l>.

Analog berechnet man die Wirkung von a' und N auf die normierten Eigenvektoren. Wir erhalten:

an)=+vnln-1) (4.21)
it n) =vn+1n+1) (4.22)
Nin)=nln). (4.23)

(ii) Wir berechnen die Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung: Dazu verwenden wir die (verallge-
meinerte) Eigenfunktionenentwicklung fiir die Eigenvektoren,

m)= [ fo)o ) = [ dolo)ento).

wobei ¢, (x) = (z |n) die Ortsdarstellung von |n) bezeichnet. Insbesondere haben wir fiir den
Grundzustand

0) = [delee 0) = [ do lo) uila).
Wenden wir a auf diese Gleichung an, so erhalten wir
a10) = [ do afo)doa) =0

und damit:
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Nach Variablentransformation r — § = ax, mit a = /"=, lautet die zu losende Differentialglei-
chung fiir die Wellenfunktion des Grundzustandes:

(£+(f§) Gol€) = 0.

Die normierte Losung dieser Gleichung hat die Gestalt:
Po(§) = o' 2r1/4e € /2 (4.24)

Aus (4.20) erhalten wir durch n-faches Anwenden von @' in der Ortsdarstellung:

11 d\"
0l = =z (€ 3) l©)- (4.25)
Man zeigt:
a) Es gilt
_ @ 36
Un(§) =4/ VT S Hu(€)e ; (4.26)
wobei Jn
Ha€) = (-1)" e g e

die Hermiteschen Polynome bezeichnen.

b) Die Funktionen v, n = 0,1,2,..., bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem im L?(R*, dx)
(siche Ubungen). Damit bilden die normierten Eigenvektoren |n), n = 0,1,2,..., ein
vollstéindiges Orthonormalsystem in H und der Teilchenzahloperator N bildet ein vollstédndiges
System kommutierender Observabler.

Die Hermiteschen Polynome erfiillen die folgende Differentialgleichung;:

4 d
<d£2 — gt 2n> H,(€)=0. (4.27)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafi der Losungsansatz der Form

WY€) = H(E)e 2

fiir die Schrodingergleichung genau die Gleichung (4.27) liefert. Dies ist ein anderer Weg, das
Eigenwert—Problem zu 16sen. (4.27) kann durch Reihenentwicklung explizit gelést werden.

Die Hermiteschen Polynome erfiillen die folgenden niitzlichen Rekursionsformeln:

H,(§) = 2n Hp1(€)
§H, (&) =nH, 1(§) +nHn(S)
Hp(§) = 26 Hn1(§) — 2(n — 1) Hp2(§) -

Wir geben die ersten vier Polynome an:

Ho(¢) =1, Hy(§) =2¢
Hy(€) = 4¢% — 2, H3(&) =8¢ — 12¢.

Abbildung 4.1 zeigt die damit errechneten Eigenfunktionen. Man sieht, daf v, fiir gerades n gerade
und fiir ungerades n ungerade ist.
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Abbildung 4.1: Die Eigenfunktionen 1, fiir n =0,...,3.

(iv) Vergleichen wir mit dem klassischen harmonischen Oszillator, so sind folgende Punkte bemer-

kenswert:

a) Die erlaubten Energiewerte des quantenmechanischen Oszillators sind diskret.

b) Fiir den Grundzustand gilt Ey = % > 0.

c¢) Die Wahrscheinlichkeit, dafl sich der in einem beliebigen Eigenzustand ,, befindliche harmo-
nische Oszillator auerhalb des klassisch erlaubten Gebietes befindet, ist verschieden von Null.

Fiir den Grundzustand ist dies in Abb. 4.2 dargestellt.

1,04
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,14

0,0

lw(x)|?

! klassisch
erlaubtes Gebiet

Abbildung 4.2: Die Wahrscheinlichkeitsdichte go = |10 (&) |2

(v) Ausblick: Die hier diskutierte Methode der Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren ist sowohl
fiir weiterfithrende Entwicklungen in der Quantentheorie als auch in der reinen Mathematik von
fundamentaler Bedeutung.
In der Quantenfeldtheorie liefert eine Entwicklung der Quantenfelder nach Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren die Grundlage der Stérungstheorie. Dies hingt zusammen mit dem Konzept
der sogenannte “zweiten Quantelung”, die im 3. Semester dieses Kurses behandelt wird. Fiir die
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komplexe Klein-Gordon-Gleichung
(O+mHp(x) =0

(siehe 2. Semester) liefert dieses Konzept

1 A3k STom 3.0 ST o 0
T = — R i(k-Z—k"t) i —i(k-Z—k"t)
o) = o7 | e (400 tal(k)e )

mit k0 = V'k2 + m2, siche etwa Bjorken/Drell: Relativistic Quantum Field Theory, §12.1. Man hat
das Feld nach Normalschwingungen von eindimensionalen harmonischen Oszillatoren entwickelt.

Aus mathematischer Sicht ist die hier behandelte Methode in der Darstellungstheorie von Lie-
Algebren (und Super-Lie-Algebren) von grofler Bedeutung.

Zum Abschlufl machen wir eine zusétzliche, mathematische

Bemerkung 4.2

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf die Operatoren @ und a' den Schwartzraum S(R) in sich abbilden.
Damit ist auch ihr Kommutator auf S(R) wohldefiniert. Der Schwartzraum ist also ein natiirlicher
Definitionsbereich fiir H . Aus obiger Bemerkung, Punkt ii) wissen wir, dafl die Eigenvektoren ,, n =
0,1,2,..., die offenbar in S(R) liegen, ein vollstindiges Orthonormalsystem in L?(R!, dz) bilden. Es gilt

1. =1
Z:O H\\H%nlltk = Z:O HAZH%HL"“ = exp (Ant) < 00,

fiir jedes endliche ¢ > 0. (Dabei bezeichnet A, = hw(n + 1) den Eigenwert zum Eigenvektor ¢, .) Damit
bildet die lineare Hiille der Eigenvektoren t,, eine dichte Untermenge analytischer Vektoren in S (R) . Der
Operator H ist also nach dem Satz von Nelson* auf S(R) wesentlich selbstadjungiert.

4.4 Der Potentialtopf. Gebundene Zustinde

Der Potentialtopf ist ein Modell fiir kurzreichweitige, anziehende Kréfte. Damit kann man z.B. die
Wechselwirkung von Storstellen mit Elektronen in Festkorpern beschreiben.

4.4.1 Der Potentialtopf mit endlich hohen Winden

Der Potentialtopf wird beschrieben durch das Potential

] +Up <0 fir |z| < L
U(x)_{ 0 fir [z| > L,

siche Abb. 4.3.

U(x)

-L 0 L

‘ X
Gebiet | Gebiet Il Gebiet IlI
U

0

Abbildung 4.3: Der Potentialtopf

4siehe Abschnitt 3.6
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Damit gilt ug = inf(U) = Up und ux = 0, d.h., die gebundenen Zustinde werden durch das Punkt-
spektrum Jdisc(fl ) C (uo,0] beschrieben und dem (zweifach entarteten) kontinuierlichen Spektrum
ess(H) = (0,00) entsprechen die Streuzustinde.

Wir betrachten zunéichst die gebundenen Zusténde, d. h. es sei

Up<e<0.

Da U(z) = U(—x) gilt, sind die Eigenzustéinde entweder symmetrisch oder antisymmetrisch. Die Gebiete
I und III, definiert durch x < —L bzw. x > L sind klassisch verboten, da dort ¢ < U = 0 gilt. Die
Schrédinger—Gleichung hat in diesen Gebieten die Form

P +ep=0.
Das Gebiet II, definiert durch —L < x < L ist dagegen wegen Uy < ¢ klassisch erlaubt. Dort haben wir
¥+ (e = Uo)y =0,
mit € — Uy > 0. Damit ¢ quadratintegrabel ist, muf}

lim ¢ (z) =0

z—+o0

erfiillt sein. Auflerdem kann man 1 reell wihlen. Dies liefert den folgenden Ansatz fiir die Losung der
Schrodinger—Gleichung;:

A eP fir x<—L Gebiet T
Y(x) =4 Ay (e +e ) fir —L <z <L Gebietll
+A e P fir z>1L Gebiet I1T,

wobei a = (e —Up)/? und f = |¢ |'/? gilt, und das Vorzeichen im Gebiet, ITT aus den Parititseigenschaften
der Wellenfunktion, (x) = +¢(—z), bestimmt wird. Wir bemerken, dal a = (¢ — Up)'/? = 0, d.h.
e = Up, und damit 5 = 0 ausgeschlossen ist, denn 1) = const wire dann nicht quadratintegrabel. Also
gehort Uy nicht zum Punktspektrum.

Im Sinne der Diskussion aus Abschnitt 4.2 fordern wir die Stetigkeit von ) und v’ an den Sprungstellen
x = £ L des Potentials. Im Punkt x = —L muf} gelten:

Al e—ﬁL _ A2 (e—iaL + eiaL) ,
BALe Pl =ia Ay (efio‘L F ei”‘L) .

Aus der Symmetrie des Problems folgt, daf§ dann v auch fiir z = +L stetig ist. Durch Division der beiden
Gleichungen erhalten wir transzendente Gleichungen fiir die Eigenwerte,

0 =atanal flir positive Paritét
-8 =acotalL fiir negative Paritét , (4.28)

und die normierten Eigenfunktionen haben die folgende Gestalt:

NicosaL-eP@+h)  fir z < —L
Y(x) =< Nycosax fir —L<z<L
NicosaL-e =L fir x> 1L,

(fiir positive Paritét) und

—N_sinalL - @+ fir z < —L
P(x) = N_sinax fir —-L<z<lL
N_sinalL -e #@=L) fir z> L,
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N B
N+_N‘_\/1+ﬁL'

Die Gleichungen (4.28) lassen sich natiirlich nicht exakt 16sen. Eine graphische Darstellung, vgl. Abb. 4.4,
veranschaulicht aber die Losungsmenge sehr gut. Dabei ist eine andere, zu (4.28) dquivalente Form der
Gleichungen niitzlich:

(fiir negative Paritiit). Dabei ist

cosal = :I:L

A , tanalL >0 fiir positive Paritét
0

e
sinal = iﬁ , cotal <0 fiir negative Paritdt
0

+

H

x

Y= T 100

Abbildung 4.4: Graphische Losung. Das + steht fiir Lésungen mit positiver und das — fiir Lésungen mit
negativer Paritét. Die mit o bezeichneten Schnittpunkte reprisentieren keine Losungen, da an diesen Stellen die
Nebenbedingung tanz > 0 (fiir positive Paritéit) bzw. cot z < 0 (fiir negative Paritét) nicht erfiillt ist.

Bemerkung 4.3
(i) Es existiert immer ein gebundener Zustand (mit positiver Paritét).

(ii) Energieniveaus mit positiver und negativer Paritéit wechseln sich ab.

(iii) Wir schiitzen die Anzahl der gebundenen Zustinde fiir eine gegebene Zahl L - |Uy |'/2 ab: In jedem
Intervall - -
<<kl
(k-7 <w<h,

mit k =1,..., gibt es einen relevanten Schnittpunkt. Damit gibt es zumindest dann einen Schnitt-
punkt, wenn am Ende des Intervalls noch

X
— <1

L\/|Uq |

gilt, also zumindest fiir alle n mit n§ < Ly/|Ug|. Da n € N, entspricht n also n—1 Schnittpunkten,

d.h.:
2
n < 1—|—;L\/|U0|.
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4.4.2 Der Potentialtopf mit unendlich hohen Winden
Unter Verwendung der bisherigen Resultate diskutieren wir jetzt den Fall Uy = 0 und

0 fur|x|<L
U(I){ oo fiir|z|> L.

(unendlich hohe Wiinde). Dann gilt up = 0 und u+ = 0o, d.h., ogise(H) = (0,00) und s (H) = 0.
Diesen Fall erhélt man aus dem vorhergehenden Fall durch die Transformation € — ¢ 4+ Uy und Uy — .

Dann ist @ = v/ und 8 = e + Up. Die Gleichungen (4.28) nehmen mit 8 — oo die folgende Gestalt an:

fiir positive Paritéiten: tanaL =00 — aL=2n+ 1)%
fiir negative Paritéten: tanaL =0 - ol = Qng ,
wobei n =0,1,... . Damit ergeben sich die Energieeigenwerte zu
(”)2( +1)2 0,1 (4.29)
en=1\==) (n , n=0,1,..., .
2L

und die normierten Eigenfunktionen haben die Gestalt

ﬁsin((nJrl)ngiL) fir |z|<L
0 fir |x|>L.

ule) = {

Bemerkung 4.4
(i) Es gilt ¥, (2)|z=+r = 0, aber die Ableitung ¢, (z)'|s=+r verschwindet nicht. Dies ist die ty-
pische Randbedingung fiir undurchdringliche (unendlich hohe) Potentialwinde. Wir haben obi-
ge Losung durch den Grenziibergang 8 — oo gefunden. Das gleiche Resultat erhélt man durch
direktes Losen der freien Schrodinger—Gleichung innerhalb des Kastens. Dazu betrachtet man
—% auf C*°(—L,+L) und sucht nach selbstadjungierten Fortsetzungen. Die Randbedingungen
Y(x)|z=+r = 0 entsprechen der selbstadjungierten Fortsetzung im Sinne von Friedrichs, vgl. Ab-

schnitt 3.6.

(ii) Die Grundzustandsenergie ist

72h?
" 8mL2’
also ungleich Null. Dies ist konsistent mit der Unschiirferelation: Es gilt Az < L, also Ap > h/L

. 1 h?
und damit E > 51T

o (4.30)

4.5 Streuung und Streuzustinde

Wir nehmen an, ein Teilchen werde an einem Potential U (das im Unendlichen konstant wird) gestreut.
Es seien Uy und U_ endlich und es gelte u_ < u,. Fiir x — +o0o ist das Teilchen dann frei.

Wir betrachten zunichst den Fall € > uy:

Fiir € > uy ist € € 0.(H) und zweifach entartet, d.h. die Schrédinger—Gleichung
W+ (e-U)p=0
hat zwei linear unabhéngige Losungen:

) (2) ~ b~ 1o (E)e -7 fiir 2 — —o0
o_(E)e*f+*  fir x — +o0
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4

fiir eine “von links einlaufende” Welle und

P ()~ { €T T e (BT fiir @ oo
o (E)e ™7 fir 2 — —oc0

fiir eine “von rechts einlaufende” Welle. Dabei ist ky = ++/¢ — ux.

Interpretation am Beispiel von (7): Das Teilchen kommt von links, also von —oo, beschrieben
durch die Wellenfunktion e*~%. Die Wechselwirkung mit dem Potential produziert eine reflektierte Welle
~ 0_(E)e *-% und eine durchlaufende Welle ~ o_(E) e'*+2.

Wir verwenden nun die Konstanz der Wronski—Determinante W (11, ¢2) = 11904 — 121)]. Dies liefert:

DWW, ) =k (1 - Jo_ P) = kylo_ ? = const (431)
%W(¢<+>,¢<+>*) =—k_lo, [*=~k, (1 —|o,|?) = const (4.32)
%W(zp(*%wﬂ) =k_ o, =k, o_ = const (4.33)
%W(zp(—),wﬂ*) =—k_o_o% =k, o} 0o_ = const (4.34)

Die Interpretation dieser Identitdten: Da der Wahrscheinlichkeitsflufi durch
- h
J = 5 07V = Vi)
gegeben ist, folgt:
%W(@b(x),w(;)*) — % (zb(i)w(“”*’ _ 1/,@)*1/}(;)/) _ %jm 7
d.h., die Gleichungen (4.31) und (4.32) sind Fluflerhaltungsgleichungen. Es gilt:

Einlaufender Flufl — reflektierter Flul = durchlaufender FluS.

Definition 4.1 Der Transmissionskoeffizient ist definiert durch

_ durchlaufender Flufs

T-(F) := . 4.35
=(E) einlaufender Fluf ( )
Wir erhalten .
+
T+(E) = ]T|0I 2
:F
und aus Gleichung (4.33) folgern wir
T.(E)=T_(E)=T(E)
Definition 4.2 Der Reflexionskoeffizient ist definiert durch
refiektierter Fluf§
R-(E) := . 4.36
+(E) einlaufender Fluf ( )
Wir erhalten
R+(E) = |o£ ”

und aus den Gleichungen (4.33) und (4.34) lesen wir ab:
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d.h. mit (4.31) folgt die FluBlerhaltung.
Wir betrachten den Spezialfall uy = u_, dh. k_ =k, = k. Dann folgt aus den Gleichungen (4.31)-
(4.34):

o,=0_=0, |o’+]es]?=1, o 0" +0L0c=0. (4.37)
Wir bezeichnen mit |+ in) = e*** den Zustand vor der Streuung und mit |+ out) den Zustand nach
der Streuung. Dann liefern die Gleichungen fiir ¢)(~) und (*):

|+kout)=p_|—kin)+o|+kin)
| —kout)=0c|—-kin)+ o |+kin),

also
(| +kout),|—kout)) = (|+kin),| —kin))-S, (4.38)
wobei
S = (Q“ 9;) (4.39)

die Streumatrix bezeichnet. Wir bemerken, daf} die Streumatrix S wegen (4.37) unitér ist:

stg (0* @2) (U 9+> _ (Ifil2 +le_I? U*QBJr@ig) _
of o) \e. o oyo+oo_ oy [P +]o]
Damit gilt fiir die Eigenwerte A1, Ay von S
MNP =?=1.
Wir bezeichnen

A1 = exp(2idp)
)\2 = exp(21 (51) .
Die Grofien §p und 41 heiflen Streuphasen. Sie beschreiben die Phasenverschiebung der auslaufenden,

am Potential gestreuten Welle, im Vergleich zur auslaufenden nicht gestreuten Welle.
Sei nun V(z) = V(—=x) ein symmetrisches Potential. Dann gilt offensichtlich

If
S

04y = 0_

Wir berechnen A\; und As:

det(U;/\ Uf/\):(J—A)Q—Q2:)\2—20)\+02—92:0 — Ma2=0E+0%.

Wir erhalten also A\ = 0 + o und Ay = 0 — p. Dies liefert

o — %()\1 F ) = %ei(60+51) (ei(éo—él) n 6—1(60—51))
o= %()\1 ) = %ei(5o+61+%) (61(50—51) +e—i(60—61)) ’
1

also

o = cos(6y — 0y) !PT (4.40)
= sin(dp — dy) e PoTO13) :
0 = sin(dy — 0;) e!%0F01+3) (4.41)
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Es ist noch der Fall u_ < ¢ < uy zu diskutieren:

Fiir u— < € < uy ist € € 0.(H) und nicht entartet. Wir haben also nur eine von links einlaufende
Welle:

77[,(*)(x) -~ eh-m 4 o_(E) e kT fir z 5 —c0
o_(E)e * " fir z— 4oo.

Die Wronski-Determinante liefert:
W(w(—)7¢(—)*) =k (1—|o_ |2) =k, -0=0,
d.h. es gilt |o_ |> = 1. Wir haben also in diesem Falle totale Reflexion.

Bemerkung 4.5

Die durchlaufende Welle (und auch die reflektierte Welle) erfahren ein Zeitverzégerung aufgrund der
Wechselwirkung mit dem Potential. Wir zeigen dies der Einfachheit halber fiir den Fall Uy = U_ = U.
Wir betrachten ein von links einlaufendes Wellenpaket,

Yein (T, 1) = /dk f(k) exp [i <kx - it)] )

wobei f(k) ein reelles Profil, konzentriert um ko, beschreiben soll und k& = /e — u_ ist. Das durchlau-
fende Wellenpaket ist dann gegeben durch

Veturen (1, 1) = / dk f(k) o (E) exp [i (kx _ b;;) (4.42)

und das reflektierte Wellenpaket hat die Form

Yrent (2,1) = / dk f(k) o_(B)exp [1 <km - Eht) . (4.43)

Wir zerlegen '
o(E) = |o(E)|e®5- () (4.44)

Wir vergleichen die Bewegung der Zentren des einlaufenden und des durchlaufenden Wellenpaketes:
a) Fiir die Bewegung des Zentrums e, des einlaufenden Wellenpaketes haben wir nach Abschnitt 1.6

Zein = Ut = —kt,
m

wobei v die Gruppengeschwindigkeit bezeichnet. Es gilt

b) Mit (4.44) hat die Phase der durchlaufende Welle (4.42) die Form:

Et
ok, z,t) = kx — - +20_(E).
Man findet das Zentrum des Wellenpaketes mit der Methode der stationdren Phase: Die Werte (x,t),
fiir die sich ¢ im effektiven Integrationsgebiet |k — ko | < Ak/2 schnell verdndert, liefern einen geringen
Beitrag zum Integral (schnelle Oszillationen liquidieren sich gegenseitig). Andererseits existiert fiir jedes
t ein Punkt x = 2y (Zentrum des Paketes), bestimmt durch die Bedingung, dafi p(k,x,t) fiir & = kg

stationdr ist:

d d
0="2% 20— vt + 2|, 5 (E). (4.45)

dk — dk
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Wegen F = %kQ + V gilt % = %Qk: = hv und damit

d
diE‘ |E:E0 6_ (E)

d
= <t — 2hd_E|E_EO5_(E)> 5

d.h., die Zeitverschiebung ist gegeben durch die sogenannte Eisenbud—Wigner—Relation

zo = vt — 2hv

d
7—durch(-EO) = 2hd7E |E:E0 5_ (E) . (446)
Beispiel: Streuung am Potentialtopf

Wir haben U_ = U; = 0, d.h., fiir € > 0 liegt zweifache Entartung vor. Wir betrachten nur eine von
links einlaufende Welle, (eine von rechts einlaufende Welle wird véllig analog behandelt):

elh? 4 geike fir —co<ax<—L
P (z) =< Ae¥* 4 Be ke fiir —L<z<L
o elhT fir L<zx<+4oc0,

mit £k = /e und k¥ = /e —ug, up < 0. Die Forderung der Stetigkeit der Losung und ihrer ersten
Ableitung liefert nach einer vollig analogen Rechnung wie im Falle gebundener Zusténde:

o= e—2ia QOéﬁ
B 2af cos 28 —i(a? + B2)sin 28
) (P2 2\ o 2
g i(8% — a®)sin2p

2a3 cos 28 —i(a? + B2)sin 23

_Bta ja-p
A= o e

B— %eimm .

wobel aw = kL und 8 = k'L sind. Wir zeigen dies. Die Anschlubedingungen sind

RN

e L 4 gl — Ao KL 4 Boik'L (4.47)

AWML 4 Be WL — ;5 lkL (4.48)

ke Wl — ool — |/ AeTF L _ /Bl T (4.49)
AR L _ 1 Be=N'L — o oikl (4.50)

Wir bilden zunéchst k" - (4.48) + (4.50) und k' - (4.48) — (4.50):
2k AL = (k+ K)o | 2k'Be FL = (K — k)oe*

Daraus ergibt sich

B B + a i(a—B) . B—a i(a+pB)
A= 53 e o, B= 53 e o.
Nun bilden wir k - (4.47) + (4.49) und & - (4.47) — (4.49):

2ke " = (k+ K)Ae " + (k= K)Be*E | 2kpe™ = (k—K)Ae W 4 (k+ k)BT
Aus der ersten Gleichung ergibt sich durch Einsetzen von A und B

2+ B mip-0) 2 F 8 gy OB ars) B iars),
2a 26 2a 26
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also

40‘6 e 2ia
(a+ B)2e28 — (a— B)2 %P
_ 4O‘ﬂ e 2ia
21(042 +B2)e—2iﬁ2i_eziﬂ +4aﬁe—2iﬁz+e2iﬁ
2a03
203 cos28 —i(a? + B2)sin28

— e—Qia

Die zweite Gleichung liefert

2c 2c0
:OLQ—ﬁ 721[10_4_6 —042 2i3
4ap 4ap
2_ 2
iﬁmﬁa sin2f - o

i(8? — a?)sin2p
2afBcos2B —i(a2 + B2)sin28

Als néchstes berechnen wir die Streuphasen dg, d1 aus
M =oc+o0=exp(2idy), AIe=o0—p=exp(2id).
Fiir &g ergibt sich:

Q2ilo+a) _ 208+ i(8% — a?)sin2f
2aBcos2p —i(a? 4+ 42)sin 23
208 + 2i(2 — a?) —ns

. 1+tan? 3
- 1—tan2 g3 s 9 2\ tanf
2046 1+tanZ2 g8 21(0[ + ﬂ ) 1+tan? B

1+tan26+i(§—%)tanﬂ
1ftan2671(§+%)tan5
(1—|—tan2ﬁ—|—i(§—%)tanﬂ) (1—tan25+i<g—|—%) tanﬁ)

(1 —tan? 3)2 + (B + %)2tan26

«

1 —tan* 3 — (2—2—%) tanQB—l—ZigtanB(l—&—g—ztanQﬁ)

(1 — tan? §)2 + (ﬁ n %)2 tan? 8

[e3

Dies liefert

QEtanﬁ(l—i—“—ztarPﬂ) B

a 52 22 tan (8

tan (2(50 +Oé)) = 4 82 2 5 = 32 2 5
1 — tan B—(T—%)tanﬂ 1— S5 tan® 3

2tanx

Tz, erhalten wir:

und mit tan 2z =

tan(dp + ) = gtanﬁ.
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Fiir §; fiihren wir eine analoge Rechnung aus. Damit sind die Streuphasen gegeben durch
B @
0o = —a+arctan | —tanf ) , J; = —« + arctan B tan | .
«

Insbesondere gilt

1
dp + 01 = —2a + arctan | — a + é tan283| .

2\8  «

Fiir die S-Matrix erhalten wir mit den obigen Ausdriicken fiir o und p
e 2l 2003 i(8%? — a?)sin2p
S = - : S22 2) o : (4.51)
203 cos 2B —i(a? + B2)sin 28 \i(B* — o) sin 23 203
Der Transmissionskoeffizient T' = |o|? ergibt sich zu
40252 1

T = =
40232 cos? 23 + (a2 + £2)2sin? 23 a?— B2
1+ 2a8

2
) sin? 23
beziehungsweise, unter Verwendung von « = kL = \/eL und 8 = k'L = /e — UpL,
1
5 )
1+ ot sin? (2LvE — U )

Der Kurvenverlauf von T'(¢) ist in Abb. 4.5 dargestellt.

T=T() = (4.52)

T
1

0 T T T €
0,0 0,5 1,0 1,5 [Uo |

Abbildung 4.5: Transmissionskoeffizient T'() fiir den Potentialtopf

Bemerkung 4.6
(i) Fiir ¢ = oo geht der Transmissionskoeffizient asymptotisch gegen den Wert 1, d. h., Teilchen mit
sehr hohen Energien spiiren das Potential nicht mehr.

(i) Fiir e < |Up | ist
Ug
de(e — Up)

d. h., der Transmissionskoeflizient oszilliert hier stark. Fiir Werte von ¢, die

2L\/e — Uy =nm

erfilllen, ist T'(¢) = 1, also die Transmission total. Diese Energiewerte heilen Resonanzen. Aus

2L+/e — Uy = nm folgt

> 1,

nm\ 2
€+|U0|:(ﬁ> )
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also
E n?m?h?
Vol 8mL2|V |
Wir bemerken, dafl die Gleichung fiir die Energien der Resonanzen mit der Gleichung fiir die
Energien der gebundenen Zustéinde im unendlich tiefen Potentialtopf zusammenfallen, vgl. (4.30).
Wir schitzen fiir kleine € die Absténde zwischen den Resonanzen ab. Aus \/ ensi1 — Up—ve, — Uy =

5r folgt
]__|_En+1_ 1+ﬂ:@;
Vo | Vol 2L2m|V |

und daraus durch Entwickeln der Wurzelfunktion in erster Ordnung

—1.

Wﬁ|V0|
E,1-F,~——.
+ 2L 2m

Damit einige Resonanzen auftreten, muf gelten:

m|Vy | L?
h2
d.h., der Potentialtopf muf} breit und tief sein.

>1,

Die Streumatrix hat offensichtlich Polstellen fiir
20 cos 2B —i(a® + f%)sin28 =0,

also fiir

1 2ap
ia2 + 52 ’
mit @ = v/eL und 8 = /e — UpL. Gehen wir zu negativen Energien ¢ < 0 iiber, dann haben wir

a=iVe|L =ia

tan 28 =

(4.53)

und
ﬁ: \/€—UOL.

Damit nimmt (4.53) die folgende Form an:

24,8 —28 2tan
tan 28 = = a_ =
an2 B2 — a2 1_%2 1—tanpj’
d.h. tanp = —g bzw. tanf = % Diese Relationen sind offensichtlich identisch mit den Glei-

chungen fiir die gebundenen Zustinde im Potentialtopf, vgl. (4.28), (man hat nur o und 8 zu
vertauschen). Wir sehen also, dal die Pole auf der negativen reellen Achse der Energie lie-
gen und mit den gebundenen Energiezustéinden iibereinstimmen. Sie entsprechen Punkten auf der
positiven imagindren Achse in der komplexen k-Ebene, da /—e = ik gilt.

Die Resonanzbreite:

Wir untersuchen o () in der Nihe der Resonanz ¢ = ¢, d. h., 2L+\/e, — Uy = nm:

—2ix

ole)=e
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In der Nihe der Resonanz gilt

kK d kK
(k/ + k) tan Qk/L ~ & {(k/ + k) tan Qk/L} |€=E’V‘ (5 — 67«)

mit

wobei 7, die MaBeinheit m =2 hat. Damit ist

) 1 . i, /2
o(e) ~ e~ HkL — — o 2kL Iy /. :
1-5--(e—er) e—ep +iv/2
wobei cosnm das Vorzeichen bestimmt. Wir sehen: o(e) (und damit auch die Streumatrix) hat
Polstellen fiir € = ¢, —i7,./2. Fiir den Transmissionskoeffizienten erhalten wir die Breit—Wigner—
Formel

I?/4
(E—E.)2+T12/4°

T(E) ~ (4.54)

wobei die Energie
2

h
[,/2=—~,/2
/ 2m7/

die Halbwertsbreite der Resonanz ist, d. h., fir E = E,. ist T =1 und fiir ¥ = E, £ T,./2 ist
T=1/2.

Die Polstruktur von S(k) ist in Abbildung 4.6 zusammengefafit. Um von o(k) zur Funktion o(¢)

Im(k)

Gebundene Zustinde

" Re(k)
o O [¢] [e]

Resonanzen

Abbildung 4.6: Die Polstellen der Funktion (k) in der komplexen k-Ebene.

iiberzugehen, miissen wir € als Punkt in der Riemannschen Flidche der Wurzelfunktion betrach-
ten. Diese Fliche besteht aus den beiden Bldttern Ry (Sy/e > 0) und Ry (Sv/e < 0) sowie dem
Verzweigungspunkt 0, sieche Abbildung 4.7. Im Blatt R;, dem sogenannten “physikalischen Blatt”
liegen auf der negativen reellen Achse die Energien der gebundenen Zustédnde. Im Blatt Ry, dem
sogenannten “unphysikalischen Blatt”, liegen die Resonanzenergien.

(v) Abschlieflend diskutieren wir die Bewegung eines einlaufenden Wellenpaketes

Pein (2, 1) = /M dk f(k) exp {i (kx - Eht)}
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Re(e) . Re(e)

Gebundene Zustidnde

Im(e) ~ Im(e)

Resonanzen

R1 R2

Abbildung 4.7: Die Polstellen der Funktion o(g) auf der Riemannschen Fliche von e.

mit einem Profil f(k), konzentriert um eine Resonanz k, = %\/QmEr. Dann erhalten wir fiir das
auslaufende Paket:

Yanst. (2,1) = /A Ak (k) o(E) exp {i <’“ - Ent>}

- ir,./2 . B
=+ Akdk f(k) E_E, +il,/2 GXP{I (k;(m —2L) - h)} .

Dieses Integral ist fiir komplizierte f nicht exakt berechenbar, die Diskussion von Spezialfillen
liefert aber gewisse Einsichten:

a) Sei f(k) ~ const im Bereich AE > T,., d.h., sei das Wellenpakete riumlich “héchstlokalisiert”.
Dann zeigt man:

Rkt

<x>¢au51. ~ 2L+ m

Hier taucht also IT',. gar nicht mehr in der Formel auf.

b) Sei f eine GauB-Verteilung. Man zeigt

L,
|wausl. (I7t) ‘2 = exp (th> ’

vorausgesetzt es gilt

E \’ g > t—xz/v r 1/T,\°
T kr 72/5 2} r 4 T - T
(AE) (krz) wr, ~ “\ag)T2\aE)
siehe R.G. Newton: Scattering Theory of Waves and Particles, Springer 1982. Dies ist so zu
interpretieren: Das Teilchen verweilt im Potentialtopf fiir eine Zeit ~ /T, und verldfit dann den

Topf entsprechend dem obigen Exponentialgesetz. Es handelt sich also um ein metastabiles Teilchen
mit einer Lebensdauer von ~ A/T,.



Kapitel 5

Der Drehimpuls

Ersetzen wir in der Formel

=

L=x¥xp

fiir den Drehimpuls der klassischen Mechanik die klassischen Grofien Z und p’ durch die entsprechenden
quantenmechanischen Observablen, so erhalten wir

L=%xp, (5.1)

bzw. in Komponenten R
L; = €1 T Pr - (5.2)

In der Ortsdarstellung ergibt sich R
L=—ihZxV. (5.3)

Als Kombination von selbstadjungierten unbeschrinkten Operatoren ist L wieder ein unbeschréinkter
Operator, von dem man beweist, dafl er selbstadjungiert ist.! Im weiteren spielt das Quadrat

=12+ 13+ 12

des Drehimpulses eine wichtige Rolle. Es gelten die folgenden Vertauschungsrelationen:

Vﬁiaij_ = ihejrLi (5.4)
i1 =0, (5.5)
Li, i’j_ = ihe€ik Tk (5.6)
:ﬁi, Aj: = ih €1 P (5.7)
1,72 = [Lﬁﬂ —0. (5.8)

Aus (5.8) folgt fiir einen Hamiltonoperator der Form H = ﬁﬁa +V(|Z)):

[LH} —0,

1Siehe [Thirring], S.96, das Gebiet D der wesentlichen Selbstadjungiertheit ist die lineare Hiille der Vektoren
Yp(E) = e—e?/2 z’fl :E’;z z’;?’ , ki=0,1,2.

D ist dicht und unter Drehungen invariant.
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d.h. L; ist eine Erhaltungsgréfie. Wir beweisen (5.4) unter Verwendung der Heisenbergschen Vertau-
schungsrelationen:

[f/i, ﬁg] = €imn€jrs (im DnZrPs — Zr Ds T ﬁn)
= €imn€jrs 1&m (Tr Dn — 1M 0pn) Ps — &y (Zn Ps — 1 6ms) Pr }
= ih (€imn€njs Tm Ps — €inmEmjr Tr Pn)
= ih {(0ij0ms — isOmj) Tm Ps — (0ij0nr — OirOnj) Tr Pr}
=il (2:p; — 25 pi) = iheynLy, .

Fiir (5.5) geniigt es zu zeigen, dafl [L, ﬁ?] =0 fiir i # j gilt:

Der Beweis von (5.6) und (5.7) ist Hausaufgabe.

Die gruppentheoretische Interpretation von (5.4) ist offensichtlich: Es handelt sich um die Vertauschungs-
relationen fiir die Erzeugenden der Drehgruppe SO(3), vgl. mit der klassischen Mechanik. Wir werden
im ersten Abschnitt einige wichtige gruppentheoretische Sachverhalte zusammenfassen.

5.1 Einige gruppentheoretische Grundlagen

Die Drehgruppe O(3) ist die Gruppe der linearen Transformationen des R3, die das Euklidische Ska-
larprodukt invariant lassen, d.h., R € O(3) genau dann, wenn

(RD)" - (Ry) =" -7

fiir alle #, 7 € R? gilt. Es muf also
RTR=1 (5.9)

gelten. Daraus folgern wir
(det R)> =1,

also det R = 1. Die Gruppe SO(3) der echten Drehungen ist definiert durch:
SOB):={Re€O(3): detR=+1}. (5.10)
Zerlegen wir & = z'¢; in der Standardbasis &;, so gilt RZ = Rijxjé} und (5.9) hat die Form
(R")'j R}, = 0.

Man zeigt: Jedes Element R € SO(3) kann man als Drehung um einen Winkel ¢, 0 < ¢ < 7, beziiglich
einer bestimmten (orientierten) Drehachse realisieren. Wir ordnen jeder Drehung R damit einen Vektor
der Linge ¢ in Achsenrichtung zu. Diese Zuordnung ist eineindeutig, solange ¢ < 7 gilt. Jeden Vektor
der Lange ¢ = m miissen wir offenbar mit dem in entgegengesetzter Richtung zeigenden Vektor der Lénge
7 identifizieren. D.h. die Gruppe SO(3) ist als topologischer Raum identisch mit einer Vollkugel im
R3 mit Radius 7 und identifizierten Antipodenpunkten. Dieser Raum ist offensichtlich kompakt und
zusammenhéngend. Er ist aber nicht einfach zusammenhéngend, denn es gibt geschlossenen Kurven, die
nicht auf stetige Weise zur trivialen Kurve deformierbar sind: Dies trifft fiir jede Kurve zu, die in einem
Punkt auf dem Rand der Kugel startet und zum entsprechenden Antipodenpunkt lHuft.

Man kann auf obigem topologischen Raum eine differenzierbare Struktur, die mit der Gruppenstruktur
vertriglich ist, definieren. Deshalb ist die SO(3) eine Lie-Gruppe. Fiir eine Einfithrung in die Theorie
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der Lie-Gruppen siehe z. B. [Warner]. Die SO(3) ist 3-dimensional (die Dimension des topologischen
Raumes) und — aus obigen Uberlegungen — kompakt, zusammenhiingend, aber nicht einfach zu-
sammenhingend.

Wir erinnern noch an die (lokale) Parametrisierung der SO(3) mit Hilfe der Euler-Winkel:

R(p,0,v) = R.(p) Ry(e) R.(¢),

mit 0 < <27, 0<0 <7, 0<% <27 und

cosp —sinp 0 cosf 0 —sind
R.(p)=|sing cosp O , Ry 0= 0 1 0
0 0 1 sind 0 cosf

Dabei bezeichnen R, und R, Drehungen um die y— bzw. um die z—Achse.

Die unitire Gruppe U(2) ist die Gruppe der linearen Transformationen des C2, die das Hermitesche
Skalarprodukt invariant lassen, d.h. U € U(2) genau dann, wenn

-y =it-7,
fiir alle 7, ¢ € C? gilt. Dies liefert
Ut =1. (5.11)

Wir folgern
|detU [? =1.

Die spezielle unitire Gruppe SU(2) ist definiert durch
SU(2):={UecU(2): detU=+1}. (5.12)

Werten wir die Bedingung (5.11) fiir eine beliebige komplexe 2 x 2-Matrix U = (Ccl

a b
U— (_b* a*) |

a2+ b2 =1.

Daraus folgern wir: Die Gruppe SU (2) kann als topologischer Raum mit der Einheitssphire $% ¢ C? = R*
identifiziert werden. Die Sphire S? ist offensichtlich ein 3-dimensionaler, kompakter, zusammenhéngen-
der und einfach-zusammenhéngender Raum (jede geschlossene Kurve ist kontrahierbar). Wiederum
kann man auf diesem Raum eine differenzierbare Struktur definieren, die mit der Gruppenstruktur
vertriglich ist. Damit ist die SU(2) eine 3-dimensionale, kompakte, zusammenhingende und
einfach—zusammenhingende Lie-Gruppe.

d) aus, so erhalten

*

wir ¢ = —b* und d = a*, also

Die Bedingung det U =1 liefert

Es zeigt sich, daB die Gruppe SU(2) die universelle Uberlagerungsgruppe der Gruppe SO(3) ist. Man
sagt in diesem Zusammenhang auch, die SU(2) (aufgefafit als reelle Lie-Gruppe) ist die Spingruppe der
SO(3) und schreibt Spin(3) = SU(2) . Um den obigen Zusammenhang verstehen zu kénnen, identifizieren
wir den R? mit dem Vektorraum Hsyo der Hermiteschen 2 x 2-Matrizen mit verschwindender Spur

R3 ST x= (EiO'Z' S HQXQ, (513)

wobei 2? die Komponenten von Z in der Standardbasis des R? sind und o, , i = 1,2, 3 die Pauli-Matrizen
bezeichnen. Fiir weitere Rechnungen ist die folgende Formel fiir das Produkt von Pauli-Matrizen niitzlich:

0i0j = (5ij1 + ieijkak . (514)
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Man zeigt damit leicht, dafl
und

det 2 = —i* (5.15)
gilt. Wir bemerken nun, daf} fiir jedes U € SU(2) die Transformation

H2><29x'—>U(rU71€H2><2

die Determinante det x invariant 1&8t. Damit wird, wegen (5.15), iiber die Identifizierung (5.13) eine
Drehung R im R? induziert, (da fiir U = 1 die Identit#t induziert wird und die SU(2) zusammenhingend
ist, handelt es sich um eine eigentliche Drehung):

Uzbor) U™ = (R*12)oy, . (5.16)
Damit erhalten wir eine Abbildung
¢:SU((2) = SO@B), U~o¢U)=R.
Im Seminar werden die folgenden Eigenschaften dieser Abbildung bewiesen:
i) ¢ ist ein Homomorphismus von Gruppen.
ii) ¢ ist surjektiv.

iii) Der Kern der Abbildung ist
kerop = {1,-1} = Z,.

Es liegt also ein 2—fache Uberlagerung vor. Da die SU(2) einfach zusammenhingend ist, heifit ¢ univer-
seller Uberlagerungshomomorphismus. Aus dem Homomorphismensatz fiir Gruppen folgt, dafl ker ¢ ein
Normalteiler ist und die Faktorisierung von SU(2) nach ker ¢ einen Gruppen-Isomorphismus

SU(2)/Z2 = SO(3) (5.17)
liefert. Das folgende kommutative Diagramm fafit diese Sachverhalte zusammen:
SU(2)

T

SU(2)/Zy

SO(3)

Die Tatsache, da8 eine zweifache Uberlagerung vorliegt, manifestiert sich auch in einer (lokalen) Para-
metrisierung der SU(2) mit Euler—-Winkeln:

U— coSs g . e%i(tbﬂ@) — Sing . e. (=)
sing cem2(¥=%) cos g e
mit0<p<2m,0<0< 7, 0<y <A4m.
Wir diskutieren nun infinitesimale Transformationen auf der Lie-Gruppe SU(2). Dies fithrt zum

Begriff der Lie-Algebra der SU(2). Dazu betrachten wir eine Kurve R 5 ¢t +— U(¢t) € SU(2), die durch
das Einselement verlduft, U(0) = 1, siehe Abb. 5.1. Fiir ¢ ~ 0 gilt offensichtlich

d
Ut)=1+t- o t:OU(t) +O(t?),
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Abbildung 5.1: Die Kurve U(t) in der Lie-Gruppe SU(2) und ihr Tangentialvektor X an der Stelle 1

wobei
d

&t:OU(t):X

der Tangentialvektor an die Kurve im Einselement ist. Umgekehrt kénnen wir natiirlich zu jedem Tangen-
tialvektor eine Kurve durch das Einselement wihlen, deren Ableitung genau X liefert.? Die Gesamtheit
dieser Tangentialvektoren spannt den Tangentialraum im Einselement auf. Die Dimension dieses
Vektorraumes ist offensichtlich gleich der Dimension der unterliegenden Lie-Gruppe.

Wir werten die definierenden Relationen (5.11) und (5.12) der SU(2) infinitesimal aus: Aus U(t)-U(t)t =
1 folgt

1+ Xt+0(2)) - (1+Xt+6(2) =1
und damit X = —XT. X muf also antihermitesch sein. Aus det U(#) = 1 erhalten wir, unter Verwendung

von

detU(t) = ey UL(t) U} (1),

N |

die folgende Beziehung:

(eklekl—l—?t-ka-l—...):l,

DO =

1 ) ) . .
56’”% (6% +tX 4 ..) (7 +tX7 +..) =

und damit Tr X = 0. Wir definieren den Vektorraum
su(2) = {X € Moy»(C): X=-X'", TrX =0} (5.18)
und versehen ihn mit dem Kommutator als Operation:
X,)Y]=X-Y-Y X. (5.19)

Die Punkte auf der rechten Seite bezeichnen die Matrizenmultiplikation. Der Kommutator hat offensicht-
lich die folgenden Eigenschaften:

i) Die Abbildung (X,Y) — [X,Y] ist bilinear.
i) [X,Y] = —[v, X].
ii) [X,[Y,Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0 (Jacobi- Identitét).

Damit ist su(2) eine Lie-Algebra. Diese heifit Lie-Algebra der Lie-Gruppe SU(2). Als Vektorraum
ist su(2) offensichtlich isomorph zum reellen Vektorraum R3.

2Genauer gesagt, ist mit jedem X eine Aquivalenzklasse von Kurven durch das Einselement assoziiert, die alle die gleiche
Ableitung liefern.
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Die eben beschriebene Konstruktion funktioniert natiirlich fiir jede Lie-Gruppe, die durch Matrizen
gegeben ist. Bei abstrakten Lie-Gruppen wird die Lie-Algebra durch linksinvariante Vektorfelder auf der
Gruppe definiert, siehe [Warner].

Wir definieren die Exponentialabbildung, exp : su(2) — SU(2), durch

| —

Xk
| .

o

exp(X) = Z
k=0

Man zeigt, dal diese Abbildung lokal (in einer Umgebung des Einselements) eine Identifizierung von
Lie-Gruppe und Lie-Algebra liefert. Die Abbildung

t— U(t) = exp(tX)

definiert eine einparametrige Untergruppe der SU(2) . Diese heifit von X erzeugte einparametrige Unter-
gruppe. Als Basis der su(2) wéhlen wir
i
{Sk} = —§O'k .

Sei €}, wieder die Standardbasis des R?. Dann liefert die Abbildung s — ey, eine explizite Realisierung
des Isomorphismus su(2) = R3. Der Kommutator zwischen Basiselementen hat die Form

[Sk, Sl] = €klmSm -

Die Koeffizienten eg,, (des vollstindig antisymmetrischen Tensors) heifilen in diesem Kontext Struk-
turkonstanten der Lie-Algebra su(2) in der Basis {sy} .

Vollig analog kénnen wir im Falle der Drehgruppe SO(3) vorgehen. Bezeichnen wir
d
@|t:0R(t) =4,
dann liefert eine infinitesimale Auswertung der definierenden Relation (5.9):
A=-AT.

(Reelle antisymmetrische Matrizen sind natiirlich automatisch spurlos, so daf§ die Bedingung det R = 1
keine zusétzliche Einschrénkung liefert.) Wir definieren den 3-dimensionalen reellen Vektorraum

so(3) = {A € Msy3(R): A=-A"} (5.20)

und versehen diesen wieder mit dem Kommutator (5.19). Auf diese Weise entsteht die Lie—Algebra
s0(3) der Drehgruppe SO(3). Differenzieren wir den 2—fachen Uberlagerungshomomorphismus (5.16),
so erhalten wir o [X, o] = (A%,2!) 0}, . Zerlegt man X = X's;, dann ergibt sich

(Xl elkm .’)Sk) Om = (Amkxk) Om

und daraus:
Xl Gka = Amk . (521)

Offensichtlich wird durch diese Gleichung ein Isomorphismus der Lie—Algebren su(2) und so(3)
hergestellt. Aufierdem erhalten wir daraus eine natiirliche Basis {t;},_, , 3 der so(3),

)" =ew",
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bzw. in Matrizenschreibweise:

0 0 0 00 -1 0 10
ti=[0 0o 1|, t=|00 0], t3=(-1 0 0
0 -1 0 10 0 0 00

Abschlieflend fithren wir einige Grundbegriffe aus der Theore der Darstellungen von Lie-Gruppen
und Lie-Algebren ein. Seien G eine Lie-Gruppe und H ein Vektorraum. Eine Darstellung von G in H
ist ein Homomorphismus

G > g~ D(g) € Aut(H),

von Gruppen, d.h. es gilt
D(g1) D(g2) = D(g1,92),

fiir alle g1, g2 € G . Dabei bezeichnet 1 das Einselement in G und Aut(#) die Gruppe der Automorphismen
(bijektive Abbildungen, versehen mit der Operation der Nacheinanderausfiihrung) des Vektorraumes H .
Fiir unsere weiteren Zwecke wird A immer ein Hilbertraum sein, d.h. wir haben ein Skalarprodukt (- |-)
auf H . Eine Darstellung D der Gruppe G auf dem Hilbertraum H heifit unitér, falls

(D(g)z [D(g)y) = ( [y). (5.22)
fir alle g € G und alle z,y € H gilt. Ein Unterraum H; heifit invariant, falls
D(g) Hi =Ha,

fur alle g € G gilt. Eine Darstellung D heifit irreduzibel, falls kein nichttrivialer, unter D invarianter
Unterraum H; C H existiert (triviale Unterrdume sind {0} und H selbst).
Fiir kompakte Gruppen beweist man:

(i) Alle unitéren, irreduziblen Darstellungen sind endlich—dimensional.

(ii) Jede unitére Darstellung ist eine direkte Summe endlich-dimensionaler, unitérer, irreduzibler Dar-
stellungen.

(iii) Jede Darstellung einer kompakten Gruppe ist zu einer unitéiren Darstellung dquivalent, (d.h. es
existiert ein Isomomorphismus der Darstellungsriume, der die beiden Darstellungen verflicht.)

Diese Aussagen treffen natiirlich auf die Darstellungen der kompakten Gruppen SU(2) und SO(3) zu.
Wegen der oben diskutierten Beziehung zwischen diesen Gruppen gibt es Beziehungen zwischen ihren
Darstellungen:

(i) Sei D eine Darstellung der SO(3). Dann definiert
D(U) = D(6(U)), UeSU(2),
auf eindeutige Weise eine Darstellung der SU(2) .
ii) Sei, umgekehrt, D eine irreduzible Darstellung der SU (2). Dann gilt natiirlich
D(1)=1y4, D(-1)D(-1)=D(1) =14.

Da die Darstellung irreduzibel ist und D(—1) mit allen Operatoren D(U), U € SU(2), vertauscht,
folgt aus dem Lemma von Schur D(—1) = A1, A € C, und damit

D(—1) = +14.
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Damit erhalten wir

D(-U) =D(-1-U) = D(-1)D(U) = £14 D(U) = +D(U).
Nur wenn D(—1) = +14 gilt, folgt D(—U) = D(U) und damit wird eine eindeutige Darstellung
der SO(3) definiert.

Im Falle D(—1) = —14 ergibt sich eine “doppeldeutige Darstellung” der SO(3). Die richtige Termi-
nologie lautet: Es liegt eine Spinordarstellung der SO(3) bzw. eine Darstellung der Spingruppe
Spin(3) = SU(2) der SO(3) vor.

(iii) Beide Sorten von Darstellungen sind physikalisch relevant. Fiir den Bahndrehimpuls L hat man
eine eindeutige Darstellung der SO(3), fiir den halbzahligen Spin S (etwa des Elektrons) hat man
es mit Darstellungen der Spingruppe zu tun.

Hat man eine Darstellung D einer Lie-Gruppe G, so erhilt man eine mit dieser Darstellung assoziierte
Darstellung der Lie-Algebra g von G durch Differenzieren:

d d
&|t:0D(exp tX) = D’(&|t:0 exptX) = D'(X),
fiir alle X € g. Wir erhalten also eine Abbildung
g3 X - T(X):=D'(X) € End(H), (5.23)

die offenbar die folgenden Eigenschaften hat:

) T(X+Y)=TX)+TY),

i) T([X,Y]) = [T(X), T(Y)].
Eigenschaft i) folgt aus D(g1-g2) = D(g1)-D(g2) und ii) ergibt sich aus D(gg¢' ¢~ ') = D(g) D(g") D(g™1).
Wir nennen 7' die durch D induzierte Darstellung der Lie-Algebra g.

Wir bemerken auflerdem: Ist die Darstellung D unitér, dann sind die Operatoren T'(X) antihermitesch,
(dies erhilt man sofort durch Differenzieren von (5.22)).

Der folgende Sachverhalt ist duflerst niitzlich:

Endlich-dimensionale irreduzible Darstellungen einer kompakten, einfach zusammenhéngenden Lie-
Gruppe stehen in eineindeutiger Beziehung zu endlich-dimensionalen irreduziblen Darstellungen der
zugehorigen Lie-Algebra.

Insbesondere gilt dies natiirlich fiir die SU(2), nicht aber fiir die SO(3).

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren des Drehimpulses. Endlich—
dimensionale irreduzible Darstellungen der su(2)

Wir befassen uns nun mit der Losung des Eigenwertproblems fiir den Drehimpuls. Wie bereits bemerkt,
sind die Vertauschungsrelationen

[ji, j]] = ihqjkjk

identisch mit denen der Lie-Algebra su(2). Aus mathematischer Sicht geht es also um die Bestimmung
der irreduziblen Darstellungen dieser Lie-Algebra. Da

{jQ,J}} —0
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gilt, konnen wir J2, J5 ¢ als System kommutierender Observabler verwenden. Zur Konstruktion der

Darstellungen verwenden wir wieder die Methode der Leiteroperatoren. In der mathematischen Termi-
nologie wird diese die Methode des hochsten Gewichts genannt.
Wir definieren die folgenden Leiteroperatoren:

Jy=J1 £ids. (5.24)
Es gilt:
i) _f'2,ji] —0,
i) 'j+,j,} =2 Js,

iii) _jg,ji} — 4R

iv) _jg,j;;} = 4nhJ?, n=0,1,2,...
Eigenschaft i) ist offensichtlich. Wir zeigen ii). Es gilt:
Jide = (j1 + ij2) <j1 - ij2)
— et Jp i (B — i)
=Ji4+Ji+hs
— T2 j2inds.
Bilden der Differenz dieser Gleichungen liefert:
[L, j,} —JoJ —J J.=hs— (—hjg) — 2 Js.
Die Addition der beiden Gleichungen ergibt ebenfalls eine niitzliche Formel:
J? = % (Fodo+dd)+ 5. (5.25)
Wir zeigen iii):
[J},, ji} - [J3 Ji+ iJQ} — By £ i (—ihjl) —thJy.
Analog erhalten wir:
[%,Ji} = [J},, ji] Ji+Jy [J},, ji] =+hJyidy +Jy (ih Ji) = +2h Jy

n-fache Iteration liefert iv).

Wegen
. 3
(O [729) = Il
i=1
ist j 2 positiv, auBerdem gilt: R
(0 [J29) = (¢ T3 ) >0, (5.26)

fiir beliebige reine Zustinde ¢ . Wir bezeichnen die gemeinsamen Eigenvektoren von J2 und J2 mit |n ):

T2n) = ah?ln), Jyln) =mh|n). (5.27)
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Wegen der Positivitit von j 2 gilt @ > 0 und aus iii) folgt:
Jadiln) = (jijg + h.fi) n) = (m=+1)hJy|n).
Also sind J4 und J_ in der Tat Leiteroperatoren. Anderseits ergibt sich aus i):
j2ji|n> = jij2|n> =ah®Ji|n).
Gleichung (5.26) liefert fiir |¢p) = |n):
a>m?>0, —/a<m<a, (5.28)

d.h., m ist von oben und von unten beschriankt. Wir bezeichnen den kleinsten Figenwert mit myy;, und
den grofiten mit mpax - Seien auBerdem |nyin/max ) die zugehorigen Eigenvektoren.

Da J, den Eigenwert um 1 erhdht, muf .
J+|Nmax ) =0 (5.29)

gelten. Damit gilt aber auch
0= T Jilmmax) = (J2 = J3 = B ) nmae)
d.h.
(@ —m2,, — Mmax) =0.

Damit erhalten wir
a = mmax(mmax + 1) . (530)

Analog folgt aus J_ [Pmin ) = 0 die Beziehung
0= Jod fnamin) = (72 = J2 4+ 1Js ) [tin)
also (a —m2;, + Mmin) = 0, und damit
@ = Mymin (Mmin — 1) . (5.31)

Schlieflich verwenden wir die Relation iv):
j3j$|nmax> = (jzj3 E£nh ji) ‘nmax> = (mmax + ’I’L)FL ji |nmax> .

Es gilt also o R
J3J2|nmax> = (mmax - TL)FL Jﬁ |nmax> .

Wegen (5.28) muf} aber eine natiirliche Zahl ny € N existieren, so daf} gilt:
Mmax — 10 = Mmin - (5.32)
Die Gleichungen (5.30), (5.31) und (5.32) ergeben:
Mimax (Mmax + 1) = @ = Muin (Mmin — 1) = (Mmax — 70) (Mmax — 10 — 1)

also
No

Mmax = .

2

Damit haben wir die Eigenwerte gefunden. Wir bezeichnen im weiteren den héchsten Eigenwert (das
héchste Gewicht) mit my,.x = j. Nach obiger Gleichung nimmt j halbzahlige Werte an,

1 3
j:OafaL

Solig 2
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und es gilt a = j(j + 1) . Die Eigenwerte von Js laufen von j bis —j:

m=j,7—1,....,—7.

Bezeichnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten j(j + 1) und m mit |jm ), so erhalten wir

J2jm) = G+ 1)h%|jm) (5.33)
Jsljm) = mhljm). (5.34)

Bemerkung 5.1
(i) Man sieht aus obiger Konstruktion, daf jede Darstellung zum héchsten Gewicht j irreduzibel ist,
denn mit Hilfe der Leiteroperatoren Ji kann man offensichtlich die gesamte Darstellung durch-
laufen. (Es gibt also keinen nichttrivialen invarianten Unterraum.) Insbesondere kann man mit
dem hochsten Gewichtsvektor |75 ) (oder mit dem niedrigsten Gewichtsvektor |j — j) starten und
sukzessive J_ (bzw. .J;) anwenden. Dann erhilt man:

o (j+m)! J_ o .
ljm) = @G —m) (h) 137) (5.35)

; .\ Jtm
jm) = M(*’g) . =3)- (5.36)

Da jede dieser irreduziblen Darstellungen endlich—dimensional ist, ist die Einschrinkung des Dre-

himpulsoperators J auf jeden irreduziblen Darstellungsraum ein beschrinkter Operator.

(ii) Jede endlich-dimensionale, irreduzible Darstellung T der Lie-Algebra su(2) auf einem Vektorraum H
ist zu einer der obigen hochsten Gewichtsdarstellungen isomorph: Da L als endlich-dimensionaler,
selbstadjungierter Operator diagonalisierbar ist, finden wir eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren. Wir wihlen einen Eigenvektor ¢ zum groéfiten FEigenwert und betrachten den invarianten

Unterraum Hi, der von den Vektoren IA/j@/J, n=20,1,2,... aufgespannt wird. Die Einschriankung
von T auf H; liefert offenbar eine der obigen héchsten Gewichtsdarstellungen. Da T irreduzibel ist,
gilt Hi1 = H.

(iii) Wir berechnen die Wirkung der Leiteroperatoren auf die Eigenvektoren |jm): Da Ji|jm) der
Eigenvektor von J3 zum Eigenwert (m + 1)h ist, gilt:

ji|]m> =cyljm+1).
Seien die |jm ) nun normiert, (j'm’ |jm) = ;/;0m/m, dann folgt:

[ |2 =(mj |j¢jijm>
= (mj | (J2 = J3 F hJs) jm)
=G +1) —m(m=£1)) %,

d.h.: bis auf eine Phase (die wir gleich 1 setzen) erhalten wir:

Jeljm) =G+ 1) —m(m £ Dhlj,m=*1). (5.37)
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(iv) Wir geben die Matrixelemente von J in der Basis der Eigenvektoren |jm ) an (siehe Hausaufgabe):

h
= 5m’,m+1 + 5m’,m71) .7(] + 1) - mm/

(m'j |y jm) = 5 (

i h —
(m'j |Jajm) = % (Om;m+1 = Omr,m—1) V(G + 1) — mm/
(5 g ) = o -

(m/§ [T%jm) = B26mm - §(5 +1).

Insbesondere erhalten wir fiir j = 1:

A 5[0 V2 0 A p 0 V2 0
(m/1 \J11m>:§ V2 0 V2|, (ml|Jy1m) =5 -2 0 V2
0 v2 0 "\'o —v2 o

10 0 ) 100

(m1 |Jsim)=h[0 0 0 |, (m'1]J%1m)=2r2 [0 1 0

00 —1 0 0 1)

(v) Beziiglich der Eigenwerte j liegt offensichtlich (2 4 1)—fache Entartung vor, d.h. nach der Messung

von J 2 liegt der Zustandsvektor im (25 4+ 1)—-dimensionalen Eigenraum. Man spricht in diesem Zu-
sammenhang mitunter von “Richtungsentartung”. Mifit man nun zusétzlich j37 so wird diese Ent-
artung aufgehoben, wir messen einen der Eigenwerte m#hi. Man spricht von “Richtungsquantelung”.
Nach dieser Messung hat der Zustandsvektor (reiner Zustand) die Richtung des entsprechenden

lgm) .

5.3 Der Bahndrehimpuls

Wir behandeln den Spezialfall des Bahndrehimpulses, definiert durch Gleichung (5.1),

N ~
=

L=27x p.
Natiirlich findet die im letzten Abschnitt entwickelte Theorie Anwendung, wir haben also
L%im) =1(l+ DR |lm), Ls|lm)=mhl|im). (5.38)

Der Eigenwert [ heifit Bahndrehimpulsquantenzahl und m heifit magnetische Quantenzahl.
Wir gehen iiber zu Kugelkoordinaten,

x1 =rcospsinf, xo=rsingsind, x3=rcosh.

In diesen Koordinaten haben die Komponenten von L die folgende Form (siche Hausaufgabe):

oy
[

ih | sin 9 + cot 0 cos 9
Y o0 o0
L, = ih (— cos @% + cot 0 sin @Eio)
A 0
Ly = —ih—.
3 1 g

Daraus ergibt sich
2 1 0 0 1 02
L?=—h? — (sinf= — .
<sin9 20 <Sm ae) T o 3<p2>
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Wir wollen im weiteren die Eigenfunktionen |lm ) in der Ortsdarstellung finden. Dazu bezeichnen wir
fim(Z) == (& |lm) .

Dann gilt
(7 Latm) = (7 |Li [ e’ ) o/ lim) = (ol Life (7 [im) = (|Lilo ) fin (D).

Die Grofen (z|L;|z) sind die Komponenten des Bahndrehimpulses in der Ortsdarstellung. Sofern dies
nicht zu Miflverstiandnissen fithren kann, schreiben wir im weiteren dafiir vereinfachend wieder L; .

Da sowohl die L; als auch L2 nicht von der Radialkoordinate abhéngen, sind die Eigenfunktionen fi,, als
Funktionen auf der Einheitssphére zu betrachten. Wir schreiben dafiir (¢, 8) — fim (¢, 0) . Verwenden wir
nun obige Formeln fiir die Drehimpulskomponenten in der Ortsdarstellung, so erhalten wir die folgenden
Differentialgleichungen fiir die Eigenfunktionen:

19 (. 9 1 o2
{sineae <Sm989> taZgag T 1)} fim(p,0) =0 (5.39)

(iai n m) fim(:0) = 0. (5.40)

Nach Separation der Variablen erhalten wir fiir Ls die Gleichung

Die Losung dieser Gleichung lautet .
D, (p) = ce™?.

Wir miissen natiirlich fordern, daf§ ®,, eindeutig bestimmt sei, d.h.:

() = Prn(p + 27)..

Wir folgern, dafl die magnetische Quantenzahl m ganzzahlig sein muf. Damit mufl natiirlich auch [
ganzzahlig sein. Nach Normierung erhalten wir:

1 .
(I)nz((p) = \/727 e (541)

Wir suchen nun nach gemeinsamen Eigenfunktionen fi,, fiir (5.39) und (5.40) mit dem folgenden Ansatz:
1

Ylm(gv 90) = m

or () eme .

Einsetzen dieses Ansatzes in (5.39) liefert:

1 d . d . m2 .

Die Y™ heiflen Kugelflichenfunktion und die ©]" heiflen Kugelfunktionen. Um diese zu berechnen,
verwenden wir wieder die Methode der Leiteroperatoren. Wir bezeichnen

f/:t = f/l :tlfzg .

Natiirlich gilt A
LiJil)=0.
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Aus den Formeln fiir die Komponenten L; in Kugelkoordinaten erhalten wir:

. . 0 0
Lo =petie [+ 2 15 _- 4
+ e ( a94—1(:0tt9&p> , (5.43)
und damit o)
. o do; (6
LY, ) = —— (D% (l —lcot 0O ) =0. 5.44
0.0)= = i ) (5.44)
Die Differentialgleichung fiir die Kugelfunktion zum héchsten Gewicht ! hat also die Form
dej(9) z
= 0 .
10 lcot 6 ©;(0)

Thre Losung lautet
0!(#) = ¢;sin' 6.

Es sind noch die Normierungskonstanten zu bestimmen:

Al 2 o [T o1 g 2204112
0 infdf = i 60do = =1
/0 |©97(0) |* sin e | /0 sin ler | CE ,
also
1 [@i+1)!
A B S B S
a=(=Dg5y 2

Nun kénnen wir (5.35) verwenden, um aus den Eigenfunktionen |Il) die |[lm) zu bestimmen,
G+m! (1)
m)! -
my=4| —~—+—"— 1| — ).
[t ) (2l)l(l—m)!<h> ey

a l—m
e7"(0) e = (zl()l!zrl T);”L)' (I/h_> 65 (9) el

Dies liefert:

und n—fache Anwendung von L_ ergibt unter Verwendung von (5.43):

(=Dt J20+1 (I +m)! 1 d=m
m = . .4
or®) 20! 2 (I—m)! sin™ 0 d(cos§)i-™ sin™ 6 (5.45)
Bemerkung 5.2

(i) Die Legendre—Polynome sind folgendermafien definiert:

1 d

Pi@) = o g

(2-1', 1=0,1,2,...
Mit diesen sind die zugeordneten Legendre—Polynome assoziiert:

dm
PMz) =1 —a2H)™? —P(z), m=0,1,...,1

dz™
l—m)! ..
Ez+m;!PZ (z).

B (@) =

m

(Bei manchen Autoren steht in diesen Definitionen der Faktor (—1)™ auf der rechten Seite der

Gleichungen.)
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Setzen wir x = cos ), so ergibt sich:

P (cosh) = (-1 sin™ Gdli (singl 9)
! 20! d(cos @)t+m
und damit
mogn m (2010 —m)l
) = (1" [P (g A (cos0)
—-m 20+1 (l — m)' m
@l (6) 9 (l + m)| ‘Pl (COS 9)7

mit 0 < m < [. Die Kugelfunktionen sind also, bis auf Normierungskonstanten, mit den zugeord-
neten Legendre-Polynomen identisch.

(ii) Wir machen einige Bemerkungen zu Symmetrien der Kugelflichenfunktionen. Man berechnet leicht:

1 /3 /3 . i
YOO(97QP) = Ea Y10(97(P) = ECOSG, Y1i1(9790) = gsmeei ¥

Wir betrachten die Betragsquadrate |Y;|?:

Symmetrietyp | Symmetrie
Y91 = &= s Kugelsymmetrie
YE? = = sin® 6 | p.,py Rotationssymmetrie um die z-Achse
Y212 = 2cos?0 | p. Rotationssymmetrie um die z-Achse

Man zeigt: Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstéindiges Orthonormalsystem im L?(S5?):

(iii)

27 pT
/ / sin 0 do dg Y™ (0, 0) Y2 (60, ) = o ™™
0 0

9] l
5(0—0")d(¢ —¢)
Yn),* Y’m / / —
;7,;_l l (9790) l (9790) sin @ 3

d.h., man kann beliebige Funktionen f auf S? nach ihnen entwickeln:

F0,0) =" > "Y"(0,¢).

=0 m=—1

5.4 Der Spin

Der erste experimentelle Hinweis fiir die Existenz eines Eigendrehimpulses ergab sich aus dem Stern—
Gerlach—Versuch (1921/22), siche Abb. 5.2. Ein Strahl von Silberatomen (Silber besitzt ein 5s—
Valenzelektron) mit definierter Geschwindigkeit fliegt durch ein stark inhomogenes Magnetfeld transversal
zu den Feldlinien. Man beobachtet eine Aufspaltung des Strahls in zwei Teilstrahlen.

Auf der Basis dieses Experiments formulierten Goudsmit und Uhlenbeck 1925 eine Hypothese: Jedes
Elektron besitzt einen Eigendrehimpuls (oder Spin) S von der Grofe %h, dem ein magnetisches

Moment B

9s 2mec

—

Hs =
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Abbildung 5.2: Schematischer Aufbau eines Stern-Gerlach-Versuchs (links) und Niederschlagsdichte auf
dem Schirm (rechts)

92

zugeordnet ist. Dabei ist g; = 2(1 + 5= +...) die gyromagnetische Konstante® und o = == Wl,()zx
die Feinstrukturkonstante.

Wir versuchen, obiges Experiment im Rahmen der klassischen Elektrodynamik zu erklidren: Das magne-
tische Dipolmoment eines geladenen Teilchens mit Masse m., Ladung e und Bahndrehimpuls L betragt

[ -

L

r= 2mec
und die Wechselwirkungs—FEnergie zwischen dem Dipol und dem dufleren Magnetfeld B ist

E=-i-B.

Damit ist die Kraft, die auf den Dipol wirkt, gegeben durch

F=-v(-ii-B) =5 —LVE.
2mec
Wir konnen fiir den Stern-Gerlach—Versuch (in guter N&herung) annehmen, dafi nur Bs und %B;; ver-
schieden von Null sind. Dies liefert eine Kraft in Richtung des Magnetfeldes:
0

L B
2me 29,7

I3 =

(Wir bemerken, dafl nur ein inhomogenes Feld eine nichtverschwindende Kraft ergibt.) Klassisch be-
trachtet, kann Fj aber zwischen allen Werten im Intervall

0 e 0
( |L3| B37 ——|Ls]| 33)
MeC 0z

2mec

stetig variieren, d.h. die klassische Elektrodynamik liefert keine Erklarung fiir obiges Phinomen. Quan-
tenmechanisch betrachtet, ist der Drehimpuls des Teilchens gequantelt, d.h. wir erhalten
eh 0
—B
2mec <6z 805

3gs = 2 ist der klassische, von Einstein und de Haas (1915) angegebene Wert. Im Rahmen der QED wurde dieser Wert
von Robi (1947) und Schwinger (1948) prézisiert.

(Fy) = m=—l,...,1.
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Fiir das Valenzelektron des Silberatoms im Grundzustand gilt aber [ = 0. Waére also nur der Bahn-
drehimpuls fiir das Phénomen relevant, so diirfte es weder eine Ablenkung, noch eine Aufspaltung des
Strahls geben. Wir folgern: Es mufl — in Ubereinstimmung mit der Goudsmit/Uhlenbeck—Hypothese —

einen zusétzlichen, inneren Drehimpuls S des Elektrons geben. An die Stelle des Bahndrehimpulses L
tritt dann der Gesamtdrehimpuls

J=L+§.
Fiir [ = 0 und die beiden moglichen Eigenwerte s = :I:%h des Spins S erhalten wir dann in der Tat eine
Aufspaltung des Strahls, entsprechend der ablenkenden Kraft

eh 0
<$B3>~

F3) =+
(F5) 2mec

Bemerkung 5.3
(i) Fiir Silberatome im historischen Stern—Gerlach—Versuch gilt: Fiir die Wechselwirkung mit dem
Magnetfeld ist das 5s—Leuchtelektron verantwortlich, die restlichen Elektronen bilden eine kugel-
symmetrische Ladungsverteilung. Die Tatsache, dafl anstelle eines einzelnen Elektrons ein neutrales

Atom verwendet wurde, ist vorteilhaft, denn die Ablenkkraft ist klein im Vergleich zur Lorentzkraft,

die auf ein freies, geladenes Elektron wirken wiirde.

(ii) Protonen und Neutronen haben auch Spin %, ihr magnetisches Moment ist aber viel kleiner, z.B.
pun = 5,0507866(17) x 10727 J/T. Durch die starke Wechselwirkung der Quarkkonstituenten erhiilt
man ein grofles intrinsisches magnetisches Moment. Dies fithrt zu einer starken Modifikation der
gyromagnetischen Konstante. Fiir das Proton hat man gf = (2 + 3, 59).

(iii) Wir geben eine Liste mit den Spinquantenzahlen wichtiger Elementarteilchen an:
Leptonen (e, Ve, ft, Vy, T, V) %
Mediatoren (Gluon, Photon, W*, Z°): 1
p,n, A, YT 30 =0 =7 AT
AT E Q7
Pseudoskalare Mesonen (7%, 7% K+ K° K% 5, ...): 0
Vektormesonen (g, K*,w, ¢, D*,...): 1

W NI

Baryonen: {

(iv) Die obige Formel fiir das Bohrsche Magneton, up = 2fnhc , wurde im CGS-System aufgeschrieben.

Man erhélt als Zahlenwert up = 9,2740154(31) x 1072 erg/G. Im SI-System hat man up = 2?:”6
und als Zahlenwert up = 9,2740154(31) x 10724 J/T.

Wir kommen zur theoretischen Beschreibung eines Teilchens mit Spin. Dies ist ein Beispiel fiir
ein zusammengesetztes System. Hat man zwei kinematisch unabhéngige Systeme und will sie als ein
Quantensystem auffassen, so bildet man das Tensorprodukt der Hilbertrdume dieser Untersysteme
und definiert die Wirkung der Observablen der Untersysteme auf diesem Tensorprodukt auf geeignete
Weise.*

Seien ‘H; und Ho Hilbertrdume und seien zwei Zustdnde ¢ € H; und @ € Hy gegeben. Wir definieren
die Anti—Bilinearform ¢ ® ¢ auf H; x Hy durch:

(P @P)(h1,h2) = (ha |p)(he [¢), (5.46)

fiir alle hy € H1, ho € Hso . Der Vektor ¢ ® 1 heiit Tensorprodukt der Vektoren ¢ und .
Sei £ der lineare Raum der endlichen Linearkombinationen von Elementen dieser Form. Wir defi-
nieren

(p@v ' @y) = (el v ') (5.47)

4 Ausfiihrlich werden wir uns mit diesem Konzept zu Beginn von Teil II befassen.
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und dehnen diese Gleichung auf endliche Linearkombinationen solcher Elemente aus. Man zeigt leicht, dafl
damit ein Skalarprodukt auf £ definiert wird. Damit ist £ ein Préhilbertraum. Die Vervollstindigung
von £ im Sinne dieses Skalarproduktes heif3t Tensorprodukt der Hilbertridume #H; und H, und wird
mit Hy ® Ho bezeichnet.
Seien A; und A, Observable in den Teilsystemen. Wir definieren das Tensorprodukt der Observablen
Al und /12 durch A R R .

(A1 ® A2)lp) @ |¢) == A1lp) ® A2|t)) (5.48)

und Fortsetzung (zunichst auf £ und dann auf ganz H; ® Hs.)

Bemerkung 5.4
i) Die Anti-Linearitét der Bilinearform (5.46) folgt aus der Antilinearitéit des Skalarproduktes, z.B.

(o @ ¥)(ahy + BhY, ha) = (ahy + By @) (he [¥) = (& (hy [0) + B (R |))(ha [¢) .

ii) Seien {eg)} und {e,(f)} vollstédndige Orthonormalsysteme in H; bzw. #,. Dann ist {e,(:) ® egf)}
offensichtlich ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H; ® Ho. Daraus folgt: Sind H; und Ho
endlich-dimensional, dann gilt

iii) Im Sinne von (5.48) wird jeder Observablen eines Untersystems, etwa der Observablen A des Un-
tersystems H1, durch A ® 1 eine Observable in H; ® Ho zugeordnet.
Wenden wir dieses Konzept auf ein Teilchen mit Spin s an, so erhalten wir den folgenden Zustandsraum:

H=L*R3) @ C**!, (5.49)

Die erste Komponente ist der wohlbekannte Hilbertraum des Teilchens “ohne Spin”. Dafl der Hilbertraum
des Spins C?5*! ist, folgt aus der Theorie des Drehimpulses. Offensichtlich gilt

LR oC* = 'R 0 L*(R°) @ © L*(R?),

(2s + 1)-mal

d.h. Elemente aus H konnen folgendermaflen aufgefafit werden:
(G
Y= : =11+ + Yasp1 ® €241, (5.50)

w25+1

wobei 1; € L?(R3), fiir allei = 1,...,2s+1, und {¢&;} die Standardbasis in C2**! ist. Der Vektor ¢ € H
heiBt Spinor oder Spinorfeld. Da C?**! der 2s + 1-dimensionale irreduzible Darstellungsraum zum
Drehimpuls s ist, trigt auch H die (2s + 1)—dimensionale irreduzible Darstellung der su(2).

it

In der bra—ket-Schreibweise |sm, ) von Abschnitt 5.3 haben wir fiir s = § die Vektoren

Fiir Elektronen mit Spin % haben wir

S=2¢. (5.51)
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Dann gilt natiirlich
[Si, SJ:| = iﬁe,’jk Sk

und, in Ubereinstimmung mit der Theorie des Drehimpulses,

Slpty) = 3

J=L+5. (5.52)

Im Sinne von obiger Bemerkung ist J als Operator im Tensorprodukt L?(R3) @ C2*! folgendermaBen
aufzufassen:

J=L®1+1®5.
Natiirlich gilt
[Lsk} —0.

Damit haben wir fiir J die gleichen Vertauschungsregeln wie fiir L bzw. S. J ist also in der Tat
ein wohldefinierter Drehimpuls. Im néchsten Abschnitt werden wir die Frage beantworten, welche

Eigenwerte J fiir vorgegebene Eigenwerte von L und S haben kann.

Abschlielend machen wir noch eine Bemerkung zur dynamischen Beschreibung von Teilchen mit Spin.
Betrachtet man die Bewegung in einem Potential, welches den Spin “nicht sieht”, dann erhalten wir zwei
(oder, fiir héheren Spin, mehrere) entkoppelte Schrodinger—Gleichungen fiir die einzelen L2-Komponenten
des Spinorfeldes. Diese Verallgemeinerung ist trivial.

Nichtriviale Effekte treten auf, wenn man etwa die Bewegung eines Teilchens mit Spin im dufleren elektro-
magnetischen Feld betrachtet. Dann kommt es zu einer nichttrivialen Spin—Feld—Kopplung. Ein Beispiel
dafiir haben wir zu Begin des Abschnittes gesehen. Nun ist das elektromagnetische Feld natiirlich ein
relativistisches Phdnomen und deshalb sollte eine konsistente Behandlung dieser Problematik im Rahmen
der relativistischen Quantentheorie erfolgen. Mit dieser werden wir uns im Teil IT befassen. Dort
werden wir die folgende Pauli—Gleichung als nichtrelativistischen Grenzfall der relativistischen Dirac—
Gleichung herleiten:

m‘?‘;f:{l(ﬁ_iﬂ)th5-§+e,40}¢, (5.53)

W
tromagnetischen Viererpotentials und B =V x A ist das zugehorige Magnetfeld. Wir erkennen natiirlich
den Kopplungsterm & - B vom Beginn des Abschnittes wieder und sehen, dafl dieser “nicht— diagonal”
als Operator im Spinorraum wirkt. Dies fithrt zu einer nichttrivialen Kopplung der Komponenten des
Spinorfeldes.

fiir das Spinorfeld ¢ = <¢+> . Dabei bezeichnen Ay und A die Null- und die Vektorkomponente des elek-

5.5 Addition von Drehimpulsen

Seien J; und jg Drehimpulse von zwei kinematisch unabhéngigen Untersystemen 1 und 2 (z.B. die Bahn-
drehimpulse von zwei verschiedenen Systemen oder der Spin und der Bahndrehimpuls eines Systems),
d.h.:

[jli,j%] —0, i,j=1,2,3. (5.54)
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Wir betrachten den Operator des Gesamtdrehimpulses
J = fl + jz

und untersuchen dessen Eigenwertproblem.
Nach (5.5) und (5.54) kommutieren {J?, Jizy 2, jgz} paarweise miteinander, d.h.: sie besitzen gemein-
same Eigenvektoren

lj1mijema ) = [jim1) ® [jama) .

Diese spannen das (271 + 1) x (2j2 + 1)—dimensionalen Tensorprodukt
HULI2) — it @ HI2

der Darstellungsriume 7t und 72 zu den Drehimpulsen j; bzw. jo auf. Es gilt:

T2 imagams ) = 7i(ji + 1) B2 [jima joms )
ljimajame ) = mih|jimyjams ),

fiiri = 1,2.
Da offenbar

gilt, bilden die Operatoren {J?,J;Q,f 2,jz} ebenfalls ein System kommutierender Observabler. Wir

bezeichnen ihre gemeinsamen Eigenvektoren mit |j1j2jm ). Es gilt:

T2 |jrgegm) = ji(ji + 1) B |j1jajm) ,
J2|jrjegm) = 3(j + 1) h? |j1j2gm )
J.|j1j2gm) = mh|jijajm),

firi=1,2.
Wir 16sen nun das folgende Problem: Fiir fixierte j; und j» bestimmen wir die moéglichen Werte

fiir j und m, einschlief3lich der auftretenden Entartungen.
Offenbar gilt

Jo|jimagama ) = h(my +mo)|jimijams ),

d.h.: jeder der Vektoren |jimq,jamse ) ist Eigenvektor von jz. Damit kommen als Eigenwerte von jz in
HU1:32) alle moglichen Summen my + mg, mit my = ji,51 — 1,...,—j1 und m2 = j2,j2 — 1,..., —j2 in
Frage. Fiir das Spektrum o(J,) von J, folgt daraus:

o(J.) C {1+ jassi +do— 1,y —j1 — Ja} - (5.55)

Dam=j7—1,...,—j gilt, sind damit auch alle moglichen Eigenwerte j von J? bekannt. Wir miissen
nun die Entartungen bestimmen. Dazu bezeichnen wir den Unterraum von #U172) zum Eigenwert m
mit H%l’jg). Wir finden die Dimension von H%l’h), also die Zahl der Zustéinde |jymqjams ), fiir die
my + mg = m gilt. Diese lesen wir aus Abb. 5.3 ab: Die Zahl n(m) der Zustinde mit m = my + mq
ist gleich der Anzahl der Punkte auf der durch m definierten Geraden. Dies liefert natiirlich n(m) = 0,
fir m > j1 + jo und filr m < —j; — jo . Fiir das rechte Dreieck, definiert durch j; — jo < m < j1 + jo,
gilt n(m =j1+j2) =1, n(m=j1+jo—1)=2,..., also n(m) = j1 + jo + 1 — m. Im Parallelogram,
definiert durch 0 < |m| < |j1 — ja|, ist n(m) offensichtlich konstant, in unserem Beispiel (jo < j1) gilt
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m=j2—Jj1 maoh

(=71, 72) (41, 72)
o

o o (e] o o o
(¢] (¢] (¢] o (¢] o

(0] (0] (¢] (¢] (¢] (¢]

o
(=71, —32) (0, —j2) (J1, —42)

m’=ji — j2

Abbildung 5.3: Das Gitter der Vektoren |jimijame) fiir j3 = 6 und jo = 4 sowie die Geraden m =
m1 + meo = const fiir m = jo — 1,751 — jo und j; — jo + 1.

n(m) = dimH7? = 2j, + 1. Im linken Dreieck, definiert durch —j; — jo < m < jo — ji, haben wir
n(m) = j1 + ja + 1 +m. Wir fassen zusammen:

o 0 fir |m|>j14j2
n(m) = dim HU172) = it je+1—|m| fir |j1—jo| <|m|<j1+ 7 (5.56)
min(2j; + 1,250 + 1) fiir 0<|m| <|j1 —j2|-

Nun bemerken wir, da8 mit [j;j2jm ) € HU172) auch alle Vektoren |j;jojm’ ), mit m’ = —4, —j+1,...,7,
in H1:72) liegen, denn dieser Raum ist invariant unter der Wirkung der Leiteroperatoren

Jr=Jis+Jox =1 @1 4+1® Joy .
Bezeichne N(j) die Entartung des Eigenwertes j, d.h.: es existieren N(j) linear unabhéngige Folgen
|jlj2jm;a>a Oéil,...,N(j),

von jeweils 2j + 1 Eigenvektoren des Gesamtdrehimpulses. (Diese liegen alle in #1:32) und gehen durch
Anwendung von Jy auseinander hervor.) D.h., zu jedem festen Eigenwert m existieren fiir jedes j > |m |
genau N(j) linear unabhiingige Vektoren

{71g2gm; 1), ..o [jg2dm; N(G) ) }
in denen m auftritt. Also gilt:

n(m)= Y N(j)=N(m|) +N(m|+1)+...

izlm|

und damit
N(@j) =n(j) —n(G +1).

Verwenden wir dies, so liefert (5.56):

G+ —j=1 fir [j1—j2|<j<ji+]2

NG) =n) -G+ ={ UFD I B el < (5.57)

Der Entartungsgrad N (j) kann also nur 0 oder 1 sein.
Wir fassen zusammen:
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Fiir gegebene Werte j; und js sind die moéglichen Eigenwerte j des Gesamtdrehimpulses J aus der
Menge
{ljn —gelildr —d2 [+ 1, g1 +j2 — L, j1 + g2}

Die Eigenwerte j sind nicht entartet (N(j) = 1), d.h. fiir jedes j existiert genau eine Serie von
Eigenvektoren |j1jajm ), mit m = —j,...,j — 1, j. Man berechnet

J=Jj1+7J2
S @i+ =2h + 122 +1).
J=lj1—7j2 |
Da die Eigenvektoren |j1j2jm ) auBBerdem alle linear unabhingig sind, bilden sie ebenfalls eine Basis

in HUI2)

Wir formulieren obiges Resultat in der Sprache der Gruppentheorie: Das Tensorprodukt D) @
DU2) der irreduziblen Darstellungen DU1) und DU2) der su(2) wurde in seine irreduziblen Kom-
ponenten zerlegt,

Ji+J2
DU g pli2) — @ DU (5.58)
J=lj1—jz |
Da sowohl die {[jimjamz )} als auch die {|j1725m )} Basen in H1:92) bilden, gilt:
ijagm) = Y C(j1, ja, jyma, ma,m) [jrmajams ) , (5.59)
my,mz
mit

C(Jj1, g2, 33 ma, ma, m) = (jimyjama [jijejm) .

Diese Koeffizienten heifien Clebsch—Gordan—Koeffizienten. Sie werden in Teil II, bei der Ana-
lyse von Systemen mit Symmetrien, eine wichtige technische Rolle spielen.



Kapitel 6

Schrodingergleichung mit
Zentralpotential. Gebundene
Zustiande

Sei V' ein Zentralpotential, d.h. V hingt nur vom Abstand r = |Z| vom Ursprung ab, V(%) = V(r).
Wichtige Beispiele sind:

freies Teilchen V(ir)=0
Coulomb—Potential V(r) =242
Yukawa—Potential Vir)=gyg ;M

Wl fir r<ry
Potentialtopf Vir)=

0 fir r>rp
isotroper harmonischer Oszillator V(r)= %7’2

Wie wir aus der klassischen Mechanik wissen, entstehen solche Potentiale typischerweise, wenn ein
Zweikorperproblem vorliegt und die Schwerpunktsbewegung ausreduziert wird. Die klassische Hamil-
tonfunktion der Relativbewegung hat dann die Gestalt

_ 1 =2

mit der reduzierten Masse p. Eine analoge Reduktion kann man auf dem Niveau der Quantenmechanik
durchfithren. Wir machen dazu spéter eine Bemerkung. Als Hamiltonoperator der Relativbewegung
erhélt man natiirlich den obiger Hamiltonfunktion entsprechenden Operator der Quantentheorie:

N 1 -
H=_—p?+V(#).
o7t (%)
In der Ortsdarstellung haben wir:
. 72
H=——A+V(r). 6.1
A+ V) (61)

Da V(r) offensichtlich kugelsymmetrisch ist, ist es sinnvoll, zu Kugelkoordinaten iiberzugehen. Dann
erhilt man

52 [2

Fy Dy

H=-"+ + V(r 2
21 2ur? (), (6.2)
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wobei

h1l 0 h(fo 1
pr =~ 5T =~ | 5+ = 6.3
b i o 1<8r+r> (6:3)

den Radialimpuls bezeichnet.

Wir rechnen zunichst formal mit diesem Differentialoperator (und seinem Quadrat) und diskutieren

Fragen der Selbstadjungiertheit im néchsten Abschnitt. Die folgenden Rechnungen sind sicher sinnvoll,

wenn wir uns die auftretenden Operatoren in Anwendung auf Funktionen aus C§°(R? \ {0}) vorstellen.
Offenbar gilt

und

Wir zeigen (6.2) unter Verwendung der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen [#;, ;] = ifd;;. Es gilt:

>,

L? = €1 %5 Pr €itm &1 Pm
= (5jl6km — 5]m5kl> IJA?j ﬁk i’l ﬁm
= jl(skm i'j (i'l ﬁk - lhdlk)ﬁm - 6jm5kl (ﬁk fij + lh(skj) ﬁl ﬁm

— 1252  2ih (fﬁ) . (5.5?) (fﬁ)
~ ~ A\ 2 ~ o~
:7»2]32*(5.;7) +ih(f~ﬁ),

d.h.; wir erhalten die folgende Operator-Identitét:

2, N ~ A\ 2 ~A A
L% =252 - (f-ﬁ) +ih (a?-ﬁ). (6.4)
Da aber ina%i:r% gilt, folgt
. . h 0 .
m-p:Tinaxi:r,a—zrpr—i—lh,

also
A A\ 2 A A A A A A
(7:5) —in(&-0) = (&-5—in) (7 5) = roe by +i0) = 1y (rir + [, 50)) = 1257

Daraus lesen wir

B,
also .
o o L
p21P3+7§ (6.5)

ab. Damit haben wir (6.2) bewiesen.

6.1 Separation der Variablen. Die Radialgleichung

Wir wissen, daf3 [I:i, EQ] = 0 gilt. Da die Drehimpulskomponenten L; auBerdem keine Ableitungen nach
r enthalten, (siche Abschnitt 5.3), folgt
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d.h., die Operatoren {H Lg, } bilden ein System kommutierender Observabler. Daraus folgern wir,

dafl die Darstellung (6.2) des Hamiltonoperators sehr niitzlich ist, denn das Eigenwertproblem fiir den
Drehimpuls haben wir bereits gelost.
Wir suchen also nach Lésungen der Schrodingergleichung, aufgeschrieben in Kugelkoordinaten:

i, P
2u  2ur?

+ V(T) WT, ©s 6) = El/’(ﬁ ¥, 0) . (66)

Fiir die gemeinsamen Eigenvektoren im Ortsraum verwenden wir folgenden Ansatz:

VYEim(T) = Rgp, (1) Y, (0, 0) . (6.7)

Die Funktionen Rgiyy, (1) heiflen radiale Wellenfunktionen und Y, (0, ¢) sind die aus Abschnitt 5.3 be-
kannten Kugelflichenfunktionen. Die Zerlegung (6.7) heifit Partialwellenzerlegung. Dieser Zerlegung
entspricht natiirlich eine Zerlegung des Hilbertraumes. Zunéchst haben wir

L3(R®) = L2(Ry,r2dr) @ L?(S?%,dQ) . (6.8)

Aus der Theorie des Drehimpulses wissen wir aber, dafl die {Y;”} ein vollsténdiges Orthonormalsystem

bilden, deshalb gilt
2(52,d%) @Dl

wobei D! der Eigenraum zum Drehimpuls [ ist. Daraus folgt:
o)
=P H =L*Ryrdr)e D' (6.9)

Setzen wir den Ansatz (6.7) in die Schrodingergleichung (6.6) ein, so ergibt sich:

[% + ﬁ;(;:—zl) + V(T)} Rgim(r) = E Rgim/(r) . (6.10)

Der erste Term repriisentiert die radiale kinetische Energie, der zweite die Rotationsenergie und V' (r)
stellt eine zentrifugale Barriere dar. Fiir jedes [ wirkt der Operator

-2 2

D R+ 1)
[ A (2 Ve
! 24 + 2ur? +Vir)
als h; ® 1 im Hilbertraum #H'. Da
h2 0?
P =

" r oz

gilt, erhalten wir

h?1 d2 RA(I+1)

- —— 4V R =FER. 6.11

2ur arz’ T 2u 712 + V()| R ! (6.11)
Die Gleichung (6.10) ist unabhiingig von der magnetischen Quantenzahl m, also ist der Eigenwert F
(21 4+ 1)—fach entartet. Deswegen schreiben wir im weiteren Rpg;(r) bzw. noch einfacher R;(r). Unter
Verwendung der Kugelsymmetrie ist es also gelungen, das Problem auf ein eindimensionales Problem
zu reduzieren. Man kann also hoffen, dafl allgemeine, in Kapitel 4 getroffene Aussagen zu 1-dimensionalen
Problemen hier verwendbar sind. Dies trifft im Prinzip zu, allerdings haben wir es hier nicht mit einem
System auf ganz R, sondern auf dem Ry zu tun. Es mufl also das Verhalten der Operatoren und
Wellenfunktionen im Ursprung sorgfiltig diskutiert werden.
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Dazu ist es niitzlich, zur folgenden, modifizierten Wellenfunktion iiberzugehen:
uy(r) == rRy(r). (6.12)
Dann hat die Radialgleichung die Gestalt:
n? d®  RA(+1)

Offensichtlich wird durch Gleichung (6.12) ein unitérer Operator

U: L*(Ry,r*dr) — L*(Ry,dr) (6.14)
definiert, der wegen (6.8) durch }
(U)(r; ¢,0) := r(r, ¢, 0) (6.15)
zu einem unitiren Operator .
U:L*(R®) — L*(Ry,dr) ® L*(S?,d9) (6.16)

fortgesetzt wird. Damit wurde das Problem auf die Untersuchung der in der Radialgleichung (6.13)
auftretenden Hamiltonoperatoren
n? 4> RA(+1)

nu-t= -4
Ut 24 dr? 2ur?

+V(r)

reduziert. Wir bemerken: 2
UptU™! = - —;.
" dr?
Wir diskutieren Gleichung (6.13):
i) Da physikalische Zustéinde normierbar sein miissen, muB ||1 gy, ||> < oo gelten. Wegen der Ortho-
normalitit der {Y;™} gilt aber

oo o0
wmnl? = [ dr i) P = [ dr ) P = ul?
0 0
Wir miissen also fordern -
ut)? = / dr Juy(r)|? < oo. (6.17)
0
ii) Fiir die meisten Anwendungen gilt: fiir r — 0 iiberwiegt die kinetische Rotationsenergie 1(22122)‘12

gegeniiber V(r) und E, d.h. Gleichung (6.13) vereinfacht sich in der N&he der Null zu

2
%ul(r) = i+ wy(r) .

r2

Diese Gleichung hat zwei linear unabhéngige Lésungen, die wir mit dem Ansatz w;(r) = Cr® finden.
Es folgt: a(a—1) =1(l+ 1), also gilt ist & = (I + 1) oder a = —I. Dies liefert

w(r) = Oyttt 4+ Cor™t.
Fiir [ # 0 ist der Term Cor~! wegen der Normierungsbedingung (6.17) zu verwerfen, d.h.:
w(r) = Critt,

Fiir [ = 0 kann wegen der Normierungsbedingung Cr~! = const verwendet werden. Aber dann ist
Ry(r) ~ % und Anwendung von —A produziert die Delta-Distribution §(Z). Enthélt also V keine
Delta-Distribution, so mufl C' = 0 gelten. Wir erhalten also die folgende Bedingung:

u(0) = 0. (6.18)

In der diesen Abschnitt abschlieBenden Bemerkung werden tiefere funktionalanalytische Griinde fiir
diese Regularitéitsforderung angegeben.
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Zusammenfassung: Es werden Losungen gesucht, die
/ dr ()P < oo, w(0)=0 (6.19)
0

erfiillen. Dies kann man auch folgendermafien formulieren. Es liegt ein eindimensionales Problem mit
folgendem effektiven Potential vor:

off, N | o0 fir r<0
M(”_{mm—U@+W“>mrr>o’

mit U(r) = %V(T) . (Die unendliche Potentialbarriere bei » = 0 verhindert ein “Eindringen der Wellen-
funktion” in das Gebiet r < 0, sie realisiert also die Bedingung (6.18)). Nun kann man die allgemeine
Theorie 1-dimensionaler Systeme, wie in Kapitel 4 kurz diskutiert (und zitiert), mit kleinen Modifikatio-
nen anwenden. Wir machen zunéchst einige qualitative Bemerkungen und vertiefen diese mathematisch
etwas am Ende des Abschnitts. Wir erinnern an die Bezeichnungen (4.12):

Up=infU(z) und Uy = Eljlcl U(z).

r2

Wichtige Beispielklassen:
i) Gilt Uj(r) — oo fiir r — oo und erfiillt U; gewisse zusiitzliche Regularititsforderungen®, so folgt
U_ =00, Ug=infUMr), U, =o0.
Wir haben dann ein rein diskretes, nichtentartetes Spektrum im Intervall (U, 00) . Dies trifft z.B.
auf den 3-dimensionalen harmonischen Oszillator zu.

Fiir jedes | numeriert man die Eigenwerte mit der Radialquantenzahl n, wir schreiben also E,;
fiir die Eigenwerte des Schrédingeroperators (6.6). Im allgemeinen sind die E,,; alle verschieden und,
fiir fixiertes I, natiirlich (27 4+ 1)—fach entartet — wie schon frither bemerkt. Fiir spezielle Potentiale
kann es geschehen, dafl bestimmte Eigenwerte E,; zusammenfallen, man spricht dann von einer
zufilligen Entartung. Dies passiert beim Wasserstoffatom und beim 3—-dimensionalen isotropen
harmonischen Oszillator.

ii) Gilt Uy(r) — 0 fiir r — oo und erfiillt U; gewisse zusitzliche Regularitiitsforderungen?, so folgt:
Ul,:OO, Um:infoH(r)7 Ul+:0.
D. h., fiir jedes feste [ liegt ein nichtentartetes kontinuierliches Spektrum im Intervall (0, c0) vor.

Gilt Uy < 0, so haben wir auflerdem ein Punktspektrum im Intervall (Upg,0).

Jeder Wert E aus dem koninuierlichen Spektrum des Schrédingeroperators (6.6) ist unendlichfach
entartet, denn es gibt fiir jeden moglichen Wert [ des Drehimpulses eine verallgemeinerte Eigen-
funktion zum positiven, verallgemeinerten Eigenwert E.

Abschlielend machen wir einige mathematische Bemerkungen:

Bemerkung 6.1
i) Der Operator p, hat zunichst als natiirlichen Definitionsbereich C§°(R?\ {0}), auf dem er symme-
trisch ist. Man kann ihn zu einem symmetrischen Operator auf ganz R? fortsetzen, vorausgesetzt,
man definiert den Definitionsbereich geeignet. Es mufl gelten:

:/ (¢ prp — ()" ) P

lUleLl

ioc(0,00), Up(r) > —T%,g < %, fiir r — 0, siehe [Galindo/Pascual] I, S. 230
2siehe [Galindo/Pascual] I, S. 230, Formel (6.38)
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Wir folgern: Da v quadratintegrabel ist, verschwindet ri fiir  — oo. Es muf} also

;g% rp(T) =0 (6.20)
erfiillt sein. Auf diesem Bereich ist p, symmetrisch. Dieser Operator besitzt aber keine selbstad-
jungierte Erweiterung: Dazu hat man die Defekt-Indizes

ny = dim{ker(i F p!)},
vgl. Abschnitt 3.6, zu berechnen, also nach Lésungen von
P = Fihy

im Hilbertraum zu suchen. Man erhélt fiir + keine und fiir — abzéhlbar viele Losungen, also ny =0
und n_ = co. Da ny und n_ verschieden sind, existiert keine selbstadjungierte Fortsetzung, d. h.,
der Operator p, reprisentiert keine Observable.

In den Hamiltonoperator geht nur das Quadrat

2 2
2o 9 (6.21)

Pr r o2
ein. Dieser Operator ist auf C§°(R3 \ {0}) symmetrisch und wegen

(P |p2y) = p-)> >0, e &R\ {0}),

positiv. Damit existiert eine in gewissem Sinne ausgezeichnete selbstadjungierte Fortsetzung von
p?, die Fortsetzung im Sinne von Friedrichs.? Man beweist, dafi der Definitionsbereich dieser
selbstadjungierten Erweiterung folgendermaflen aussieht:

D(p7) = {v € L?[0,00) : ), 9" € AC[0,00); ¥',9)" € L?[0,00); ¥(0) = 0} , (6.22)

wobei AC[0,00) den Raum der absolut-stetigen Funktionen* auf [0, 00) bezeichnet. Die Obser-
vable p? ist, streng genommen, genau in diesem Sinne zu verstehen. Wir sehen, daf die Regula-
ritdtsforderung ¢ (0) = 0 durch diese selbstadjungierte Erweiterung erzwungen wird. Physikalisch
gesprochen, entspricht diese Wahl der Erweiterung der Forderung, daf p? fiir Zustéinde mit [ = 0
mit dem Operator ]%Q iibereinstimmt.

Man fragt sich natiirlich, unter welchen Bedingungen an das Potential U (bzw. V') die Operatoren
hy selbstadjungiert sind. Dazu gibt es eine reichhaltige mathematische Literatur. Wir verweisen auf
[Galindo/Pascual], Teil I, S226 ff. |, wo man, neben einer Liste wichtiger Klassen gutartiger Potentia-
le, Hinweise auf die Spezialliteratur findet. Wir verweisen auch auf [Reed/Simon|, Bd II, Satz X.11.
Fiir alle Potentiale, mit denen wir uns im weiteren befassen werden, ist die Selbstadjungiertheit
garantiert.

6.2 Freies Teilchen und kugelsymmetrischer Potentialtopf

Sei V(r) = Vy = const. Wir setzen fiir E >V,

2u(E — Vo)

k= 2

3vgl. [Reed/Simon],Bd II, Satz X 23
4f € AC0,00) genau dann, wenn eine meBbare Funktion g existiert, mit f(z) — f(0) = [’ g(t)dt, z € [0,00) . Dann ist
f f.i. differenzierbar und es gilt f’ = g f.ii..
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Dann hat die Radialgleichung (6.13) die Form

2 I(l+1
(G~ "G uir) =0

und nach der Skalierung ¢ = k - r erhalten wir:

2 I(+1) B
(dg2 i + 1) u(0) =0. (6.23)

Fiir [ = 0 haben wir als linear unabhéingige Losungen

uél)(g) =sinp, u((f)(g) = —cosp.

Wir bemerken, dafl die erste Losung fiir r = 0 reguléir ist, die zweite dagegen nicht. Fiir [ # 0 setzen wir

u(o) = ¢ xa(o)
Man berechnet
ui'(0) = l(%l)@l“m(@) + L;rl)@l“xé(g) +0"x (o)
Einsetzen in (6.23) liefert
o)+ 2 )+ e =0, (6.24)
Setzen wir nun )
x(e) = _xilo)

und differenzieren Gleichung (6.24) noch einmal nach g, so ergibt sich:

2(1+2) ,

x"(e) + . xX'(0) +x(0) =0. (6.25)

Dies ist die Differentialgleichung (6.24) fiir x;41 . Wir haben also

1
xi+1(0) = EXE(Q)
und damit
1d\'
=|-— . 6.26
i@ = (35) xlo (6:26)
Wir erhalten also die folgenden linear unabhéngigen Losungen:
. !
1, 1d> sin o @), (1 d) cos 0
X @)=\ -7 X \e)=— | -7 . 6.27
Po=(30) L Po-- (1) = (6.27)

Wir erinnern an dieser Stelle an den Zusammenhang mit der urspriinglichen Radialfunktion R; : Wegen

e xile) = wi(e) = oRi(o) gilt l
Ri(0) = 0 xulo).
Wir haben damit das folgende Fundamentalsystem fiir die Radialfunktion R; :
1d\ sin p
. 1
Jite) = (—o0)'|—— 6.28
(0 = o' (55) ™ (6:25)

m(e) = —(-o) <1d>l e (6.29)

odp 0
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Die Funktionen j; heiflen sphirische Besselfunktionen und die n; heiflen sphirische Neumann-
funktionen. Die Radialgleichung hat, aufgeschrieben fiir R;, die Form

(dz 2d l(lt1)+1>Rl(g):0.

de®> ' odo 0

Dies ist eine Differentialgleichung vom Besselschen Typ. Das folgende, zu j;,n; dquivalente Funda-
mentalsystem ist ebenfalls niitzlich:

(6.30)

! e:tig
hit(0) = £i (ji £ im) (0) = (—o)' (ng) o

Die Funktionen hli heiflen sphéirische Hankelfunktionen. Man zeigt das folgende asymptotische
Verhalten dieser Funktionen

oo sin (kr — )

jl(k’l") — or
=0 (kr)’
(20 + 1)
cos (kr — l—")
k T—>00 _72
nl( T) — ker

<

29 (k)2 = 1)

eii(kr—%’)
kr
=0 (k)21 — 1)

hE(k-r) =3

Wir bemerken, dafi die sphirische Besselfunktion j; die einzige Losung ist, die im Ursprung regulér ist.

Fir E < Vj, ersetzen wir in den obigen Formeln k durch ix mit

2u(Vo — E)
e

R =

Wir bemerken, daf b, (ixr) in diesem Falle die einzige Radialfunktion ist, die im Sinne von (6.19) im
Unendlichen regulér ist. Fiir r — oo gilt

—RT

e €
h —
i'h;" (ik7) o
Obige Betrachtungen liefern natiirlich insbesondere die Losung der Schrodinger—Gleichung fiir das freie
Teilchen in Kugelkoordinaten, man hat einfach V(1) = 0 zu setzen. Wir erhalten:

i) Fiir £ < 0 ist die einzige im Unendlichen regulére Losung h?‘(imﬂ). Diese hat aber im Ursprung
einen Pol der Ordnung [+ 1. Es gibt also keine im Ursprung regulére Losung, d.h.: wie zu erwarten
war, gibt keinen Eigenzustand mit negativer Energie.

ii) Fiir E > 0 gibt es genau eine regulire Losung fiir jeden positiven Wert E = %kg und jeden
Bahndrehimpuls [/, ndmlich die sphérische Besselfunktion j;. Die verallgemeinerten Eigenvek-
toren des Hamilton—Operators zu diesem Eigenwert, mit Drehimpuls (I,m), sind also der Form
Y, (0, ) ji(kr). Man zeigt

> 2 - - / _ 27 /
/0 redrji(kr)ji(k'r) = (2k)26(k—k:).
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Damit haben die normierten, verallgemeinerten Eigenvektoren in der Ortsdarstellung die

folgende Form:

Piim(r,6,0) = %Y (6, 0) ji(kr) . (6.31)

Im bra-ket-Formalismus haben wir mit g, (1,6, ) = (& |klm ):
<k'l'm/ |klm> = 6(k/ - k) 51/[ (Sm/m .

Auflerdem zeigt man die Vollstdndigkeitsrelation

0o l
/dk Z Z wklm(rv 97 @)wljlm(r,v 9/7 90,) = 1 5(7. - 7’/)5(9 - 9/)5«0 - SD/) . (632)

72 sin 0
=0 m=-1

Damit bilden die {¢gi,} ein vollstindiges Orthonormalsystem (im verallgemeinerten Sinne), d.h.
wir haben eine verallgemeinerte Eigenfunktionenentwicklung (im Sinne von Abschnitt 3.4.3)

0o l
:/dkz > Jklm)(klm [) ,

=0 m=—1

fir g € S C L3(R?).
Die zugehorige stationére Losung der zeitabhiingigen Schrodinger—Gleichung lautet:

wklm( ,Qﬁ,t) = \3;}/ (9 )jl(k’r‘)e hEt (633)

Fiir » — oo erhélt man:

1 ﬂ)

1 ] —rF— —i(kr—l= 4 £t m
wmr,e?w;t)%%{e%(“ PR — ot RO Ly, ). (6.34)

Der erste Term beschreibt eine auslaufende und der zweite eine einlaufende Kugelwelle.

Bemerkung 6.2
Da fiir die freie Schrodinger—Gleichung andererseits die ebenen Wellen e verallgemeinerte Eigen-
funktionen liefern, miissen diese durch die gerade gefundenen Losungen darstellbar sein:

+ik-&

eF7 =3 {alm(E)jl(kr) + by (K) nl(kr)} Yim (0, ) -

lm

Aus dem Verhalten der Funktionen ei’;'f, ji und n; im Ursprung folgt, dass blm(E) = 0 sein muB, d.h.:

ol Zalm ) 51 (kr) Yim (6, ) -

Es sind nun nur noch die Koeflizienten a;,, zu bestimmen, vgl. Hausaufgabe Nr. 29. Man erhélt:

eiE-i‘ - eikrcos@ — 2(21 + 1) il ]l(k"") B(COSQ) (635)
=0

wobei 6 den Winkel zwischen k und & bezeichnet. Schlieflich erhilt man aus dem Additionstheorem

P,(cos ) = 21+1 Z Y5 (k) Vi (Z)
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fiir Kugelflichenfunktionen die folgende Partialwellenzerlegung einer ebenen Welle:

') l .
T =dr NN i (k) Vi (B) Yin () - (6.36)
=0 l

m=—

Dabei bezeichnen # und k die durch # und k definierten Vektoren auf der Einheitssphére.

Das néchste interessante Beispiel, das man unter Verwendung obiger Resultate behandeln kann, ist der
kugelsymmetrische Potentialtopf, definiert durch:

| =W fir r<a
V(T)_{ 0 fiir r>a

Dieses Beispiel wird im Seminar ausfiihrlich diskutiert. Wir behandeln hier kurz den Fall gebundener
Zustande, also -V < F < 0:

i) In der inneren Zone ist k = 4/ w, die reguldre Losung lautet A - ji(0), o =k - r.

2uE
"2

B hl+ (ikr). Die Forderung der Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung im Punkt
r = a liefert:

ii) In der &ufleren Zone haben wir k = 4/— und die im Unendlichen reguldre Losung lautet

1 d, 1 d

- - = ht — —
hy (irr) 4 lr=at"i57) (k) a7 lr=a

jl(/ﬂ”) .

Diese Bedingungen kann man unter Verwendung der Rekursionsformeln fiir die auftretenden Funk-
tionen auswerten. Man erhéalt
, hﬁl(i’") o Jia(kr)

R (ikr) Ji(kr)

Speziell fiir [ = 0 ergibt sich daraus
—ka = kacot ka .

Dies ist dieselbe Gleichung wie fiir die gebundenen Zusténde mit negativer Paritit beim eindimen-
sionalen Potentialtopf der Breite 2a. Wie dort erldutert, kann man die Anzahl Ny der gebundenen
Zusténde folgendermaflen abschétzen:

1 1/2
2 s

Insbesondere gibt es keine gebundenen Zustinde fiir Uy |'/2a < 5

Der Fall E > 0 wird im Seminar diskutiert.

6.3 Das Coulomb—Potential — Gebundene Zustinde des Wasser-
stoffatoms
Wir betrachten ein Atom mit positiver Kernladung Z|e| und einem (vorldufig spinlosen) Elektron. (Fiir

Z = 1 handelt es sich um das Wasserstoffatom, fiir Z = 2 um ein ionisiertes Heliumatom usw.) Die
Wechselwirkung wird beschrieben durch das Coulomb—Potential

Ze?
-

Vir)=
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Aus Abschnitt 3.5 ist klar, dafl der Hamilton—Operator

2
b= —h—A+V
20

selbstadjungiert auf D(—A) und wesentlich s.a. auf C§°(R3) ist. Da V radialsymmetrisch ist, kénnen wir
die in den letzten Abschnitten beschriebene Reduktion zu einem 1-dimensionalen Problem durchfiihren.
Wir erhalten:

Zfe2 I(1+1)h?

Vi=—
! r 212

)

siehe Abbildung 6.1.

U

Upp <0
Abbildung 6.1: Das effektive Potential beim Coulombproblem

Wir haben es also mit der in Abschnitt 6.1. diskutierten Beispielklasse ii) zu tun:
Ul_:OO, Ul():infUl(T‘), Ul+:0.

D. h., fiir jedes feste [ liegt ein nichtentartetes kontinuierliches Spektrum im Intervall (0,00) vor. Da
Ujp < 0 gilt, haben wir ein Punktspektrum im Intervall (U, 0). Mit diesem befassen wir uns in diesem
Abschnitt.

Einerseits kann man zur Bestimmung des Spektrums die radiale Wellengleichung l6sen, dies wird im
Seminar erldutert.

Wir verwenden hier eine zusétzliche Symmetrie des Coulomb—Potentials. Dies erlaubt eine rein alge-
braische Lésung des Eigenwertproblems, zu der wir nun iibergehen:

Diese zusétzliche Symmetrie ist verkniipft mit einer bereits aus der klassischen Mechanik bekannten
Bewegungskonstante, dem Lenz-Runge-Vektor

F=pxL— ,u]fg .
r
Wir fithren das quantenmechanische Analogon des Lenz-Runge-Vektors ein:
q:7<ﬁxf—fxﬁ>+un£, k= —7Z6. (6.37)
r

Man zeigt nun leicht, daf} sich seine klassischen Eigenschaften sinngeméafl auf das quantenmechanische

Niveau iibertragen. Insbesondere ist F eine Bewegungskonstante. Es gilt:

[H,L,] = 0, (6.38)
L, Bi] = ihemsFy, (6.39)
[H,Fn] = 0, (6.40)
[E, F] = _zlmﬂemléLé, (6.41)
[.F = FL=o, (6.42)

P o= Q/AH(LQ—&-BZ)—F,UQKQ. (6.43)
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Gleichung (6.38) wurde bereits im vorletzten Abschnitt gezeigt. Wir beweisen Gleichung (6.39)°. Wir
verwenden dazu die bereits frither bewiesene Relation

(L, Vy] = ih€mrs Vs (6.44)
fir V=10, aic', 7, siehe (5.6) und (5.7), sowie die offensichtliche Identitét
[a,b¢] = bla,é] + [a, ] é.

Wir zerlegen F=X+ 57, mit X =

N

(ﬁ’x L—Lx ﬁ') und Y = ;m% , und berechnen:

. 1. . .
[Lim, Xi] = = [Lm, €1 (Pij —L; pk)]

2
=3 €Uk {[Lmapj]Lk + Pj[Lm, Li) = [Lim, Lj]1px — Lj[Lmapk}}

1 .2 L A s
= §1h€ljk {Emjr prLk: - ekaijr - Emerrpk + ekmrLj pr}

1. .o A 3
=5ih {(5zm6kT — 01rOkm) BrLe — (Bimjr — 616 ) Dy L
— (BtmOkr — 61r0km) Ly Pr + (01m0jr — 6120jm) Lj By

1. . oa IS A PN
= Elh {mel - Ple + Ll Pm — mel}

1. Loa P . 5
= §1h Emlr €Erjk (ijk — Ljpk) =ih€mr X, .

Zur Berechnung des zweiten Kommutators verwenden wir, daff die Komponenten von L,, mit jeder
Funktion von r kommutieren, also gilt

2 ;oI

(Lo, Vi) = sl By ) = B2 (L 21) = iy ot = ihey ¥ -
T T T

Der Beweis der Identitdten (6.40) — (6.43) ist zunéchst Hausaufgabe (Nr. 32 und Nr. 33). Spéter wird
der Beweis im Skriptum erscheinen.
Wir definieren

1. E 1. E R
Ap == | Lp+ k P, By:=-|1s k P

2 A/ 72luf{ 2 A/ 72;1]:1

wobei P der Projektor auf die negativen Spektralwerte des Hamiltonoperators H bezeichnet. Auf diesem

(6.45)

Bereich ist (—Q,uﬁ )_% eine wohldefinierte Operatorfunktion. Da der Hamiltonoperator H mit L und

F kommutiert, kommutiert er natiirlich auch mit A und B. Aus den obigen Vertauschungsrelationen
erhalten wir:

[Ak’a Ag} = ihekjm/im (646)

[Blm B]} = ihekijm (647)

[Ar, Bj] =0 (6.48)
. N 2

Aopro Ll p (6.49)
4 2H

5Im Teil II werden wir sehen, da F ein Vektoroperator der Drehgruppe ist, daraus folgt diese Identitéit automatisch
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Die Beweise von (6.46)—(6.48) sind trivial, z.B:
N B -
[Ak,Aj] = *[Lk + 7]6,[/]' +

4 A/ —2,uI:[

1 ~
= Z ih fklel + 2ih €kl

P

Y
\/—2uff
E 1 A
L+ —— (-2l ey p P
\/ —2uH —2uH
A
\/—QMIA{

Auch (6.49) folgt, unter Verwendung von (6.42), sofort:

. 732
AkAk_1<L2+ F A>

ih N
=3 kil L+

L2 1 D) 32 22}A
=%y A(2HL+2Hh+ H)P
4{ —2uH s a a

’U>
Ny

Aus (6.49) ergibt sich die folgende, duflerst niitzliche Darstellung des Hamiltonoperators, eingeschriankt
auf die negativen Spektralwerte:

2
T S
2 mp 2 (A4 B2)

(6.50)

Bemerkung 6.3 N .
(i) Die Formeln (6.46)—(6.48) zeigen, dafl A und B jeweils die Lie-Algebra su(2) erzeugen und wegen

(6.48) erzeugen A und B zusammen die direkte Summe
su(2) ® su(2) = so(4),
d.h. wir haben als Symmetriegruppe auf Quantenniveau die SO(4) gefunden. Die Eigenwerte

von A% = B2 sind jeweils j(j + 1)h?, j = 0, %, 1, %, ... . Damit erhalten wir mit der Bezeichnung

n = 2j 4+ 1 aus (6.50) die folgenden Eigenwerte des Hamiltonoperators:

2 2 (272
o N Ly (6.51)
2h2n? 2 n?
mit n =1,2,3,..., (a bezeichnet die Feinstrukturkonstante.) Dies ist die Balmersche Formel.

(ii) Wir kehren zuriick zum System kommutierender Observabler {ﬂ L2, ﬁg} und bezeichnen deren
gemeinsame Eigenvektoren mit |[nlm ). Wir werten die Identitét (6.43) auf diesen Eigenvektoren
aus:

pk?
2h2n?

2 1
= 1?K? (1 — l+12+> [nlm ) .
n

Z%2|nlm) = {—Q,u (R4 1)+ 1) + MQHQ} [nlm )

Da F? ein positiver Operator ist, mul n2 > [2 +1+ 1 gelten. Damit sind die méglichen Werte fiir I:
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(iii) Wir berechnen die Entartung des Eigenwertes E,, des Hamiltonoperators:
Fiir jede feste n haben wir zunéichst [ = 0,1,...,n — 1, also zerfllt der Unterraum H,, C ‘H zum
Eigenwert E,, in

n—1
Ho=EPH:.
1=0

Aber fiir jedes feste [ haben wir eine (2! 4 1)-fache Entartung, denn m = —I[,... 1, also

l
= H,.

m=—1
Wir erhalten also
n—1 1 00
Ho=CP P #,, wd H=PH.. (6.52)
=0 m=—1 n=1
Die Entartung des Eigenwertes E,, ist gleich der Dimension von H,, . Wir erhalten:
n—1 n—1 n—1
dim#M, => (2A+1)=1+Y @+1)=1+2> l+n—-1=n?,
1=0 =1 1=0

d.h., die Entartung ist n2.

(iv) Aus obiger Diskussion ergibt sich das in Abb. 6.2 skizzierte Punktspektrum von H.

n=4 Bl 4s _ 4p _Aud _af
n=3 $E T~ 3s — 3 —3d
n=2 ip | 2 9
n=1 FEF, 1 __ 1s
=0 =1 =2 =3

Abbildung 6.2: Spektrum des Wasserstoffatoms

Die Atomspektren entstehen durch Uberginge zwischen den diskreten Niveaus. Mit der Bezeich-

nung
FE, =2rhy,
erhalten wir: ,
wlacZ) 1 1
= ———— | = — = |, . 6.53
Yrana 4mh (n% n? e (6:53)
Oft verwendet man die Bezeichnung
2
Bz =1)= M99 _ gy
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wobei Ry fiir Rydberg steht. Dann erhalten wir fiir die Ubergiinge des Wasserstoffs:

1R 1 1
= 7@/ (2 — 2) ) ny >ng. (654)

l/ .
" 2rh \nd3 n?

Dieser Formel entsprechend konnen die auftretenden Spektrallinien in Serien eingheteilt werden.
Jede Serie entspricht einem festen ns und n; durchliduft die Werte no + 1,n9 4+ 2, ... . Wir fithren
die klassischen Serien auf:

ng = 1:  Lyman-Serie

ng = 2: Balmer-Serie (sichtbarer Bereich)
no = 3: Paschen-Serie

ny = 4: Brackett-Serie

no = 5:  Pfund-Serie

Im Experiment beobachtet man hauptsichlich Uberginge, die der Auswahlregel I — (I & 1)
geniigen. In Teil IT werden wir diese Regel im Rahmen der Dipolndherung beweisen.
Wir berechnen die Eigenvektoren von H:

Ausgangspunkt ist die Lie-Algebra su(2) @ su(2), erzeugt von den Operatoren (/T, g), mit den Vertau-
schungsrelationen (6.40)—(6.42) und der Identitit (6.43).
Mit ihnen bilden wir ein System kommutierender Observabler

{A?a A3a B3} )
genau wie in der Theorie des Drehimpulses. Die zugehérigen Eigenvektoren sind |j mAm?)
(6.49) konnen wir obiges System durch {ﬁ,AzJ,,Bg} mit den Eigenvektoren [nmAm?P) n =25 +1,

ersetzen. Auflerdem bilden wir die Leiteroperatoren

. Wegen

A=A, +iAy, Bi=DB) +iB,.
Aus der Theorie des Drehimpulses wissen wir, daf |jjj ) der Zustand hochsten Gewichtes fiir das System

/TQ,Ag,Bg} ist. Alle anderen Zusténde erhalten wir durch Wirkung mit AP B auf den Vektor des

hochsten Gewichtes. Damit ist das Problem prinzipiell gelost.
Wir moéchten natiirlich Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung und in Termen der iiblichen Quantenzahlen
n,l und m finden. Zu diesem Zwecke gehen wir iiber zu den urspriinglichen physikalischen Groéfen:

=

A X 5 F
(4.8) ~ (L ——] .
vV —2H
mit F2? = 2mH (EQ + hz) +m?2a? und verwenden das System kommutierender Observabler {ﬁ L2, ﬁg}
mit den Eigenvektoren |nlm ). Wir bilden
Ly=1,+ily, Fy=F +il,
und suchen nach einem Zustand hochsten Gewichtes [nlgmyg ), fiir jedes feste n. Fiir diesen mufl gelten:
E+|Tllom0> =0= 13’+|nl0m0> .

Aus der bekannten Wirkung von ﬁj_ folgern wir, daf der Zustand hochsten Gewichtes die Gestalt [niylp )
hat. Es ist also die Wirkung von F; auf Vektoren der Form |nll) zu berechnen. Aber aus der Definition
(6.37) folgt sofort:

- i

5 T
F = - D 2 -
+ 2ﬁ[p+aL}+lmr
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und damit .
il = L (R0 4 1) — 22) 5 g
Fyfnll) = = (h 0+1)—L )p+|nll>+ Gy nil)

Es ist also die Wirkung von p4 und %4 auf |nll) zu berechnen. Wir tun dies in der Ortsdarstellung, also
in der Wirkung auf die Ortswellenfunktionen

(% |nll) = R (r)Y (0, 0) = Ry (r)sin’ e,
Nun sind py und 24 in der Ortsdarstellung zu berechnen. In Kugelkoordinaten erhélt man:
i, =rsinfe®

. *Eei“’ s'n9g+ i £+COS02
P+=3 MYy rsiné Oy r 00"

Die Anwendung dieser Operatoren auf die Ortswellenfunktion liefert:

und

(:%Jr Rnlyrll)(Tv 97 ‘P) = TRnl(r))/}fll(ea (P) (655)
und
N l h(d ! I+1
(D+ R Yy)(r,0, ) = T\ar  r R (r)Yy 1 (0, 0) . (6.56)

Wir sehen, daB der Leiteroperator £, die Quantenzahl [ um 1 erhéht. Damit ist [n (n — 1) (n — 1)) der
gesuchte hochste Gewichtsvektor. Die Gleichung Fly|n(n — 1) (n — 1)) = 0 hat in der Ortsdarstellung
folgende Form:

1 2 d n-1 " "
3 (=00 = 22) (= "0 ) RO 000) 4 by (0Y(0,0) = O,

also

d n—-1 uk

Die Losung (bis auf einen Normierungsfaktor) lautet:

Ry (nony(r) =71""" b, (6.58)
wobei natiirlich & < 0 ist. Der (nicht normierte) héchste Gewichtsvektor hat also die Form:
(Z|n(n—1)(n—1)) =r""leh = . Y710, ). (6.59)

Damit haben wir fiir jedes n den hochsten Gewichtsvektor gefunden. Alle anderen Vektoren des durch n
definierten Multipletts werden durch Anwendung von L_ und F_ gefunden®. Fiihrt man diese Rechnung
aus, so erhilt man in der Ortsdarstellung folgende normierte Wellenfunktionen:

mit 12
2 (n—1-1)! L 2r
Ru(o) = Lo/l , = . 6.61
(0 Tgﬂnz[ e AL N (6.61)

Dabei ist 7o der Bohrsche Radius” und Liljll_l sind Laguerre-Polynome. Diese sind definiert durch:

1 d» - n!
I — L a0 na—0) = S Y S .62
n(0) = —e i (0"e7?) kE:O( ) G (6.62)
k p ¥
L} (o) = (-1) " Lpik(o), mnk=0,1,2,.... (6.63)

6siehe z.B. [Thirring], Bd II, S.189

Tro = M(Zpac) ™t = h2(Zpe?) ™!, fir Z =1 und p = me ist 7o = 0,529177249 (24) x 10~9m (=~ L A)

1
2
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Bemerkung 6.4
Abschliefend machen wir einige Bemerkungen zu Korrekturen, die sich ergeben, wenn man eine ge-
nauere Beschreibung des Wasserstoffatoms verwendet.

i) Das Wasserstoffatom ist ein 2-Korper-System, bestehend aus Kern und Elektron. Die reduzierte

Masse ist gegeben durch
Me

R

I

)

wobei my die Kernmasse bezeichnet. Es gilt

1+ 2 —1.00054463 . .. .
m

ii) Es gibt natiirlich relativistische Korrekturen®. Diese liefern die Feinstruktur. Die im obigen
nichtrelativistischen Zugang auftretende hohe Entartung wird durch diese Korrekturen aufgehoben.

So spaltet sich etwa das entartete Niveau 2p in Qp% und Qp% auf, vgl. Abb. 6.3. Es gilt
E(p*?) — E(p'/?) ~ 0,453 x 10~*eV .

Diese Modifikationen der urspiinglichen Niveaus sind von der GroéBenordnung «?. Insbesondere
wird im Rahmen des relativistischen Zugangs auf natiirliche Weise der Spin des Elektrons mit-
beriicksichtigt. Dies fithrt zu bekannten Effekten, wie dem der Spin-Bahn-Kopplung, siehe Teil
II.

iii) Beriicksichtigt man die sogenannten Strahlungskorrekturen im Rahmen der Quantenelektrodynamik
(Wechselwirkung des Elektrons mit dem elektromagnetischen Strahlungsfeld), so erhélt man die
Lamb-Shift, siche Abb. 6.3. Diese Korrekturen sind von der GréSenordnung o Ina ~ 107 %eV .

Feinstruktur Lambshift

9p3/2
2
%
Abbildung 6.3: Aufspaltung der entarteten Energieniveaus

iv) Die Beriicksichtigung der Wechselwirkung der magnetischen Momente von Elektron und Kern liefert
schlieflich die Hyperfeinstruktur. Sie liefert Korrekturen von der Gréfienordnung 10~ 6eV .

8siehe Teil 11 dieser Vorlesung
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Kapitel 7

Zeitentwicklung

7.1 Der Zeitentwicklungsoperator

Wir betrachten die zeitabhéngige Schrodingergleichung

o d A
ihz () = H(®) [4(t)) -

In Abschnitt 4.1 hatten wir aus der Eigenschaft
d
—lw@®)|*=0
Sl

von Loésungen der Schridingergleichung die Existenz eines linearen isometrischen Operators U (t,t0)
gefolgert, so daf} gilt

[W(t)) =U(t,to) [v(to)), Ulto,to) =1. (7.1)
Der Zeitentwicklungsoperator U (t,to) erfiillt offensichtlich die folgende Differentialgleichung

ih%ﬁ(t, to) = H(t) U(t, to) . (7.2)

Fiir den in Abschnitt 4.1 diskutierten Fall, daf3 H nicht explizit zeitabhéngig ist, lautet die Losung dieser
Gleichung;:

Ul(t, ty) = exp (—;(t — tO)H> .

Bemerkung 7.1
(i) Gleichung (7.2) ist, mit der Anfangsbedingung (7.1), dquivalent zur folgenden Integralgleichung:

Ot tg) =1 — ;,L/t At B O 1) (7.3)

(ii) Es gilt R R R

Ul(ts, t1) = Ults, t2) U(t2,t1) -

Insbesondere haben wir fiir t1 = t3 = tg, to =t bzw. t1 = t3 = t, ty = tg:

U(to, t) U(t, to) =1 bzw. U(t7 to) U(to, t) =1. (74)

Wir sehen, dafi der Operator U(to,t) links- und rechtsinvers zu U(t,to) ist. Damit ist U bijektiv.
Da es auflerdem isometrisch ist, ist es ein unitérer Operator. Wegen (7.4) gilt

Ult,to) = U (to, t) = Ut(to, 1) .

131
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(iii) Fiir konservative Systeme haben wir
Ult, to) = exp (—;(t - to)ﬁ) =U(t—tg). (7.5)

Die Familie U(t — to) von unitéiren Operatoren bildet eine (stark stetige) einparametrige Gruppe:
Ul +1)=Um)U(rn) U©0) =1, Ulr)=0U(-7).

Nach dem Theorem von Stone! existiert, umgekehrt, fiir jede stark stetige einparametrige Gruppe
von unitidren Operatoren ein selbstadjungierter Generator H, so dafl (7.5) erfiillt ist. Ist also der
Zeitentwicklungsoperator vorgegeben, so kann man H daraus zuriickgewinnen.

Wir befassen uns mit der Losung der Integralgleichung (7.3). Gehen wir iterativ vor, so erhalten wir:

o0 . n t tl . tn71 R
O(tto) =1+ <—;L) / dt, ﬁ(tl)/ dty A (ty).. / dt,, F(t).,
n=1 to to to

d.h. der n—te Term dieser Summe hat folgende Gestalt:

U™ (t,t0) /dtl/ dts .. /n dt, H(t) ... H(t,),

mitt >ty >te > ... >t, > ty. Verwenden wir die Heaviside-Funktion

0 fir ¢t<0
9(“_{1 fir t>0), (7.6)

so konnen wir die Terme in obiger Summe folgendermaflen umschreiben:

t t t
U™ (¢, t0) :/dtl/dtg.../dtn Oty — t2)O(ty — t3) ... O(tn_1 — tn)H(ty) ... H(ty)
to to to

— /dtl/ dts .. /dt Z {@ —tr(2) ).. @(t,r(n,l) - tﬂ(n))ﬁ(tﬂ(l)) . ﬁ(tﬂ(n))} ,

wobei ) die Summe iiber alle Permutationen der Zahlen 1,. .., n bezeichnet. Es ist klar, da8 jeder Term
in dieser Summe gleich ist, denn jede Permutation kann durch eine entsprechende Variablentransformation
kompensiert werden. (Dabei wird angenommen, dafl die Reihenfolge der Integrationen unwichtig ist.)
Wir definieren das Dysonsche Zeitordnungsprodukt:

T(H(t) - () = Y Oltnr) = ta) -+ Oltnn 1) — taiu) Hltrn) - Hltr)

=H(t:)...H(t;) ... H(ty) (7.7)
mit ¢; > ... >t; > ... >t} . Dies liefert die Dyson— Reihe:

Ot 10) =1 + 2:” (—%) /t:dtl y -/t:dtn T (1) (1)) (7.8)

Dafiir schreibt man formal:

Ult,to) = T exp [%/todt H(t )} (7.9)

Bemerkung 7.2
Gleichung (7.9) definiert im allgemeinen eine formale Reihe, die man Ordnung fiir Ordnung auswerten

kann. Nur wenn H(t) beschriinkt und stark stetig ist, hat man starke Konvergenz dieser Reihe.

Die in diesem Abschnitt entwickelte Sicht auf die Dynamik des Quantensystems nennen wir im weiteren
Schrodinger—Bild.

Lsieche [Reed/Simon], Bd. I, Satz VIIIL.8
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7.2 Das Heisenberg-Bild

Wir bezeichnen hier einen Zustand bzw. eine Observable im obigen Schrédinger—Bild mit [¢s(t)) bzw.
Ag(t). Nach Postulat IIT aus Kapitel 3 sind die statistischen Mittelwerte fiir die Messung von Observablen
durch deren Erwartungswerte

($(t) [A®) $(2))
gegeben. Wir betrachten unitédre Transformationen

[W/(8)) = V(1) [4b(¢)
Al(t) =V (t)A(t)

< =

f(t), (7.10)

Die Erwartungswerte sind unter solchen Transformationen offenbar invariant. Insbesondere kdnnen wir
fiir V(¢) den zum Operator der Zeitentwicklung im Schrédinger-Bild adjungierten wiihlen,

V() :=Ut(t,to).
Die dann durch (7.10) erhaltene Darstellung heifit Heisenberg—Bild der Quantenmechanik,

[Wu(t)) = U (t, 1) [¥s(1))
Au(t) =UT(t,to) As(t) U(t,to) . (7.11)

Fiir ¢ = to stimmen, wegen der Anfangsbedingung (7.1), die Zustandsvektoren im Heisenberg—Bild und
im Schrédinger-Bild iiberein. Da |¢g(t) ) = U(¢, o) [1s(to) ) gilt, folgt

[V (t)) = [vs(to)) = [Yu ),

d.h: im Heisenberg—Bild &ndert sich der Zustandsvektor im Laufe der Zeitentwicklung nicht.
Die Dynamik wird in diesem Bild von den Observablen getragen. Unter Verwendung von (7.2) erhalten

WII':
. 7t . R R . ) . A .
L = w0 G b o) + 0T (1 o) As() LT Lttty IS D iy 1)
dt dt dt dt
= Ot As0), A0 t0) + 1001, 10) 2D (s 1)

= [Ag(t),Hy(t)] + m%AH(t) .

dAg

4= im Heisenberg-Bild. Man sollte eigentlich exakter schrei-

Der Term %fl g bezeichnet den Operator
ben:

o - . dAc -
v — It eas
<8tA)H U'(t,to) ip Ul(t,to) -

Wir haben durch obige Rechnung die Heisenberg—Gleichung gefunden:

>
S
m
=
Il
T

w0 0]+ (54) (12

Bemerkung 7.3
i) Fiir konservative Systeme gilt
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ii)

iii)

KAPITEL 7. ZEITENTWICKLUNG

Wenn Ag im Schrodinger—Bild nicht explizit zeitabhéngig ist, dann verschwindet der Term (%fl)
H
und wir haben:

ih%le (t) = [Ag(t), Hy(t)].

Wiihlen wir insbesondere anstelle von A die Observablen & bzw. P, so ergibt sich:

ih%i;H(t) — [#u(t), Hu (1))

ih S prr (1) = [pre (1), Hr (1),

Wir bemerken die Analogie zu den Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik.

Wir vertiefen die Analogie zur klassischen Mechanik noch etwas:

Das “Schrodinger—Bild der klassischen Mechanik” kann man folgendermafien beschreiben: Zustédnde
sind Punkte im Phasenraum P = T*M , wobei M den Konfigurationsraum des Systems bezeichnet.
Die Dynamik ist gegeben durch ein Hamiltonsches Vektorfeld X . Dessen Integralkurven sind die
Trajektorien der Teilchen auf P . Fiihrt man verallgemeinerte Koordinaten (x%,p;) ein, so erhalten
wir die Trajektorien durch Losung der Hamiltonischen Gleichungen.

Eine Observable A ist eine Funktion auf dem Phasenraum, A € C*(P). Dem Bilden von Erwar-
tungswerten in der Quantenmechanik entspricht in der klassischen Mechanik die Analyse von A
entlang der Trajektorien.

Im “Heisenberg—Bild der klassischen Mechanik” wird die Bewegung aufgefafit als kanonische Trans-
formation der verallgemeinerten Koordinaten:

(z,p)t=0 = (Xt(w0,po), Pr(%0,p0)) = (7,p)¢ -

Da jede Trajektorie eindeutig durch die Anfangswerte (z,p):—¢ bestimmt ist, ist die gesamte Infor-
mation iiber die Dynamik in obiger Transformation enthalten. Der Zustand eines Teilchens besteht
aus dieser Sicht aus der gesamten Weltlinie des Teilchens. Jede Observable A geht unter obiger
Transformation iiber zu einer einparametrigen Familie A; von Observablen und der Berechnung von
Erwartungswerten entspricht hier die Auswertung der Familie A; auf dem Zustand des Systems.

In Abschnitt 4.1 hatten wir den Begriff der Bewegungskonstanten im Schrodinger—Bild definiert.
Nach (4.10) muf} gelten:

d - o
ihEAs(t)-i-[As,Hs] =0.

Aus obiger Herleitung der Heisenberg—Gleichung folgt, dafl diese Bedingung im Heisenberg—Bild die

folgende Form hat:

d .
—A = . .1
3 An =0 (7.13)

Dies ist fiir nicht explizit zeitabhéingige Observable dquivalent zu
[Ap, Hy) =0.
Die zeitliche Anderung von Erwartungswerten ist im Heisenberg-Bild besonders leicht zu berechnen:

G0} = 0 1An ) = (o 150 = Gl i) + 4 574) ).

Aufgrund der Invarianz der Erwartungswerte unter Bildwechsel, ist diese Gréfie natiirlich identisch
mit der zeitlichen Ableitung des Erwartungswertes der Obervablen A im Schrodingerbild. Fiir

. 1 -
H=_—p? v
2mp + V(@)
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erhalten wir daraus sofort die Ehrenfestschen Gleichungen?:

Sy = (7)) = (757 = - (7)
d S 1

”31

) = {15 H]) = S (B V@) = (V@) = (F).

Als weitere Anwendung leiten wir die Energie-Zeit-Unschérferelation her: Sei H konservativ und A
nicht explizit zeitabhingig. Dann liefert die allgemeine Unschérferelation (3.11) aus Abschnitt 3.3
fir A und H:

ApA-AyH > % 14, 7).

Verwenden wir die Heisenberg—Gleichung, so ergibt sich:

ApA- A H > h i<‘4H>’ :
Sei
AyA
TAqp = Td 2
(G An) |

Diese GroBe kann als ein fiir die Anderung der statistischen Verteilung von A charakteristisches
Zeitintervall interpretiert werden. Genauer, 74,y ist die Zeit, in der sich der Schwerpunkt (A)
der Verteilung um AA verschiebt, d.h., die Zeit, die fiir eine nennenswerte Andererung dieser
statistischen Verteilung mindestens notlg ist. Wir definieren

Ty = inf {7
vi= i {A}{ R
wobei {fl} die Menge der Observablen ist, die nicht explizit von der Zeit abhéngig sind. Die Grofe

Ty(t) kann als fiir die Zeitentwicklung des Systems charakteristisches Zeitintervall zum Zeitpunkt
t aufgefalt werden. Gilt |t — | < 74(t), so sind die statistischen Verteilungen von A zu den
Zeitpunkten ¢ und ¢ im wesentlichen gleich.

Wir erhalten aus obiger Betrachtung die folgende Energie-Zeit-Unschérferelation:

NS

Ty - Ay E > (7.14)
wobei AyE = A¢ﬁ gesetzt wurde. Fiir stationdre ¢ gilt AyE = 0, also mufl 7, = oo gelten.

Dies ist erfiillt, denn < <A ) = 0. Man kann 7, als Lebensdauer eines angeregten Zustandes und
Ay E als fiir den Zustand charakteristische Linienbreite interpretieren.

Achtung: Es wurde kein Zeitoperator definiert, diese Relation ist von einem anderen Typ als
die bisher betrachteten Unschérferelationen.

Beispiel: Wir erinnern an die Behandlung des harmonischen Oszillators in Termen von Erzeugungs—

und Vernichtungsoperatoren®:

H = hw(N +
mit

N=a'a, [a,a']=1, [N,a]=-a, [N,a']=a'.

2vgl. mit (2.12) und Abschnitt 2.5 Gl. (2.37)
3Siehe Abschnitt 4.3
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Wir untersuchen die Dynamik des harmonischen Oszillators im Heisenberg—Bild:

Lod SN B co st L R
1ﬁ&a(t) = [a(t), H] = hwla(t),a’a + 5] = hwal(t).

Die Integration dieser Gleichung (und der analogen Gleichung fiir a') ist trivial:
a(t) = e “q(0), a'(t) =e“al(0).
Umschreiben dieser Gleichungen liefert die Dynamik fiir £ und p im Heisenberg-Bild:

p(0)

£(t) = z(0 t 4+ —=sinwt
Z(t) = #(0) coswt + —sinw
p(t) = p(0) cos wt — mw £(0) sin wt .

Diese Gleichungen haben exakt die gleiche Form, wie die klassischen Bewegungsgleichungen, d.h. ins-
besondere: Fiir den harmonischen Oszillator folgen die Mittelwerte exakt den klassischen Trajektorien,
(dies liest man auch sofort aus den Ehrenfestschen Gleichungen ab. )

Bemerkung: Im folgenden wird der Index S an den Objekten im Schrédinger-Bild weggelassen.

7.3  Wechselwirkungsbild und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Im weiteren werden wir es oft mit folgender Problemstellung zu tun haben: Es wird ein Quantensystem
mit Hamiltonoperator X A R
H(t) = Ho + Hy(t)

untersucht, wobei Hy konservativ ist und H (t) eine “kleine Stérung” bezeichnet, die explizit zeitabhiingig
sein kann. Es wird angenommen, daf§ das Spektrum von Hy exakt bestimmbar ist. Es soll untersucht
werden, wie die zeitliche Evolution des Systems durch H 1(t) gestort wird. Diese Frage stellt sich sowohl
im Zusammenhang mit der Untersuchung der St6rung gebundener Zustinde als auch im Kontext
der Streutheorie. Letztere wird im néchsten Kapitel behandelt, die Stérung gebundener Zusténde im
Teil IT der Vorlesung. Wir ziehen einen schematischen Vergleich:

Gebundene Zustinde Streuzustande

to t (Gin(t')) |bout (1))
[tm ) [¢n ) t' = —o0 t— oo

[¥in, ) und |Poye ) sind Streuzustinde,
d. h. verallgemeinerte Eigenzustinde

A~ 2
von Hy = fzh—mA

[t} und |1y, ) sind Eigenzustinde
von Hy = BPALy

2m

Besitze Hy ein Punktspektrum. Wir bezeichnen Eigenwerte und Eigenvektoren von Hy wie iiblich:

Hoypn = Epthn
Die zeitliche Evolution des ungestorten Systems wird beschrieben durch
Uo(t, to) = e~ nHolt=to)
Die Eigenzusténde sind natiirlich stationér,

i

Un(t) = e FE 0y (1),
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Wegen der Orthogonalitéit der Eigenzustédnde fiir m # n und aufgrund der Stationaritit gilt:
{9 () [m () P = [(¢n(to) [m(to)) [* = 0.

Schalten wir nun die Stérung ein, so wird im allgemeinen

(n(t) [m () 12 = 1{(¥n(t) [U(t,t0) Ym(to) ) | # 0

gelten, wobei U (t,tg) den Zeitentwicklungsoperator von H bezeichnet. Im Sinne der in Kapitel 3 ein-
gefithrten Terminologie? ist

(b (8) [0 () ) 12 = (0 (t) [U(t, t0) $m(to) ) |2 (7.15)

die Ubergangswahrscheinlichkeit, d. h., die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System bei einer Messung
zum Zeitpunkt ¢ im Eigenzustand ,, von H, vorzufinden, wenn es zum Zeitpunkt tg im Zustand v,
war. Die GroBe (1, (t) [t (t)) heiBt Ubergangsamplitude. Oft verwendet man die Bezeichnung «; (i fiir
"initial” Jund v (f fiir "final”) fiir Anfangs— und Endzustand des Systems im Zeitintervall (¢o,¢) . Dann
ist [(1 |U(t o) ) |* der entsprechende Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit.

Im Falle der Streutheorie stehen, wie oben bereits bemerkt, fiir 1); und ¢ die (verallgemeinerten) Eigen-
zustinde 1;, und ¢ou des freien Hamiltonoperators. In beiden betrachteten Fillen kann man U (t,to)
im allgemeinen nicht exakt bestimmen, man mufl also Ndherungsmethoden entwickeln. Dafiir ist das
Wechselwirkungsbild® besonders gut geeignet.

Wir betrachten die unitére Transformation:

[9r(t)) =0
Ap(t) =0

(t,to) [¥(t))
(tvtO) A(t) ﬁO(tatO) ) (716)

wobei [¢(t) ) und A(t) Zustandsvektor und Observable im Schrédinger-Bild bezeichnen. Mit Uy (t, to) =
e~ 7 o(t=t0) erhalten wir:

§
0
il
0

d d /s A - i 2o
i [0r(0)) = ih (R0 4(8))) = —Holuis (1)) + ek o By (1))

i

= R (I (g 4 ) e h 1 oy (1)) = () (1))
also haben wir im Wechselwirkungsbild:
. d A
ih [¥r(t)) = Hi1(8) [41(2)) - (7.17)

Die zugehorige Integralgleichung lautet:

r(e) = lor(ta)) — [ ¥ st o),

to

und deren Losung ist nach Gleichung (7.9) gegeben durch:
it
[r(t)) = T exp {—h/ dt’ Hlj(t’)] [vr(to) ) -
to

Wir sehen, daB der Ubergang zum Wechselwirkungsbild zu einer Abkopplung von H, fithrt. Man 16st
nun obige Integralgleichung wieder iterativ, wie bereits frither beschrieben. Wir bezeichnen:

. t
Upr(t,to) = T exp [;_L/ dt’ﬁu(t/)] .

to

4vgl. Bem. 3.2 (ii) nach Postulat ITI
5mitunter auch als Dirac-Bild bezeichnet
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Dann gilt natiirlich X
[Yr(t)) = Ur(t, to) [vr(to) )
und mit ¥ (tg) = ¥(tg) folgt:

U (t,t0) Ut to) [ (to) ) = Us(t,to) [(to) ) ,

also
. t
Ul(t, to) = Uo(t,to) - Ur(t, to) = e~ #(t=t0) Ho T oxpy [—h/ dt'Hy f(t )} : (7.18)
to

Wir entwickeln die Dyson—Reihe, wie in Abschnitt 7.1 beschrieben:

e}

Ult, to) = Up(t, to) + Z (o) (7.19)

wobel

A~ ~ 1 n t ty thn—1 . .
Ot to) = Dot o) <—h> /dtl/ dt2~--/ Aty FIy1(81) - Fy g ()
to to to

i n t t1 tn—1 . R R .
- (—h) /dtl/ dt2~--/ dt,, Uo(t, to) (Ug(tl,to)Hl(tl)Uo(tl,to))
to to to

. (Ug(tn,l, to) Hy(ta_1) Uo(tn_1, t0)> (Ug(tn, to) Hy (tn) U (tn, t0)>
_ (‘;) /ttdtl/ttldtz.../tt”_ldtn {O0(t,t1) Hy (01) Do (b1, 1) H (1)U (t2,ts) -+

(1) Ut ) Hi () Do(tns to) } (7.20)

mit t > t; >ty > ... > t, > to. Die Entwicklung (7.19) heifit Bornsche Reihe fiir den Evolutions-
operator. Indem wir die einzelnen Terme dieser Reihe diagrammatisch interpretieren, finden wir die
Grundidee der zeitabhiingigen Stérungstheorie, siche Abb. 7.1. Dazu lese man Gleichung (7.20) von
rechts nach links mit folgender Interpretation: Von tg bis ¢, findet “freie”, d.h. durch ﬁo beschriebe-
ne Zeitentwicklung statt, zum Zeitpunkt ¢,, gibt es eine Wechselwirkung mit fIl (tn), dann wieder freie
Zeitentwicklung bis ¢,,_1, dann Wechselwirkung mit H, (tn—1) zum Zeitpunkt t,_1 usw..

A A
1t 1t
—r %
JEN— Hy(t1)
Hl(tl) ) t
Hy (t2)
1 o 1 to
1. Ordnung 2. Ordnung

Abbildung 7.1: Diagrammatische Darstellung der Zeitentwicklung

Sei {|¥n. )} ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu den Eigenwerten Enp, © des ungestorten Operators
HO Wir bezeichnen die Matrixelemente von H1 in diesem System mit

Vir(t) = (Yo |[Hi(t) ¥ ) .
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Wir berechnen die Ubergangsamplituden A;_, #(t,to) zwischen Anfangszustand ¢; und Endzustand ¢y,
indem wir die Bornsche Reihe von links mit (¢¢| und von rechts mit |¢; ) multiplizieren (und nach jedem
H, (t;) eine Zerlegung der 1 gebildet aus obigem Orthonormalsystem einfiigen):

s\ gt t1 tn—1
AN (. t0) = (—1) /dtl/ dt2~--/ dt, Y >y
h to to to k1 k2 kn—1

; (0) i _ (0)
X {e_”"(t_tl)Ef Vi (t) e 72 E0 v (1)

0)

i (
—5(n_1—tn)E
e h( 1 ) Fn—1 ‘/k?

n—11

(tn) e_%(t"_tO)Ei(O) } .

Natiirlich haben wir eine diagrammatische Interpretation wie oben. In erster Ordnung erhalten wir:

AWM

i—f

. t . .
(t,to) = —% /dt1 L T P

to

und damit die Ubergangswahrscheinlichkeit

" ' 2
/dt1 et E-ED 0 o) (7.21)

to

1
P (1) = =

i—f

Dies ist die Ubergangswahrscheinlichkeit in Bornscher Niherung.



140 KAPITEL 7. ZEITENTWICKLUNG



Kapitel 8

Elemente der Streutheorie

8.1 Mgller—-Operatoren. Der Limes t — +00

Wir betrachten ein spinloses Teilchen im Potential V', das im Unendlichen hinreichend schnell verschwin-
det, beschrieben durch den (nicht explizit zeitabhéngigen) Hamiltonoperator

N N A K2
H=Hy+V, Hy=-——A.
2m

H wirkt auf dem Hilbertraum # = L?(R?) und damit H selbstadjungiert wird, wihlen wir V aus
einer der in Abschnitt 3.5 diskutierten Klassen aus. Sei also V € L?(R?®) + L°°(R?) oder, allgemeiner,
V € R+ L>®(R3). Die Zeitevolution im Schrodinger-Bild ist gegeben durch

6(0) = 00 160)), 00 =exp (37 -1)

“Auflerhalb der Reichweite” des Potentials sollten sich die Wellenpakete frei bewegen, d.h. ein Streuzu-
stand soll als Asymptote fiir ¢ — +o00 einen freien Zustand ;,, haben. Wir veranschaulichen dies:

Zeitrichtung 1 Streuzustand Asymptote
0o T ¥(0) ¥in (0)
? 3
t<0 T P(t) Pin (L)
$(0) = e w0 Dy Yin(0) = e w00y, (1)
= enflty(t) = enfloly, (1)

Fiir ¢t - —o0 soll im Normsinne ¢ — v;,, gelten, d.h.:

lim {|U(#) %(0) = Uo(t) ¢in (0)]| = 0,

t——o0

also

Jiml9p(0) = UT(8) Uo(t) in (0)]| = 0. (8.1)

141
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Analog soll fiir t — 400 ein asymptotischer Zustand ., existieren, so daf3 gilt:

lim |[(0) = U (t) Uo(t) Yout (0)]| = 0. (8.2)

t——+o0

Diese Gleichungen legen die Betrachtung der sogenannten Mgller-Operatoren nahe:

Qs == s lim U () Up(t) = s lim e flto—nHot ) (8.3)

t—F oo t—F oo

wobei s—lim , wie frither eingefiihrt, den starken Limes bezeichnet. Es gilt

[$(0)) = Q4 i ) (0) = Q- [oour )(0) -
Man ist nun mit zwei schwierigen Problemen konfrontiert:

i) Das Problem der Existenz der Mgller-Operatoren: Sind Q+ und Q_ auf ganz H definiert? Physi-
kalisch gesprochen: Sind alle freien Zustinde des Systems Asymptoten von Streuzustinden?

ii) Das Problem der asymptotischen Vollstindigkeit: Angenommen, die Mgller-Operatoren exi-
stieren. Wir definieren

H-i- =Hip = Q-i—(H) s Ho =Houw = Q—(H) .
Man sagt, die Mgller-Operatoren seien asymptotisch vollstandig, falls gilt:

He = Ho = Hae, (8.4)

Using (H) - @ B (85)

wobei H,. den dem absolut-stetigen Spektrum von H entsprechenden Teilraum'® und Usmg(f[ ) das
singulére Spektrum von H bezeichnet. Dann gilt natiirlich Hee = H © Hpp . Es ist zu fragen, fiir
welche Klassen von Schrédingeroperatoren dies gilt. Physikalisch gesprochen: Existieren fiir alle
Streuzustidnde (alle nicht gebundenen Zustinde) Asymptoten?

Wir machen am Ende des Abschnittes einige mathematische Bemerkungen zu Klassen von Potentialen, die
Existenz und asymptotische Vollstédndigkeit liefern. Zunéchst nehmen wir an, daf§ die Mgller—Operatoren
existieren.

Satz 8.1 Angenommen, die Moller—Operatoren QOr : H — Hy ezistieren. Seien D(Hy) und D(H) die
Definitionsbereiche von Hy und H. Dann gilt:
a) Qy sind Isometrien, d.h:

QLOs=1, Q.0 =P, (8.6)

wobei Py der Projektor auf Hy C H ist.
b)
HOQL =04 Hy. (8.7)
Auferdem gilt HH. C Hy und Qi D(Hy) € D(H).
c)
Hi C P (H)H, (8.8)

wobei PQC(I:I) den Orthoprojektor auf den dem absolut-stetigen Spektrum von H entsprechenden Teilraum
von H bezeichnet.

1siehe Abschnitt 3.4.2
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Beweis:

a) Sei ¢ € H . Bezeichne Q(t) = enflte=wHot | Aus der Unitaritiit der Zeitentwicklungsoperatoren fiir
alle ¢ folgt ||Q(t)¢|| = ||¢|| . Da, nach Annahme, der starke Limes von €(¢) fiir lim;_, ¢ existiert, erhalten
wir im Grenzwert

Q20 = Il
b) Sei p € H, T € RL. Es gilt:
e%H¢e%ﬂwe—%ﬁb¢w::e%Hu+we—%ﬁbu+ﬂe%HmT@’
und damit im starken Limes ¢t — Foo:
eh 7O, = Qpen o (8.9)

Daraus lesen wir HH+ C H+ und Qi D(Hy) € D(H) ab. SchlieBlich erhalten wir durch Differenzieren
von (8.9) nach 7 an der Stelle 7 = 0 (und unter Verwendung des Satzes von Stone):

HOy =04 Hy.
c) Nach Punkt b) ist H, eingeschrinkt auf H. unitéir dquivalent (unter Qi : H — Hy ) zu Hy.

Da Hy = —A nur ein absolut-stetiges Spektrum hat, ist die Einschrinkung von H auf Hy auch
absolut—stetig. Damit ist der Satz bewiesen.

Aus (8.7) sehen wir, daf} die Qs (verallgemeinerte) Eigenzustéinde von Hy in (verallgemeinerte) Eigen-
zustdnde von H umwandeln. Fiir Hy|E') = E|E) gilt also

71 (02|B)) = ut|B) = B (04]F)) |

d.h. jeder (verallgemeinerte) Eigenvektor von Hy liefert einen (verallgemeinerten) Eigenvektor von H,
aber nicht umgekehrt. . .
Sei A eine nicht explizit zeitabhéngige Erhaltungsgrofie beziiglich Hy und H, d.h.:

[H,A] = 0= [Hyo, A].
Dann gilt L
[A,Q4]=0.
Zum Abschlu8 dieses Abschnittes machen wir einige mathematische Zusatzbemerkungen 2.

Bemerkung 8.1
i) Relativ leicht zeigt man (Cook), dal V' € L?(R3) hinreichend fiir die Existenz der Mgller-Operatoren
ist3. Eine weitere Klasse (Hack/Kuroda) von Potentialen? ist definiert durch V' € L?(R?)+ L"(R?),
2 < r < 3. Ein anderes hinreichendes Kriterium ist

(1+|2) 2V € LA(R?).
Diese ist insbesondere fiir Potentiale mit dem asymptotischen Verhalten
vV~ o710

fir £ — oo erfiillt’. Im Limes § — 0 geht die Existenz der Mgller— Operatoren verloren, d.h. fiir
das Coulomb—Potential existieren die Mgller-Operatoren nicht. Wir werden dies spéter noch
kommentieren. (Grob gesagt, ist das Coulomb-Potential “zu langreichweitig”, ein Teilchen spiirt
auch im Unendlichen noch die Wirkung dieses Potentials.)

2siehe [Reed/Simon], Bd. III, Abschnitte XI.3 und XI.4 und [Simon], Kapiel IV
3siehe [Simon], Satz IV.7

4siehe [Reed/Simon], Bd. III, Satz XI.24

5siehe [Simon], Satz IV.8
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ii) Der Beweis der asymptotischen Vollstindigkeit ist das schwierigste Problem der Streutheorie. Wir
fithren hier zwei wichtige Resultate an: Fiir V € L*(R3) mit der Eigenschaft®

/|V ||V d3$d3y<(47{')2

|7 — g
sowie fiir Potentiale aus der sogenannten Enss-Klasse”, zu der z. B. Potentiale mit der Eigenschaft
V@) <C-(1+|z)77, e>0,

gehoren, existieren die Mgller-Operatoren, sind asymptotisch vollstdndig und H hat insbesondere
kein singuléres Spektrum.

8.2 Der Streuoperator (S—Matrix)

Wir schreiben im weiteren meist [¢in (0)) = [thin ). Wegen Qi [in) = [0(0)) = Q_|thour ) gilt
QY Q4 [tin ) = |thout ). Dies legt die Definition des folgenden Operators nahe:

S=0q, . (8.10)

Dann gilt
|1/)out> = 5' |¢m > .

S heiBt Streuoperator oder S-Matrix. Wir veranschaulichen diesen wichtigen Begriff in Abb. 8.1.

1 Evoh}tion
3 mit Ho

i Wout)

°

Evolution
mit Ho / [ (t))

Abbildung 8.1: Der Streuoperator

Elementare Eigenschaften der Streumatrix:

i) S ist unitér: Seien Py die Projektoren auf Hy C H . Es gilt

St =0LO

Ol —0lP O, —0La, -1,

denn If’_fl+ = Q+ , wegen H, = H_ . Analog zeigt man SST = 1.

6siche [Simon], Satz IV.35
"siehe [Reed/Simon], Bd. TII, Satz XI1.112
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ii) Wir berechnen, unter Verwendung von Satz 8.1 b)

Wir lesen daraus, wieder durch Differenzieren (und Awenden des Satzes von Stone) ab:
[S,Ho)=0. (8.11)

Diese Gleichung besagt, dafl die Energie im Streuprozefl erhalten bleibt. Dies wird spéter ausfiihr-
licher kommentiert.
Achtung: H und S kommutieren nicht.

iii) Sei U eine nicht explizit zeitabhingige, unitéire ErhaltungsgroSe, d.h. [U, ﬁ] = [U, fAIO] = 0. Dann
gilt o o = .
SU=0 0. U=000, =001, =083,

denn aus Q_U = UQ_ folgt UutQl = Q' o | und nach Multiplizieren dieser Gleichung von links
und von rechts mit U aus der Unitaritit QF U = UQ! . Wir erhalten also:

[5,0]=0. (8.12)

Diese Relation ist von grofler praktischer Bedeutung. Sie besagt, dafl sich Symmetrien der Hamil-
tonoperatoren H und Hy, realisiert durch unitére Darstellungen, auf die Streumatrix iibertragen.
Ist etwa V rotationssymmetrisch, so hat auch S diese Eigenschaft.

Physikalische Interpretation der S—Matrix:
Eine Quelle emittiere Teilchen im (préparierten) Zustand ;,(—o0). Fiande keine Wechselwirkung mit
dem Potential V' statt, wiirde sich v frei entwickeln, d.h. mit der Asymptote

Pin(t) = 045, (0)
fiir alle Zeiten identisch bleiben. Die wirkliche Evolution von ¥ in Anwesenheit eines Potentials ist aber
(1) = e H(0) = e H I Qi (0).

Sei ein Detektor gegeben, der den Zustand ¢oy:(+00) registriert. Wir fragen: Wie grofl ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl das Teilchen registriert wird, d.h. dafl ¢ fir ¢ — +oo asymptotisch mit ¢y (+00)
iibereinstimmt? Die zu 9,y (4+00) gehorige Asymptote ist

¢out(t) = e_%ﬁo‘t(bout(o) .

Dazu ist die folgende Ubergangsamplitude zu berechnen:

Ay o) = (bout(£) [(8)) = (e 770 b0, (0) [e™ HHE QL 13 (0) ) = ( bou (0) [2(£)T Q4 103 (0))

fiir t — +o00 zu berechnen. Wir erhalten

A —donr = {Gout(0) QL Q4 131 (0)) = (Gout(0) [S i (0)) .

Daraus erhalten wir die folgende Ubergangswahrscheinlichkeit:

Pwin*)(bout = |< QSout(O) |S'l/}m(0)> |2 . (8.13)
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Schematisch konnen wir uns dies wieder wie folgt vorstellen: 1;,, entwickelt sich bis zum Zeitpunkt ¢ = 0
frei, dann erfolgt zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Wechselwirkung mit dem Potential, beschrieben durch S:

[¥in(0)) = S [¢in (0) ),

und danach fliegt das Teilchen wieder frei weiter. Wir sehen, da S die gesamte Information iiber den
Streuvorgang in sich tragt.

Bemerkung 8.2 o
(i) Der Zeitpunkt ¢ = 0 ist natiirlich nicht ausgezeichnet. Da [S, Hy] = 0 gilt, folgt:

[ bout (£) 1S Win (1)) [ = [(™ 50 by (0) |Se-%ﬁﬂ'twm<o>>|2
— [( Gout (0) |er Aot G e~ Hoty, (0)) |
= [{ bout(0) |5 ¥in(0)) .

(ii) Wir berechnen den Streuoperator S im Wechselwirkungsbild: Dazu bezeichnen wir die
Mgller—-Operatoren im Wechselwirkungsbild wie iiblich:

QL(t) = entlotQ e ntlot — = enflot o= HtG),

Damit gilt®

WS OL() = (1) 0u(r), mit Hy(t) = et ot v e kot (8.14)
und wir lesen ab:
() (—o0) = 1
QL (+00) = S.

Die Losung von (8.14) mit der Anfangsbedingung 1 fiir Qi (t) ist:

AL (t) = T exp {_;_L /too ar’ ﬁ,(t')} .

Damit erhalten wir die folgende niitzliche Darstellung fiir die Streumatrix:

S:Texp{—;/:odt ff;(t)}. (8.15)

Diese Formel kann natiirlich wieder stérungtheoretisch interpretiert werden, genauso wie in Ab-
schnitt 7.3 beschrieben. Sie liefert also eine Moglichkeit zur systematischen Auswertung des Streu-
prozesses “Ordnung fiir Ordnung” der Storungstheorie.

(iii) Sei A eine Observable. Existiert der starke Limes

Ay = slim enft AemnHt (8.16)

t—+oo

von A in der Heisenberg-Darstellung, so heifit A asymptotische Konstante. Wir bezeichnen

Ti(A) = Ay

8vgl. mit Abschnitt 7.3
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Bezeichne A die Algebra der asymptotischen Konstanten und A4 die von den Ay erzeugte Algebra.
Dann ist 74 : A — Ay ein surjektiver Homomorphismus. Man zeigt?, daB Ai mit der Kommutante
von H in A zusammenfillt. Sei A eine Observable, die mit Hy kommutiert. Dann existieren

AL = s hmethAe ﬁHt—sflimeﬁH —wHot JorHoto— 7 Ht AQ
t—too t—+oo

Die Abbildung 7+ wird also fiir solche Observable durch die Mgller—Operatoren realisiert,

(8.17)

(§) = 0. 801 = 0,07 0,01 = 0,01 P

wobei P wieder den Projektor auf das kontinuierliche Spektrum von H bezeichnet. Wir definieren
den Streuoperator in der Heisenberg-Darstellung:

S =000 . (8.18)
Dies ist ein unitédrer Operator auf H,. und es gilt
S=01 80, . (8.19)
AuBerdem folgt aus (8.9) sofort, daB S’ mit H kommutiert,
(S H]=0.

Da S im Raum der freien Zustinde operiert, sind seine Matrixelemente leichter zu berechnen. Aus
der Sicht der Quantenfeldtheorie ist aber s wichtiger: Dort ist H oft nicht streng konstruierbar
und (oder) die Zerlegung H = Hy + V nicht durchfiihrbar oder sinnvoll. Aber S’ ist auch in der
Quantenmechanik niitzlich, siche Abschnitt 8.6. Dies hangt mit der folgenden wichtigen Bemerkung
zusammen: Sei A wieder eine Observable, die mit Hy kommutiert. Dann gilt wegen

A, =0 AQY A =0, A0

offenbar R . o
A, =0_0LA Q. 0f |
also o
A, =8TA_S". (8.20)
Der Streuoperator S’ beschreibt fiir die asymptotische Konstante A die zeitliche Evolution von ¢ = —oco
bis t = +00.

8.3 Die Lippmann-Schwinger-Gleichung
Sei {|¥)g )} ein vollsténdiges Orthonormalsystem verallgemeinerter Eigenvektoren von Hy,
ff0|¢E> =ElYg),

in Hae. Wir schreiben auch |k) = [¢p ) mit E = . Jede Asymptote kann nach diesem Orthonormal-
system entwickelt werden:

Vi) = / @k Cy (F) ),

9siehe [Thirring], Bd TI1, 3.4.7/ 2
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wobei C7n ( ) die Profile der ein— bzw. auslaufenden Wellenpakete beschreibt. Wegen der Linearitéit gilt
formal:

Qi|wmt>:u/d3kCEJE)Qi|E>. (8.21)

Die Wirkung von Q. wurde aber nur auf Elementen des L2 (R3) definiert, auf Distributionen wirken die
Mgller—Operatoren a priori nicht. Es stellt sich das folgende schwierige mathematische Problem:
Unter welchen Bedingungen kann man den Definitionsbereich von Q. auf verallgemeinerte Eigenfunk-
tionen ausdehnen, so daf tatsichlich (8.21) im mathematisch strengen Sinne gilt? Eine Klasse von
Potentialen, fiir die dies gilt'? ist folgendermafen definiert:

V e RNLY(R?).

Dabei ist R die bereits in Abschnitt 3.5 definierte Rollnik—Klasse,

VeRr & =
( ) R6 |x—y|

Wir nehmen im weiteren an, diese Bedingung sei erfiillt. Dann gilt (8.21) und die folgende Rechnung ist
sinnvoll:

in¢E>::tgggne%ﬁ”ef%ﬁvﬂ¢E>
:{1+ lim dri< #H 7= Ho- T>}¢E>
t—Foo dr

t

1+f lim dTehHTVe_ﬁHUT}|1/JE>

t—>¥oo 0

e—0t—Foo 0

. t o .
{l—i-hm lim l/ dTef‘i(H_EilE)TV}|¢E>

1
O oEaT Vi)

Bemerkung 8.3
(i) Der Limes ¢ — 0 heifit “Abelscher Limes”!!. Er dient als Regularisator fiir obige Integrale. Im
weiteren wird lim._,q der Einfachheit wegen oft weggelassen.

(ii) Der Operator
N —1
(H7E$k) = Ry(E £ie)

ist die Resolvente von H. Ist H selbstadjungiert, dann ist R, 1 (2) analytisch fiir z € o(H 7), d.h. fiir
€ > 0 wohldefiniert. Der lim._,og Ry (E =+ ie) existiert im Distrlbutlonssmne.

Im Distributionensinne, als Operator auf dem Raum der verallgemeinerten Eigenfunktionen von f[o, gilt

also im Grenzwert ¢ — 0: )
Qr=1—-——V. (8.22)
H—FEFie

Wir verwenden die Resolventenidentitéit

11 1,1 1,1
1:172 ];AIQ*Z HQ*Z 1:172 ];AI()*Z H*Z H()*Z.

10siche [Reed/Simon], Bd. III, Abschnitt XI.6
Hsiehe [Simon], Abschnitt V.3 fiir eine ausfiihrliche Diskussion
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(Man beweist sie indem man von links mit Hy— 2 und von rechts mit H —z multipliziert.) Damit erhalten
wir aus (8.22):

. 1 1 1
QL =1- = V4 = V—
Hy— E Fic Hy—ETic H—-FETic
1
Hy— EFie H—-FEFie
also .
Qr=1—-—"VQO.. 8.23
* Ho—ETie (8.23)

Dies ist die Lippmann—Schwinger—Gleichung fiir die Mgller—Operatoren. Durch Anwendung von Q.
auf den verallgemeinerten Eigenvektor |¢)g ) erhalten wir den verallgemeinerten Eigenvektor (Streuzu-
stand)

e r)=QuslYp)

des Hamiltonoperators H zum gleichen (verallgemeinerten) Eigenwert E. Aus (8.23) erhalten wir die
folgende Lippmann—Schwinger—Gleichung fiir Streuzustéinde:

1

[Y+E)=|YE) — mv|¢i,E>- (8.24)

Wie in Abschnitt 7.3. erhélt man durch Iteration die folgenden (abstrakten) Bornschen Reihen:

. oo 1 n
Qs = nz::O (flo e igv) : (8.25)

oo _1 n
Vi E) = nZ:O (fIO—E:FiEV> Ve ), (8.26)

(natiirlich jeweils im Grenzwert € — 0.)

Bemerkung 8.4
i) Wir finden die Lippmann—Schwinger—Gleichung in der Ortsdarstellung. Unter Verwendung
von (8.24) haben wir:

(% [¢s,p) = (7

M—/&f{mm_;$kmxfwﬂwaﬁ.

Es sind also die Matrlxelemente der Resolvente in der Ortsdarstellung zu berechnen. Unter Ver-

wendung von (Z |p’) = Weh 7% ynd mit p= hk ergibt sich:

—'\ d3 \d3 N7 —» S\ A
A ) /] 0 e O 1)

'~»\\~'\ 1
d3\d3 “eﬁp ;ce 70T 3\ 2\
p By E-i (@ -
i 2\ 1
enp (@=2) __ ~
Ep\—E—iE

oiF (T-7")
3/ k/2—152>—is-
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Dieses Integral berechnet
kelkoordinaten ist trivial.

KAPITEL 8. ELEMENTE DER STREUTHEORIE

man durch Ubergang zu Kugelkoordinaten. Die Abintegration der Win-
Bei der Berechnung des radialen Anteils verwendet man den Residuen-

satz. Nach geeigneter Wahl der Kontur sieht man, dafl ein einfacher Pol im Punkt & = k + ie
eingeschlossen wird. Damit erhélt man:

mit k = |k|. Dies liefert:

v, 7 (@)

1 \ om eiklZ—Z"|
o U= s 8.27
B T T T (8.27)
1 iRz m 3 \elk\i’—z | N N
- (271')3/26 2mh2 x |7 — V(z )"/}+,k(x ) (8.28)

Dies ist die Integralgleichung zur Berechnung des Streuzustandes 4 f it der Asymptote eikZ

(einlaufende ebene Welle)

le
4T

ii)

Der Integralkern —
Operators'2,

ik|Z—F

|£—2" |

ist eine Greensche Funktion des inhomogenen Laplace—

Fiir Streuzustande der Form

folgt aus der zeitabhéngigen Schrédingergleichung

(A+K)Gi(3,8") = 6%(7 — 1) .
42k L
v(@:1) = / (27)3/2 ¢, 7 (@) C(k) e nlit
(A4 R, 5(@) = V@), (@), V=37

Diese Gleichung ist dquivalent zur Integralgleichung

¢+,;;(f) = w;g

d.h. die obige Greensche

@+ [ @20ET) V) v, (@),

Funktion liefert die Lippmann—Schwinger—Gleichung in der Ortsdarstel-

lung. Die Mgller-Operatoren sind also das abstrakte Pendant zu Greenschen Funktionen.

iii)
operators:

(65 |SvE)

Die Lippmann—Schwinger—Gleichung erlaubt folgende Darstellung der Matrixelemente des Streu-

(Q_¢p [Qyp )
(Quor [Qpvp ) +( (Q— *Q+) o5 Qe )
1 1 A
(oE Ve ) — (08 |V<ﬁ—E—ia_ﬁ—E+ia>Q+wE,>
. 1 1
=(op |[Ye ) — (¢5 [V (E’—E—ie - E’—E+ia>wE,>
(oE e ) — 2ie or VQvp ).

FEopELa

Dabei wurde (8.7) verwendet, sowie die Tatsache, daf H selbstadjungiert ist und daf die Mgller—
Operatoren Isometrien sind. Man zeigt leicht, daf3

9
lim '€

- = 1 — /
M E-—Epre  ESE)

12giehe Elektrodynamik—Vorlesung
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gilt. Wir bezeichnen R R
T:=VQ,. (8.29)

Dieser Operator heifit T-Operator. Damit erhalten wir:
(¢p 1SYp) = (05 Ve ) - 2m8(E — E')(¢p [Tvp ). (8.30)

Der Term (¢g |tpp ) ist natiirlich proportional zu §(E — E’). Damit lesen wir aus (8.30) die
Energieerhaltung im Streuproze ab'®. Wegen

fvmv(lﬂ)v
H—-F —ie

geniigt natiirlich auch T einer Lippmann—Schwinger—Gleichung;:

Foyvoyv— Y 4
Ho—E—iE

Damit erhilt man fiir 7 folgende Bornsche Reihe:
R R -1 n
n—0 HO —F—ice

8.4 Streuamplitude und Streuquerschnitt

Wir bezeichnen r = |Z|, 7' = |#"| und 7 = £. Da nach Annahme das Potential V hinreichend schnell
abklingt, konnen wir aus der Lippmann—Schwinger—Gl. (8.28) das asymptotische Verhalten der Streu-
zustéinde fiir 7 > " ableiten. Aus der Taylorentwicklung

2 — =\ =\ — -\
L r i Rz Rz L
x—x‘|:r\/1+2—2 :r\/1—2 ~r(1-— =r—nz
7 r r 7

folgt
eHl7e ] - e ik
|2 — 2| r
Setzen wir dies in (8.28) ein, so ergibt sich:
7 1 ikz P elkr
Vi@ Lo @m0 IR (8:31)
mit
- = 2 3/2 ST\~
flk, k) = _Gm°” er /d%‘ e KT V(&) z(&). (8.32)

Dabei wurden die Bezeichnungen V = 22V und K = ii -k verwendet. Die GroBe f(k, k') heiBt Streu-
amplitude.

Bemerkung 8.5
(i) Offensichtlich gilt

4mm | - 4m’m | - Ao
B2 <k/ |V¢+7E>:7 K2 <k/ |VQ+k>:7

13Siehe auch Eigenschaft i) der Streumatrix in Abschnitt 8.2

f(E7E/) - -
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also

- 4m%m o o
flk,K) =— 2 (K'|Tk). (8.33)
Bis auf einen Normierungsfaktor ist die Streuamplitude durch die Matrixelemente des T-Operators
gegeben.

(ii) Die Formel (8.31) ist in Analogie zur Streuung in einer Dimension!* zu interpretieren: Der erste

Term beschreibt eine einlaufende ebene Welle und der zweite Term eine auslaufende Ku-
gelwelle. Die Die Funktion f tridgt die gesamte Information iiber die Wechselwirkung mit dem
Streuzentrum.

Wir betrachten nun ein Wellenpaket, gebildet aus Streuzusténden v e fiir die wir der Einfachheit wegen
1y schreiben:

wl@t) = [ &k elf.0) vy

mit dem Profil

. BN 12k
c(k,t) = c(k)e wBxt B = vl

Einsetzen der Lippmann-Schwinger-Gleichung (8.31) fiir 15 liefert:

w@?? t) = wzn(fa t) + /‘bS(fa t) ) (834)

wobel
1

(2m)3/?

ein freies, auf das Streuzentrum fallendes Wellenpaket und

Vin (Z,1) = / A3k &R o) e~ Bt (8.35)

. m S g eik‘f*f\‘ . .
¢S($7t) = _27Th2 dgk C(k)e 228 t/dSI'\WV(w\) 77[14_7,;(%\) (836)

die gestreute Welle bezeichnet. Das Einsetzen der asymptotischen Entwicklung (8.31) liefert

e%(p'T*Ep't)

¢S(fv t)

1
- . p=hk. (8.37)

s [k FER) ()

|&| =00  (27)

Die auslaufende Welle ist also eine Superposition von Kugelwellen, wobei das Profil c(]; ) des
einlaufenden Wellenpaketes durch f(k, k') modifiziert wird.

Wir stellen den Bezug zum Experiment her. Es werden natiirlich nicht Wahrscheinlichkeiten vom Typ
(8.13) gemessen, sondern Detektoren messen die Winkelverteilung der gestreuten Teilchen, bezogen auf
den einfallenden Teilchenflufl. Die typische experimentelle Situation wird durch Abb. 8.2 veranschaulicht.
Damit die weiteren Ausfithrungen sinnvoll sind, sollten die folgenden Annahmen iiber die im Experiment
auftretenden typischen Lingenskalen erfiillt sein:

a, VD < |
a,VAD < d< D. (8.38)

Insbesondere sichert (8.38), daf§ praktisch keine Interferenz zwischen der einlaufenden und der
gestreuten Welle stattfindet, d < Dsinf. (Die “nach vorn gestreute Welle”, 8 = 0, liefert natiirlich
immer Interferenz. Wir werden dies noch in Zusammenhang mit dem optischen Theorem kommentieren.)
Eine ausfiihrliche Diskussion obiger Bedingungen findet man bei [Messiah], Bd.I, S. 334.

14Siehe Abschnitt 4.5
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einlaufends A
Wellenpake b
2d fio

A Detektor

>
21

Abbildung 8.2: Streuexperiment

Das infinitesimale Flichenelement dF = i dF ist in Kugelkoordinaten gegeben durch:
dF = r2dQ = r?sinfdfdy.

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein gestreutes Teilchen pro Sekunde durch das Flidchenelement dF fliegt, ist
js - dF, wobei jg die Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir das gestreute Wellenpaket 1 g bezeichnet. Also
ist

0o . . 0o .
P(dQ):/ dt js-sz/ dtr?dQ js - il

— 00 — 00

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein gestreutes Teilchen zwischen t = —co und ¢t = +o0o durch d2 fliegt.
Ist V die Zahl der Teilchen im auf das Streuzentrum fallenden Strahl, so ist

AN = NP(dS)

die Zahl der in das Raumwinkelelement df) gestreuten Teilchen. Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeits-
stromdichte des einlaufenden Wellenpaketes ;,, mit j;, , so ist

0 -
Din = / dt jin ' ﬁO
—oc0

die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Teilchen zwischen ¢ = —oo und ¢t = 400 durch eine Flidcheneinheit
senkrecht zum Teilchenstrahl fliegt. Also ist I = N D;,, die Zahl der durch diese Flicheneinheit fliegenden
Teilchen zwischen t = —oo und t = +o00. Das Verhéltnis
dN _ P(d9)
do=—= .
o 7 D, (8.39)

heifit differentieller Wirkungsquerschnitt. Wir erhalten

* dt r2jg -7
do = fj;?—fsdg. (8.40)
Jooo dt Jin - 7o
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Man berechnet!® aus (8.35) und (8.37):

— 1 g g i T TN= — —
Jin(Z,t) = % G /d3k A3k {c*(k)c(k’)eﬁ(E""_Ek/)tel(k —k)Z (k + k")} (8.41)
-, h 1 w7 o — v o
Tol0) = gz g [ { R ) ¢ B o)
x ef (Be=Eyp)ti(k'=k)r (k+ k) x} ) (8.42)
T

Auf der Sphére vom Radius R ergibt sich im Punkt & = Rini:

B T
Js(RA.t) = 2m R2 (27)3

/d3k A3k {f* (F,7ik) f (R, ik )" ( )e(R et (Bx—Eu)teik ~k) R (/Z n E’) i} .
Damit erhalten wir

P(dQ):/ dt R%AQ 7 - 7

N /
_han / a3k a3 {f*(kﬁk)f(k’ﬁk’)c*(k>c<k’>5<Ek —Ek’>k+zk } '

m 4m2

Annahme: Sei das Profil ¢ der einlaufenden Welle scharf um l;o = koo konzentriert. Dann dominieren
in obigem Integral die Beitréige aus einer kleinen Umgebung dieses Vektors und in guter Naherung gilt:

P(dQ) £ Ds - | f(ko, ko) |29,
mit
K2k

D =
57 mar?

/dSk B (K (k) 6(Ep — Ep) .

Andererseits berechnet man aus (8.41):

Dy () = %2# Bk §(By — Bp) et FF07 o= (1) o(f )ity - ¥ u i
Mit obiger Annahme, k= EO = , ergibt sich
D;n = Ds .
Damit erhalten wir fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do = | f (Ko, ko) |2 dS2, (8.43)

wobei hEo der Impuls des einfallenden Teilchens und hkg7i der Impuls des gestreuten Teilchens in n—
Richtung ist. Wir definieren den totalen Wirkungsquerschnitt durch

oot (ko) = / do (Ko, ko) . (8.44)

Bemerkung 8.6
(i) Um die Theorie mit dem Experiment zu vergleichen, ist die Streuamplitude zu berechnen. Diese

stellt andererseits iiber (8.33) und (8.30) die direkte Verbindung zur Streumatrix S her.

15siehe Hausaufgabe Nr. 38
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(ii) Ein Beweis von (8.43) unter Verwendung der Beziehung (8.30) ist auch mdoglich, aber weniger
anschaulich. 16

(iii) Eine Analyse des gesamten Flusses durch die Sphére im Unendlichen fithrt zur Miteinbeziehung
der Interferenzterme von einlaufender und auslaufender Welle. Wir integrieren zunéchst die Konti-
nuititsgleichung fiir den Wahrscheinlichkeitsstrom iiber eine Kugel mit Radius R:

KR 6KR

+oo
de Q}t:Jroo _/ de Q‘tzfoo +/ dt/ dS'fZ 0.
Kr Kr oo kg

Fiir R — oo gilt natiirlich | Kn d3z 0 = 1, so daB die totale FluBbilanz folgendermaBen aussieht:

also

—+o0
lim dt / dS-j=o. (8.45)
OKR

R—o0

Wie oben zerlegen wir ¥ = 1, + %5 . Man hat nun j unter Verwendung dieser Zerlegung in (8.45)
einzusetzen und diese Gleichung auszuwerten. Man erhélt die Summe von drei Termen

Nin +Ns + Nin,s = Oa

wobei n;, und ng die Beitrige von 5”1 und fs sind. Der Term n;, g beschreibt die Interferenz
von einlaufender und auslaufender Welle. Natiirlich gilt n;, = 0, denn ;,, ist Losung der freien
Schréodingergleichung. Wir erhalten also

ng = —MNin,s -

Eine ldngere, aber einfache Berechnung dieser beiden Fliisse liefert, wieder mit der Annahme, daf}
das Profil des Wellenpaketes streng um k konzentriert ist, das optische Theorem:

cron(Fo) = i—: S (Ko, Fo) (8.46)

Der totale Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch den Imaginérteil der Streuamplitude fiir die
Vorwirtsstreuung (6 = 0).

8.5 Streuung eines Teilchens am Zentralpotential

Aus Abschnitt 6.1 wissen wir, dafl {fIO,EQ,ﬁg} fiir ein freies, spinloses Teilchen ein vollstdndiges Sy-
stem kommutierender Observabler bildet. Das zugehorige vollstdndige Orthonormalsystem, gebildet aus
gemeinsamen verallgemeinerten Eigenvektoren wird wieder mit {|klm )} bezeichnet. Fiir die Ortsdarstel-
lung gilt:

2 - .
(& |klm) =4/ - i i (kr) Y™(3), & =2(0,¢). (8.47)
Dabei haben wir aus Konventionsgriinden im Vergleich zu (6.31) die Normierung geéindert, so daf

5(k — k')

(K'l'm |klm) = 2

6l’l 6m’m

16siche [Galindo/Pascual], Bd. II, Abschnitt 8.9
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gilt. Andererseits haben wir nach (6.35) die folgende Partialwellenzerlegung fiir eine ebene Welle:

2m)3/2(Z |k) = e** _47rzl Ji(kr) Z Y™ (R) Y™ (Z)

m=—1
Z (21 + 1) i 5;(k,) Py(cos8), (8.48)
1=0

wobei  den Winkel zwischen k und # bezeichnet. Aus (8.47) und (8.48) liest man wegen

(7 |k) /k’Qdk’ZZ 7K Im ) (K'Tm k)

1=0 m=—1
die Gestalt der verallgemeinerten Eigenfunktionen in der Impulsdarstellung ab:
o(k —k)
k2
Wir erinnern an [S, Ho] = 0, siehe (8.11). Aufierdem haben wir aus der Rotationsinvarianz des Zentral-
potentials [I:I,E} =0, und wegen [Hy, E] = 0 folgt aus (8.12):
[S,L]=0, (8.50)

(R klm)) = Y (k). (8.49)

d.h. § ist auch rotationssymmetrisch. Damit kommutiert S mit allen Operatoren des obigen vollstéindigen
Systems kommutierender Observabler und die Eigenvektoren |kim ) diagonalisieren S. Da aber S unitér
ist, folgt

Slklim) = e#0m®) | kim ) .
SchlieBlich bemerken wir, dafl wegen (8.50) S auch mit den aus L gebildeten Leiteroperatoren kommutiert,
L.S = SL, . Damit erhalten wir 4, m = 0 mx1( mod 7), d.h. die Phasen ¢;,, (k) sind unabhéngig von
m . Wir haben

S|klm) = 20" | kim) . (8.51)
Die Groflen 0;(k) heifilen Streuphasen.
Nun werten wir die grundlegende Beziehung (8.30),

(K |Sk)= (K |k)—2mié(E—E) (K |Tk)=6Fk—-FK)+ ﬁé(k—k’)f(lz,l_c"),

zwischen den Matrixelementen der Streumatrix und der Streuamplitude fiir den Fall des Zentralpotentials
in der Basis |klm ) aus: Fiir die linke Seite der Gleichung erhalten wir:

(K'|Sk) = Z Z / dq (K |qlm) e* %D (glm |k )
=0 m=—1
Zezlal(k Z Y ]Ag ;;)
m=—I1
S —k) 1 & ; 5o
D LS e e R R,
1=0

Die rechte Seite ergibt:

SE— )+ Q%kd(k ) f(R ) = {ZZYZ )Y /?)+ikf(12,/2')}

=0 m=—1

= 5(”;@2 d {Z”“Pl(l? ~1?’>+”“f</2,1€’>} .

47
=0
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Der Vergleich beider Seiten liefert:

oo

21 £ (8, ) = 3 (20 +1) (200 —1) Pk - F).

=0

Bezeichnen wir den Winkel zwischen &' und k mit 0, so erhalten wir die folgende Partialwellenzerle-
gung der Streuamplitude:

o0

= (21 +1) fi(k) Pi(cos), (8.52)
=0
mit
Alk) = %eiél“ﬂ) sin 6,(k) . (8.53)

Diese héingt nur von k = |k | und 6 ab. Aus (8.52) berechnet man unter Verwendung der Orthogona-
litdtsrelationen fiir die Legendre Polynome den totalen Wirkungsquerschnitt:

Otot (k /|f (k,0)|2dQ = ZZ (20 +1)(2U' + 1) fi(k) fir(k)Pi(cos 6) Py (cosf) de d(cos 6)

I=0U=
_47r22z D[ fi(k) |,

also
4 & .
Tron(k) = ki; S @1+ 1)sin® (k). (8.54)
=0

Andererseits bemerken wir, dal wegen Pj(1) =1

=20 +1
Z l;: sin? &;(k),
1=0

gilt, also ist
4

k,0
T8 (k,0).

Fiir den Fall des Zentralpotentials ist die Herleitung des optischen Theorems also trivial.

Jtot(k) -

Bemerkung 8.7
Die Gleichungen (8.52) und (8.54) reduzieren die Losung des Streuproblems auf die Berechnung der
Streuphasen:

i) Eine systematische Berechnung der Streuphasen ist natiirlich méglich mit Hilfe der in Abschnitt
7.3 behandelten Storungstheorie. Nach (8.33) ist

4m%m 47Tm

4 2
- (R VO ) = -

72
bzw. in der Ortsdarstellung, vgl mit (8.32):

kK =~ (K |Tk) =~ (K [V, 5,

(27’(’)3/2
47

X —ikF {7/ = - (= 2m_

flk, k)=~ /d?’:v‘ e RV (1Y) Vo p@Y), V(@)= FV(JC)

Nun ist Ordnung fiir Ordnung die Lippmann—Schwinger—Gleichung fiir die Streuzustinde |¢ n i)
zu 16sen und einzusetzen. Wir empfehlen dem Leser in diesem Zusammenhang die Lésung von
Hausaufgabe Nr. 36.
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ii) In einfachen Beispielen gelingt eine Berechnung von f durch direkten Vergleich der Asymptotik des
Streuzustandes mit der Asymptotik der freien Losung. Wir erldutern dies etwas ausfiihrlicher. Unter
Verwendung von (8.31), (6.35) und (8.52) erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir die Asymptote
der Streuzustéinde:

ikr

1 g oikr B 1 0 o e
{ek +f(k,9)r} = Wg(mﬂ){ﬁjmmwﬁ(k) .

|# oo (27)3/2

¢+,E(f)

} Py(cos ) .

Setzen wir die Asymptotik der sphérischen Besselfunktionen ein, so ergibt sich:

- RS ysin (kr —1Z)  elak) oikr
¢+,E(96) \f\:oo W;(Ql-l-l) {1 . + 3 sin &;(k) " Pi(cosb)

_ 1 - .leiél(}c) . m
= G ZO(QZ +1)i o sin (5l(k) - 15 + kr) Pi(cos0),

also
| eidi(k)

—upk(r) ~

r |#|—oo Kk

. 0
sin (5l(k) +kr— 15) . (8.55)
Durch Vergleich mit der Asymptotik

) |Z]|—o0 SIN (kr—lg)
Jik(r) —

der Besselfunktion ergibt sich die geometrische Interpretation der Streuphasen als Phasenverschie-
bung.

Die effektive Streulénge ist definiert als

i = — lim 0%
k=0 k

Beispiel 1: Die ideal harte Kugel. Dies ist ein sehr einfaches Modell fiir die Streuung mikroskopi-
scher Teilchen am Atomkern. Wir setzen

_J oo fir r<Ry
V(r)_{ 0 fir r> Ry,

mit Ry als Kernradius. Sei u; eine reguldre Losung der Radialgleichung, d.h. es muf} gelten:
w(r)=0 firr <Ry und /OO lug |?dr < 0o
0
Im Sinne der letzten Bemerkung hat u; die folgende Asymptotik:
w o~ sin (kr - l% + 6l(k)) . (8.56)

Im Gebiet r > Ry ist aber V =0, d.h. v; ist der Gestalt'":

w(kr) = kr (@b (kr) +bihy (kr) ~ are(kr=1%) 4 pe=ilkr=1%) (8.57)
Der Vergleich mit (8.56) liefert
eiél b e—iél
W= T T

17Siehe Abschnitt 6.2
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also
kr

w(kr) = o (e h;f — et hy) -

Die Randbedingung w;(Rg) = 0 liefert

| (kRo)  ny(kRo) +iji(kRo)

eiél —

h
kit (kRo)  mi(kRo) —iji(kRo)’

also tand; = fL’l((]ZﬁZ)) bzw.
ji(kRo)
§; = arctan +nm. 8.58
! \(kRo) (8.58)
Fiir [ = 0 ergibt sich
0o = nm — kR
und damit fiir die effektive Streuléinge
a=Ry.

Mit sin? §; = % erhalten wir den folgenden totalen Wirkungsquerschnitt:

Ji (kRy)

47
o= — 20+ 1 - .
k2 ;( )nl?(kRo) +jl2(kR0)

(8.59)

Dieses Resultat kann man fiir die Grenzfille hoher bzw. niedriger Energien weiter auswerten, vgl. Haus-
aufgabe Nr. 37.

Beispiel 2: Der kugelsymmetrische Potentialtopf Hier ist

. Vo fir r<mrg,
V(r)—{ 0 fiir r>rg.

Wir bezeichnen k? = 22 E und k¢ = 2% (E + Vj). Fiir die radiale Wellenfunktion setzen wir an

Ri(r) = A ji(kor) fir r<rg,
! Bh (kr) + Chy (kr) fir r>ro,

vgl. Abschnitt 6.2. Vergleichen wir die Asymptotik fiir » — co von R; mit (8.55), so erhalten wir

ei26l l
B = = — —
2i ¢ 27

und damit
Ry(r) = € (cos &; ji(kr) — sin omy(kr)) . r>ro.

Als néchstes werten wir die Anschlulbedingungen bei = ry aus. Die Stetigkeit von R; legt A fest. Dies
wird im weiteren nicht benétigt. Die Stetigkeit der logarithmischen Ableitung R%%Rl’ . liefert

=T

i Ji(koro) kjl’(kro) cos §; — nj(kro) sin §;
Ojl(kzoro) Ji(kro) cos & — ny(krg) sind;

Wir stellen dies nach ¢; um und erhalten die allgemeine Formel fiir die Streuphase dieses Problems:

ko ji(koro) ji(kro) — k gy (kro) ji(koro)
ko jl/(ko’f‘o) nl(krg) — kn;(k?"o)jl(koro) '

tand; = (8.60)
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Wir berechnen die modifizierte Streuamplitude

= k

F e 1+itand;
LTI

=e%sind, = tan & — .
hi ! 1 + tan®§;

Bezeichnen wir Zihler und Nenner der rechten Seite von (8.60) mit A bzw. B, so gilt tand, = 4 und

damit

:  AB+iA?
e = mra
A(B +iA)
(B+i4)(B —iA)
A
B —iA

ko j;(koro) ji(kro) — k jj(kro) ji(koTo)
ko ji(koro) nu(kro) — knj(kro) ji(koro) — i (k j;(kro) ji(koro) — ko jj(koro) ji(kro))
k 3i(kro) ji(koro) — ko jj(koro) ji(kro)

B 4 +/ -/ + (861)
k?]l(lﬂ"o)hl (k’l’o) — ko ]l(k(ﬂ’o)hl (kTo)
Wir werten (8.60) fiir I = 0, also fiir s-Wellenstreuung aus. Durch Einsetzen von jo = Siz €und ng = —%
und Kiirzen des Ausdrucks M ergibt sich
£ tan(koro) — tan(kro)
tan g, = —— .
1 + 4 tan(koro) tan(kro)
Daraus ergibt sich
k
do(k) = arctan (k tan(k0r0)> —kro+nm. (8.62)
0
Die effektive Streuléinge ist damit
. (1 B tan(nor0)> ’
KoTo

wobei wir
2m
"0 =\ g Vo
gesetzt haben.

Als néchstes betrachten wir die niederenergetische Streuung am tiefen Topf. Sei £ < Vj und krg < 1,
d. h. sei die de Broglie-Wellenlénge grof3 gegeniiber dem Potentialradius. Durch Einsetzen des asympto-
tischen Verhaltens fiir kro — 0 aus Abschnitt 6.2,

. (kro)! y I(kro)' !
gitkro) ~ G gikro) ~ Gy
(21 — 1) , (I+1) (20— )l
’I’Ll(k’l“o) ~ W’ 'fll(k’f‘o) ~ —W’
in (8.60) erhalten wir
(krg)2i koro jj(koro) — L ji(koro)

tan &, ~ (8.63)

(ZZ + ].)”(2[ — 1)” (l + 1)jl(k07‘0) + ko?”() jl/(ko'l“o) '

Man kann hier kg durch kg ersetzen. Die modifizierte Streuamplitude fl(k) hat exakt dieselbe Asymptotik,
da n; und hlJr fiir krg — 0 die gleichen Asymptoten haben.



8.5. STREUUNG EINES TEILCHENS AM ZENTRALPOTENTIAL 161

Wir nehmen zunéchst an, dafl der Nenner fiir kein [ verschwindet (keine Resonanz). Dann ist

47

2
Trot ~ 77 Sin o

d. h. die s-Wellenstreuung dominiert. Aus (8.62) lesen wir

t
b kg (0 1) s = b
KoTo
ab. Damit ergibt sich
47 B
Ttot ~ ﬁ(ka)"’ = 4ma?, (8.64)

also ein analoges Resultat wie fiir die harte Kugel aus Beispiel 1, nur mit einer anderen effektiven
Streulénge a # a. (Diese Formel ist typisch fiir alle Potentiale endlicher Reichweite bei niedrigen Energien
auflerhalb von Resonanzen.)

Wir betrachten nun Energien in der Néhe einer Resonanzenergie Eg, d. h., einer Energie fiir die ein [
existiert, so daf§ der Nenner in (8.63) verschwindet:

(I +1) ji(koro) + koro jj (koro) = 0. (8.65)

Die entsprechende Streuamplitude f; hat bei Er eine Singularitdt. Wir entwickeln den Nenner in erster
Ordnung um E = FEg:

(14 1) ji(koro)+koro ji (koro)

d . .
=0+ (F - Eg) 1B ((L+ 1)ji(koro) + koroji (koro)) + O ((E — Eg)?) .
E=Eg

Einsetzen in (8.63) liefert mit der Bezeichnung k% = w

N (kgro)?itt

fi ~ tan £ Fn Vi,
wobei wir

= L (L +1) ji(koro) + koro jj (koro)
20+ D20 =DM | 55 (0 + D)ji(koro) + Kkorog] (koro)) .

gesetzt haben. Mit

dr(204+1) . 4 4r(20+1) tan?§,
0 = ——5——>sin“ 9§ = 5 5=
k3, k% 1+ tan® §;
folgt
4 (21 1 2 k 41+2
o = 7T( + ) ’YZ( RTO) (866)

ki (E—Eg)* 497 (krro)+2”

Dies ist eine Breit-Wigner-Kurve mit Maximum

max AT(2L+1)
K

und Halbwertsbreite
AE; = 2|y |(kgro)®t.

Die Resonanz ist offensichtlich umso schérfer, je kleiner kgrrg ist.
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Sei nun auflerdem kgrg > [, d. h., sei der Potentialtopf sehr tief und schmal. Setzen wir die Asymptotik

Korg—00 sin (koro — 15)

i1 (k
Ji(koro) koTo
y koro—soo  COS (koro - l%) sin (koro - l%)
Ji(koro) ~ - B
koro (koro)
in die Resonanzgleichung (8.65) ein, erhalten wir
(l+1) . ( ™ 1 ™ 1 . ™
- k —zf) koro | —— (k —zf)— (k —zf)
0 ko’ro sin oo B + KoTo kOTO COS oTo B) (k0r0)2 Sin 070 B)
l
= m sin (koro — lg) + cos (koro — lg)
l
= e cos (k:oro -+ 1)%) + sin (koro -+ 1)%) ,
also
T
t koro— (I+1)=) =
an( 070 ( + )2) ko’l’o
und damit
koo — 1~ n+ L + !
— =~ —|Tt+—.
0ro 2 2 ko’f‘o
Aufgrund der Voraussetzung korg > [ ist dies fiir grofie n giiltig. Vernachléssigen wir kolro < 1, ergibt

sich gerade die Bedingung fiir gebundene Zusténde im tiefen Zentralpotential.'®

1
koro—lgw (n—|—2)ﬂ'.

Man spricht deshalb bei dem zugehorigen Streuzustand von einem metastabilen Zustand.
Die Beitrige der Partialquerschnitte oy, I’ # 0, die die Resonanzbedingung nicht erfiillen, ergeben sich

zZu
_ T ., . 9 k—o 4m _, (k‘?“o)4ll+2

g = ﬁ(ZZ + 1)Sln (Sl/ ~ ﬁ(2l + 1)W

Sie sind also gegeniiber o; vernachléssigbar, d. h., der metastabile Zustand bestimmt die Winkelverteilung.
Fiir eine detailliertere Diskussion des Falles | = 0 verweisen wir auf [Nolting], S. 318 oder [Grawert], S.

82.

— 0.

8.6 Streuung am Coulomb—Potential

Wie bereits frither betont, existieren die Mgller-Operatoren fiir den Fall des Coulomb-Potentials nicht.
Man kann allerdings eine physikalisch sinnvolle modifizierte Form dieser Operatoren konstruieren. Deren
Gestalt wird durch die folgende klassische Betrachtung nahegelegt. Setzen wir der Einfachheit wegen
die reduzierte Masse y = 1 und die Kopplungskonstante im Potential x = 1, so haben die klassischen
Bewegungsgleichungen (nach Abseparation der Schwerpunktsbewegung) die Form
N
T=—73, 1= |2 .
Die ErhaltungsgréBen L = Z x # (Drehimpuls) und E = %xﬂ — % (Energie) liefern die folgende Polarglei-

chung fiir die Bahnkurve in der Ebene senkrecht zu L:

L:%(l—kmcos(@—@o)), l:|E|~

r(0)

18vgl. Abschnitt 6.2
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Dies ist fiir £ < 0 eine Ellipse, fiir £ = 0 eine Parabel und fiir £ > 0 eine Hyperbel. Dieser Fall
interessiert uns hier, er ist relevant fiir die Streuung.
Wir zeigen, dafl die zeitliche Asymptotik fiir ein Teilchen im Coulombpotential nicht mit der eines
freien Teilchens iibereinstimmt.
Zunéchst bemerken wir
= J2(E+ 1) ~ VeE,
r’ r—oo
also hat # asymptotisch einen konstanten Betrag. Auflerdem hat # eine wohldefinierte asymptotische
Richtung ¢, (definiert durch den Tangentialvektor an die Hyperbel im Limes r — 00.) Also gilt asympto-
tisch
Zt)y=2c-t+0O(t).

Um dies mit der Asymptotik
ffrei(t) =c-t+b

des freien Teilchens vergleichen zu konnen, mufl man O(t) genauer analysieren. Wir erhalten:

1. 1 1 1
C# =Bt - =VE (1t — 4. ) =VE (14— ...
71 s <+2Er+ ) <+2Ect+ )

denn r(t) =c-t+ ..., c=|c. Integrieren wir iiber ¢, so erhalten wir
)= t+d-Int+....

Der logarithmische Term verhindert, daf sich das Teilchen asymptotisch an 'f..; annéhert.
Diese Betrachtungen legen nahe, den freien Hamiltonoperator in der Quantentheorie so zu modifizie-
L {t — L Hot

e

ren, daB er diesem logarithmischen Beitrag Rechnung triigt. Anstelle von e# sollte man

et o= 5 Hos() hetrachten, mit
s(t)=t+dlnt,
wobei d natiirlich von der Energie abhiingen sollte. Allgemeiner gesagt, sollte Hot durch Hot + f (f[o) Int

ersetzt werden, wobei f (1:10) eine geeignete Operatorfunktion ist. Verschiedene konkrete Realisierungen
dieser Idee sind bekannt. Eine Moglichkeit ist!:

Qp = s limer 1 e Jo Ap()ds (8.67)
t—Foo
wobei 1 ;
Hp(t) = Ho — m@(MﬁHM -1), p=1pl. (8.68)

Dies ist eine wohldefinierte Operatorfunktion im Impulsraum. Man beweist??, da diese modifizierten
Mgller-Operatoren existieren und daf sie die {iblichen Eigenschaften haben.

Man kann nun, genauso wie in den vorangehenden Abschnitten beschrieben, die Streutheorie fiir diesen
Fall entwickeln. Die oben diskutierten logarithmischen Korrekturen findet man allerdings auch in der
Asymptotik der Streuzustinde wieder, d.h. Streuzustéinde mit dem asymptotischen Verhalten

. eikr
& 4 ()

findet man nicht. Sucht man mit dem Ansatz

¢(f) = e 'G(X>7 X:ik(T—Z),

9siehe [Reed/Simon], Bd. III, Abschnitt XI.9
20siehe [Reed/Simon], Bd. III, Satz XI.71
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nach Losungen der Schrodinger—Gleichung, so ergibt sich eine konfluente hypergeometrische Gleichung
_ Ze*u

Rk

Die im Nullpunkt regulére Losung dieser Gleichung liefert die folgende Asymptotik

nG"(x) + (1 = x)G'(x) +ivG(x) =0,

ei(kr—’y In[2k7])

— ikz+iy ln(2kr sin? %) o Y 2iog 8.69
) ~ e e . .
v | | =00 2k sin? g r ( )
Die Grofe
o9 = argl’(1 + i) (8.70)
heifit nullte Coulomb-Streuphase. Wir lesen (zunéchst vollig kritiklos) die folgende Streuamplitude ab:
0
fx(0) = —m exp (21 oo — iy In(sin? 2)) .
Daraus folgt:
Ze2\? 1
do=|— dQ. 8.71
- ( da ) 7 (8.71)

Wir erhalten also die gleiche Formel (Rutherford) wie im klassischen Fall. Auferdem erhélt man
auch im Rahmen der ersten Bornschen Naherung exakt diese Formel. Diese Sachverhalte werden in der
physikalischen Literatur tiblicherweise als “zufillig” interpretiert.

Wir diskutieren die asymptotischen Formel (8.69):

i) der erste Term kann selbst fiir unendlich grofie Entfernungen nicht mit einer ebenen Welle verglichen
werden. Das Coulombfeld hat eine solch grofle Reichweite, dafl es die einfallenden Wellen bis in
die asymptotische Zone hinein beeinflut. Andererseits erhilt man fiir z — —oo die Stromdichte
j= % (in Richtung der z-Achse). Der logarithmische Term liefert Korrekturen der GréBenordnung
%, die man vernachléssigen kann. Damit scheint eine Interpretation des ersten Terms als einfallende
Welle einigermaflen gerechtfertigt zu sein.

ii) Ein analoge Diskussion rechtfertigt die Interpretation des zweiten Terms als auslaufende, gestreute
Welle.

ili) Aus Formel (8.71) lesen wir ab: Der Wirkungsquerschnitt hingt nicht vom Vorzeichen des Potentials
ab, die Winkelverteilung ist energieunabhéngig und bei gegebenem Winkel féllt der Wirkungsquer-
schnitt mit wachsender Energie wie % ab. Fiir 8 = 0 ist do divergent, folglich ist auch der totale
Wirkungsquerschnitt divergent. Das reine Coulombfeld tritt allerdings in der Natur nicht auf.
Es gibt immer Abschirmeffekte, z.B. durch das Feld der Elektronenhiille bei der Streuung eines
geladenen Teilchens am Atomkern.

Wir sehen, daf} die obige Herleitung der exakten Formel (8.71) etwas fragwiirdig erscheint. In der Tat lifit
sich diese streng herleiten, siehe [Thirring], Bd. III, 4.1.23 — 4.1.26. Wir fiihren diese Herleitung fiir den
interessierten Leser (unter Weglassung einiger Details) in einer abschlieflenden, zusétzlichen Bemerkung
vor.

Bemerkung 8.8 R

Wir setzen hier, der Einfachheit wegen, i = 1. Bezeichne P wieder den Projektor auf das kontinuierliche
Spektrum von H. Man zeigt zunéchst, daf (Pﬁ']s, P%P, P%P) asymptotische Konstanten sind und daf3
gilt?!:

21[Thirring], Bd. III, 4.1.18
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Dabei bezeichnet P wieder den Projektor auf H,.. Nun gilt mit (8.20)
P =5"1p5". (8.72)

Wir zeigen, daf3 die ]3'+ und f)'_ verkniipfende Relation im Falle des Coulomb-Potentials exakt bestimmt
werden kann. Daraus liest man, unter Verwendung der Drehinvarianz von S’; diesen Operator (bis auf
eine freie Phase) ab. Die entscheidende Rolle bei der Herleitung dieser Relation spielt wieder, wie im Fall

der gebundenen Zusténde, der Lenz-Runge-Vektor F.Da H und F Bewegungskonstanten sind, gilt

=2 =2
pap ="t = (8.73)
2u  2u
und mit n = \§:| = 7“?;1? erhalten wir
PFP = %[ﬁb L) £ npls . (8.74)
Man beweist nun leicht, durch direktes Nachrechnen, die folgende Identitét:
i Ly = —pEL? £ nF; — n*pE + inpi .
Daraus lesen wir ab:
ity L = —pF (EQ +7’ - in) +nF; = —p; (EQ +7 + iﬁ) —nF;,
also .
P = (p; (E2 +n*+ in) + 2nﬁi) (E2 +n? - in) )
Setzen wir F} ein, so ergibt sich:
1+ in)L2 + i — n? 5 1
PP Gk L e el Y S (8.75)
L% —in+n? L? —in+n?

Dies ist die exakte Relation zwischen den asymptotischen Konstanten ﬁj‘ und p; . (Die rechte Seite dieser
Gleichung ist eine wohldefinierte Operatorfunktion.)
Bezeichnen wir wieder

1/}+(k) = Q+|k> ’

so liefern die |lm) ® @[ur(kA) ein vollstdndiges System verallgemeinerter Eigenzustdnde von H.Da &
drehinvariant ist und mit H kommutiert, gilt — in Analogie zu (8.51) —

S fim) @ Py (k) = " Plim) @ ¢y (k). (8.76)

Hierbei haben wir noch verwendet, dafl S und S die gleichen Streuphasen haben. Dies folgt aus der
Unitaritéit der Mgller— Operatoren und aus (8.19). Schlielich beweist man, véllig analog wie fiir & in
Hausaufgabe Nr. 26, da8 p3 den Eigenwert [ um 1 erhoht. AuBerdem kommutiert p3 natiirlich mit L3
und mit H . Damit erhélt man durch Anwendung der Vektoren (I + 1,m/| von links und |Im ) von rechts
auf (8.75):
. o l+1—1n
(I +1,m|p3 [Im) = (I + 1,m|py |lm) TAitin
AuBlerdem gilt R R _ _

(1+1,m|8p3 §'|Im) = e~ 2191 (R 200(k) (1 L 1 i pz |Im)
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also insgesamt

<l + ]‘ m|p3 |Zm> l + ]' — ”7 =e i(51751+1) . (877)
(I+1,m|pg|lm) 1+ 1+in
Wir setzen .
Q2100 (k) _ (1 +in)
I'(1—in)
und lésen (8.77) rekursiv. Dies liefert:
PU+14im T3+ l0+1)+%+m)
2ouk) — ) = (8.78)

rig+1—: N\
(+1—1n) F<%+ l(l+1)+i—m>
Damit erhalten wir die folgende exakte Formel fiir die Streumatrix in der Heisenberg—Darstellung:
r (; +\/ L2+ 1+ in(H))
r (§ +y/ L2+ 1 - z’n(FI)>
Dies ist eine wohldefinierte Operatorfunktion. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf Bemerkung
3.12, Punkt iii). Wir bemerken, daf man S wegen (8.19) aus (8.79) erhiilt, indem man H durch Hy

ersetzt.
Mit der Streuphase (8.78) erhalten wir die folgende Streuamplitude:

S = (8.79)

= (21 +1) fi(k) Pi(cos0), (8.80)
1=0
mit 0 )
1 +1+1n
< 1. .81
fulk) = 2ik < r'+1—1n) > (8:81)
Die obige Summe kann man explizit berechnen??
k,0) = f(k, i, “7 ——é(m—-). .82
f0) = fA ) = 5 (m=mm ) Ty~ s ) (3:52)

Dabei bezeichnet & (_’ i) die 60— Distribution auf der Sphére S? und wir haben, im Vergleich zu fritheren

Bezeichnungen, 77 = k und i’ = k’ gesetzt. Fiir 7 # i’ erhalten wir daraus sofort

S oo Ze2\? 1
do(k, 7, 7') = |f(k,7t,7)|]* = (4E) S — 7. (8.83)
2

22[Thirring], Bd. 111, 4.1.25, Aufgabe 7



